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PREFACIO

El propdsito y requisitos previos de este libro

Estadistica matemdtica con aplicaciones fue escrito para el uso de los estudiantes en cursos
universitarios de un afio (9 horas-trimestre o 6 horas-semestre) de estadistica matematica.
El propésito de este libro es presentar una sélida base al estudiante, de la teoria estadistica
y al mismo tiempo darle orientacién de la relevancia e importancia de la teoria para resolver
problemas practicos del mundo real. Pensamos que un curso de este tipo es apropiado para
casi todas las disciplinas de licenciatura, incluyendo matematicas, donde el contacto con apli-
caciones puede ser una experiencia motivadora y alentadora. El dnico requisito matematico
previo es un conocimiento profundo de calculo universitario de primer afio, incluyendo sumas
de series infinitas, derivadas e integracién simple y doble.

Nuestro método

El hablar con estudiantes que estén tomando un curso inicial de estadistica matematica, o lo
hayan terminado, revel6 una falla importante en numerosos cursos. Los estudiantes pueden
tomar el curso y terminarlo sin entender claramente la naturaleza de la estadistica. Muchos de
ellos ven la teoria como un conjunto de temas, con una relacién débil o fuerte entre ellos, pero
no ven que la estadistica es una teoria de informacién con inferencia como su meta. Ademads,
pueden terminar el curso sin entender el importante papel que desempeiian las estadisticas en
investigaciones cientificas.
Estas consideraciones nos llevaron a crear un texto que difiere de otros en tres formas:

e Primero, la presentacion de la probabilidad estd precedida de un claro enunciado del
objetivo de la estadistica —la inferencia estadistica— y su funcion en la investiga-
cion cientifica. A medida que los estudiantes avanzan en la teoria de probabilidades
(Capitulos 2 al 7), se les recuerda con frecuencia el papel que los temas principales
desempefian en la inferencia estadistica. El efecto acumulativo es que la inferencia es-
tadistica es el tema dominante del curso.

» La segunda caracteristica del texto es su conectividad. Explicamos no sélo la forma en
que los temas principales desempefian un papel en inferencia estadistica, sino que tam-
bién como es que los temas estan relacionados entre si. Estas interesantes explicaciones
aparecen con mads frecuencia en las introducciones y conclusiones del capitulo.

¢ Por 1ultimo, el texto es Unico en su énfasis prdctico, en ejercicios en todo el libro y
en los ttiles temas metodoldgicos estadisticos contenidos en los Capitulos del 11 al

xiii
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15, cuya meta es reforzar la base elemental pero sélida desarrollada en los capitulos
iniciales.

El libro se puede usar en varias formas y adaptarse a los gustos de estudiantes y profesores.
La dificultad del material puede aumentar o disminuir si se controla la asignacién de los ejer-
cicios, se eliminan algunos temas y si se hace variar el tiempo dedicado a cada tema. Se puede dar
un toque de mas aplicacion al eliminar algunos temas, por ejemplo algunas secciones de los
Capitulos 6 y 7, y dedicar més tiempo a los capitulos aplicados al final.

Cambios en la séptima edicion

Existe una gran cantidad de estudiantes que aprovechan la informacién visual de conceptos y
resultados. Algo nuevo en esta edicién es la inclusién de aplicaciones breves de computadora,
todas ellas disponibles en linea para su uso en el sitio web Cengage, www.cengage.com/statis-
tics/wackerly. Algunas de estas aplicaciones se utilizan para demostrar conceptos estadisticos,
otras permiten a los usuarios evaluar el impacto de selecciones de pardmetro en la forma de
funciones de densidad y el resto de aplicaciones se pueden usar para hallar probabilidades
exactas y cuantiles asociados con variables aleatorias gamma, beta, normal, XZ, ty F distri-
buidas, todo ello informacién importante cuando se construyen intervalos de confianza o se
realizan pruebas de hipétesis. Algunas de las aplicaciones aportan informacidn existente por
medio del uso de otros paquetes de software. Destacan entre éstas, el lenguaje R y el ambiente
para computacién y gréficas estadisticas (disponibles gratis en http://www.r-project.org/) se
puede usar para obtener los cuantiles y probabilidades asociados con las distribuciones dis-
cretas y continuas ya antes citadas. Los comandos R apropiados se presentan en las secciones
respectivas de los Capitulos 3 y 4. La ventaja de las aplicaciones breves de computadora es que
son de estilo “apunte y dispare”, dan graficas adjuntas y son considerablemente mas fa-
ciles de usar. No obstante, R es mucho mds potente que estas aplicaciones y se puede usar
para muchos otros fines estadisticos. Dejamos otras aplicaciones de R al usuario interesado
o profesor.

El Capitulo 2 introduce la primera aplicacién breve (applet), Bayes’ Rule as a Tree (la
Regla de Bayes como Arbol), demostracién que permite a los usuarios ver por qué a veces se
obtienen resultados sorprendentes cuando se aplica la regla de Bayes (vea Figura 1). Al igual
que en la sexta edicidn, las estimaciones de maxima verosimilitud se introducen en el Capitulo
3 mediante ejemplos para las estimaciones de los pardmetros de las distribuciones binomiales,
geométricas y binomiales negativas basadas en valores numéricos especificos observados
de variables aleatorias que poseen estas distribuciones. Los problemas de seguimiento al final de
las secciones respectivas se amplian en estos ejemplos.

En el Capitulo 4, la aplicacién Normal Probabilities (Probabilidades Normales) se usa
para calcular la probabilidad de que cualquier variable aleatoria normalmente distribuida,
especificada por el usuario, caiga en cualquier intervalo especificado. También proporciona
una grafica de la funcién de densidad normal seleccionada y un refuerzo visual del hecho de
que las probabilidades asociadas con cualquier variable aleatoria normalmente distribuida son



FIGURA 1
Ilustracién de una
aplicacién breve de
la regla de Bayes

FIGURA 2
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equivalentes a probabilidades asociadas con la distribucién normal estdndar. La aplicacién
Normal Probabilities (One Tail) (Probabilidades Normales (Una Cola)) proporciona dreas de
cola superior asociadas con cualquier distribucién normal, especificada por el usuario y tam-
bién se puede usar para establecer el valor que corta un area, especificada por un usuario, en
la cola superior para cualquier variable aleatoria normalmente distribuida. Las probabilidades
y cuantiles asociados con variables aleatorias normales estandar se obtienen al seleccionar la
media de valores de pardmetro = 0 y desviacion estandar = 1. Las distribuciones beta y gamma
se exploran mas a fondo en este capitulo. Los usuarios pueden al mismo tiempo graficar tres
densidades gamma (o beta) (todas con valores de parametros seleccionados por el usuario) y
evaluar el impacto que los valores de parametro tienen en las formas de funciones de densidad
gamma (o beta) (vea Figura 2). Esto se logra con el uso de las aplicaciones breves Comparison

4.00
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of Gamma Density Functions and Comparison of Beta Density Functions, (Comparacion de
Funciones de Densidad Gamma 'y Comparacion de Funciones de Densidad Beta), respec-
tivamente. Las probabilidades y cuantiles asociados con variables aleatorias de distribucion
gamma y beta se obtienen usando las aplicaciones Gamma Probabilities and Quantiles or
Beta Probabilities and Quantiles (Probabilidades y Cuantiles Gamma o Probabilidades y
Cuantiles Beta). Se proporcionan conjuntos de Ejercicios de Aplicaciones Breves para guiar
al usuario a descubrir resultados interesantes e informativos asociados con variables aleatorias
de distribucién normal, beta y gamma (incluyendo las exponenciales y de *). Mantenemos
el énfasis en la distribucién x>, incluyendo algunos resultados tedricos que son ttiles en el
posterior desarrollo de las distribuciones ¢ y F.

En el Capitulo 5 se deja claro que las densidades condicionales no estdn definidas para
valores de la variable condicionante donde la densidad marginal es cero. También hemos re-
tenido el andlisis de la “varianza condicional” y su uso para hallar la varianza de una variable
aleatoria. Brevemente se estudian modelos jerarquicos. Al igual que en la edicién anterior, el
Capitulo 6 introduce el concepto del apoyo de una densidad y resalta que se puede usar un mé-
todo de transformacién cuando €sta es mondtona en la regién de apoyo. El método jacobiano
estd incluido para la implementacion de una transformacién bivariada.

En el Capitulo 7, la aplicacién breve Comparison of Student’s t and Normal Distributions
(Comparacion de Distribuciones t de Student y Normales) permite la visualizacion de simi-
litudes y diferencias en funciones de densidad 7 y estdndar normal y las aplicaciones bre-
ves Probabilidades y Cuantiles Ji cuadrada, Probabilidades y Cuantiles t de Student y las
Probabilidades y Cuantiles de Razon F proporcionan probabilidades y cuantiles asociados
con las distribuciones respectivas, todos con grados de libertad especificados por el usuario.
La aplicacién breve DiceSample utiliza el conocido ejemplo de lanzar dados a una mesa para
introducir el concepto de una distribucion de muestreo. Los resultados para diferentes tama-
flos muestrales permiten al usuario evaluar el impacto del tamafio de la muestra en la distribu-
cion muestral de la media. La aplicacién breve también permite la visualizacion de la forma
en que la distribucion muestral es afectada si el dado no esta balanceado. Bajo el encabezado
general de “Distribuciones Muestrales y el Teorema del Limite Central”, cuatro aplicaciones
breves diferentes ilustran conceptos diferentes:

e Bdsica ilustra que, cuando se muestrea de una poblacién normalmente distribuida, la
media muestral estd normalmente distribuida.

» TamafioMuestral exhibe el efecto del tamafio de la muestra en la distribucién mues-
tral de la media. La distribucién muestral para dos tamafios muestrales (seleccionados
por el usuario) son generados y mostrados simultineamente uno al lado del otro. Las
similitudes y diferencias de las distribuciones muestrales se hacen evidentes. Pueden
generarse muestras de poblaciones con distribuciones “normales”, uniformes, en forma
de U y sesgadas. Las distribuciones asociadas que aproximan un muestreo normal pue-
den recubrirse en las distribuciones simuladas resultantes, permitiendo una inmediata
evaluacion visual de la calidad de la aproximacién normal (vea Figura 3).

* La Varianza simula la distribucién muestral de la varianza muestral cuando se muestrea
de una poblacién con una distribucion “normal”. La distribucion tedrica (proporcional a
la de una variable aleatoria %) puede recubrirse con el clic de un botén, dando de nuevo
confirmacién visual de que la teoria realmente funciona.

* El Tamario de Varianza permite una comparacion del efecto del tamafio muestral sobre
la distribucion de la varianza muestral (de nuevo, el muestreo de una poblacién normal).
La densidad tedrica asociada puede recubrirse para ver que la teoria realmente funcio-
na. Ademds, se ve que para grandes tamafios muestrales la varianza muestral tiene una
distribucién normal aproximada.
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FIGURA 3 Poblacion: M= 16.50 5= 11.52
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La aplicacion Normal Approximation to the Binomial (Aplicacion Normal a la Binomial)
permite al usuario evaluar la calidad de la aproximacion normal (continua) para probabilida-
des binomiales (discretas). Al igual que en capitulos anteriores, una secuencia de ejercicios de
aplicacion breve (applet) lleva al usuario a descubrir importantes e interesantes respuestas y
conceptos. Desde un punto de vista mas tedrico, establecemos la independencia de la media
muestral y varianza muestral para una muestra de tamafio 2 desde una distribucién normal.
Como antes, la prueba de este resultado para n general estd contenida en un ejercicio opcio-
nal. Los ejercicios contienen deducciones paso a paso de la media y varianza para variables
aleatorias con distribuciones t y F.

En todo el Capitulo 8 hemos resaltado las suposiciones asociadas con intervalos de confian-
za basados en las distribuciones #. También hemos incluido un breve examen de la robustez de
los procedimientos ¢ y la falta de éstos para los intervalos basados en las distribuciones x>y F.
La aplicacién ConfidencelntervalP (Intervalode ConfianzaP) ilustra propiedades de intervalos
de confianza con muestras grandes para una proporcién de poblacién. En el Capitulo 9, las
aplicaciones PointSingle, PointbyPoint, y PointEstimation en tltima instancia llevan a una
ilustraciéon muy interesante de convergencia en probabilidad. En el Capitulo 10, la aplicacién
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Hypotesis Testing (for Proportions) ilustra conceptos importantes asociados con pruebas de
hipétesis que incluyen lo siguiente:

¢ (Qué es lo que exactamente significa a?

¢ Pruebas basadas en tamafios de muestra mas grande por lo general tienen probabilida-
des mas pequefias de cometer errores tipo II si el nivel de las pruebas permanece fijo.

¢ Para un tamafio muestral fijo, la funcién de potencia aumenta cuando el valor del para-
metro se mueve mas desde los valores especificados por la hipdtesis nula.

Una vez que los usuarios visualicen estos conceptos, los subsiguientes desarrollos tedricos
son mds importantes y significativos. Las aplicaciones para las distribuciones ¥ ¢, y F se
usan para obtener valores p exactos para pruebas asociadas de hipétesis. También ilustramos
de manera explicita que la potencia de una prueba uniformemente mas poderosa puede ser
menor (aun cuando es la mas grande posible) de lo que se desea.

En el Capitulo 11, el modelo de regresion lineal simple se analiza en su totalidad (inclu-
yendo intervalos de confianza, intervalos de prediccidn, y correlacién) antes de introducir
el método matricial al modelo de regresion lineal multiple. Las aplicaciones Fitting a Line
Using Least Squares y Removing Points from Regression ilustran que se logra el criterio de
minimos cuadrados y que unos cuantos puntos de informacién poco comunes pueden tener un
considerable impacto en la linea de regresion ajustada. Los coeficientes de determinacién y
determinacion multiple se introducen, analizan y relacionan con las estadisticas 7 y F relevan-
tes. Los ejercicios demuestran que los coeficientes altos (bajos) de valores de determinacién
(multiples) no necesariamente corresponden a resultados que sean estadisticamente significa-
tivos (insignificantes).

El Capitulo 12 incluye una seccién separada sobre el experimento de observaciones parea-
das. Aunque se pueden usar numerosos conjuntos posibles de variables ficticias para llevar
el andlisis de varianza en un contexto de regresion, en el Capitulo 13 nos concentramos en
las variables ficticias que por lo general se emplean en el SAS y otros paquetes de computo
de analisis estadistico. El texto todavia se concentra basicamente en el disefio de bloques
aleatorizado con efectos de bloque (no aleatorios). Si el profesor asi lo desea, se puede usar
una serie de ejercicios complementarios que se refieren al disefio de bloques aleatorizado con
efectos de bloque aleatorio, para ilustrar las similitudes y diferencias de estas dos versiones
del disefio de bloques aleatorizado.

El nuevo Capitulo 16 contiene una breve introduccién a métodos de Bayes de inferencia
estadistica. El capitulo se concentra en el uso de datos y la distribucion previa para obtener
la posterior y en el uso de la posterior para obtener estimaciones, intervalos de credibilidad y
pruebas de hipdtesis para pardmetros. La aplicacion Binomial Revision (Revision Binomial)
facilita la comprensién del proceso por el que se usa informacién para actualizar la previa y
obtener la posterior. Muchas de las distribuciones posteriores son distribuciones beta o gamma
y las aplicaciones ya antes estudiadas son instrumentos para obtener intervalos de credibilidad
o para calcular la probabilidad de varias hipdtesis.

Los ejercicios

Esta edicién contiene mas de 350 nuevos ejercicios, muchos de los cuales usan las aplicacio-
nes previamente citadas para guiar al usuario por una serie de pasos que llevan a mds com-
prensién de conceptos importantes. Otros usan las aplicaciones breves (applets) para obtener
intervalos de confianza o valores p que pudieran sélo aproximarse con el uso de tablas del
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apéndice. En la misma forma que en ediciones previas, parte de los nuevos ejercicios son
tedricas mientras que otros contienen informacién de fuentes documentadas que se refieren a
investigaciones realizadas en varios campos. Seguimos pensando que los ejercicios basados
en datos reales, o en situaciones experimentales reales, permiten que el estudiante vea los usos
practicos de los diversos métodos estadisticos y de probabilistica presentados en el texto. Al
resolver estos ejercicios, los estudiantes adquieren conocimientos de aplicaciones reales de
los resultados tedricos desarrollados en el texto. Este conocimiento hace que el aprendizaje
de la teoria necesaria se disfrute mas y produzca una mas profunda comprensién de los méto-
dos tedricos. Al igual que en ediciones previas, los ejercicios de grado de dificultad mds alto
estan marcados con un asterisco (*). Las respuestas a los ejercicios de nimero impar aparecen
al final del libro.

Tablas y apéndice

Hemos conservado el uso de tablas normales de cola superior porque los usuarios del texto las
encuentran mas comodas. También hemos conservado el formato de la tabla de las distribucio-
nes F' que introdujimos en ediciones anteriores. Esta tabla de las distribuciones F' dan valores
criticos correspondientes a dreas de cola superior de .100, .050, .025, .010 y .005 en una sola
tabla. Como las pruebas basadas en estadisticos que poseen la distribucién F se presentan con
mucha frecuencia, esta tabla facilita el calculo de niveles de significancia alcanzados, o valo-
res p, asociados con valores observados de estos estadisticos.

También hemos continuado nuestra practica de dar facil acceso a informacién que se usa
con frecuencia. Debido a que las tablas ¢ y normales son las tablas estadisticas que se usan
con mds frecuencia en el texto, en el Apéndice 3 del texto se dan copias de estas tablas. Los
usuarios de ediciones anteriores con frecuencia nos han hablado favorablemente de la utili-
dad de tablas de las distribuciones comunes de probabilidad, medias, varianzas y funciones
generadoras de momento dadas en el Apéndice 2 del libro. Ademads, en un suplemento al
Apéndice 1 hemos incluido algunos resultados matematicos que se usan con frecuencia. Estos
resultados incluyen la expansién binomial de (x + y)”, la expansion serie de e*, sumas de se-
ries geométricas, definiciones de las funciones gamma y beta, y asi sucesivamente. Al igual
que antes, cada capitulo se inicia con un resumen que contiene los titulos de las principales
secciones de ese capitulo.
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NOTA AL ESTUDIANTE

Como lo sugiere el titulo de Estadistica matemdtica con aplicaciones, este libro se refiere a
estadisticas, en teoria y aplicaciones, y s6lo contiene matemdticas como una herramienta ne-
cesaria para dar al estudiante una firme comprension de técnicas estadisticas. Las siguientes
sugerencias para usar el texto aumentaran el aprendizaje y ahorrardn tiempo.

La conectividad del libro estd dada por las introducciones y resimenes de cada capitulo.
Estas secciones explican la forma en que cada capitulo se ajusta en la imagen general de la
inferencia estadistica y como es que cada capitulo se relaciona con los precedentes.
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Nota al estudiante

Dentro de los capitulos, se ponen de relieve importantes conceptos como definiciones.
Estas deben ser leidas varias veces hasta que sean entendidas con toda claridad porque forman
la estructura sobre la que se construye todo lo demds. Los principales resultados tedricos se
destacan como teoremas. Aun cuando no es necesario entender la prueba de cada uno de los
teoremas, una clara comprensién del significado e implicaciones de éstos es esencial.

También es fundamental que el estudiante trabaje muchos de los ejercicios, al menos por
cuatro razones:

¢ El lector puede estar seguro que entiende lo que ha leido s6lo si pone su conocimiento
a prueba en problemas de trabajo.

¢ Muchos de los ejercicios son de una naturaleza practica y arrojan luz sobre las aplica-
ciones de probabilidad y estadistica.

¢ Algunos de los ejercicios presentan nuevos conceptos y asi amplian el material cubierto

en el capitulo.

¢ Muchos de los ejercicios de aplicaciones breves ayudan a aumentar la intuicién, facilitar
la comprension de conceptos y dar respuestas que no pueden (practicamente) obtenerse
con el uso de las tablas de los apéndices (vea la Figura 4).

D.D. W.
W. M.
R.L.S.
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CAPITULO 1

;Qué es estadistica?

1.1 Introduccién

1.2 Caracterizacion de un conjunto de mediciones: métodos graficos
1.3 Caracterizacion de un conjunto de mediciones: métodos numéricos
1.4 Forma en que se hacen inferencias

1.5 Teoriay realidad

1.6 Resumen

Bibliografia y lecturas adicionales

Introduccién

Se emplean técnicas estadisticas en casi todas las fases de la vida. Se disefian encuestas para
recabar los primeros informes en un dia de elecciones y pronosticar el resultado de una elec-
cién. Se hacen muestreos de consumidores para obtener informacién para predecir preferen-
cias de productos. Médicos investigadores realizan experimentos para determinar el efecto de
diversos medicamentos y condiciones ambientales controladas en seres humanos para inferir
el tratamiento adecuado para varias enfermedades. Los ingenieros muestrean la caracteristica
de calidad de un producto y diversas variables de procesos controlables para identificar va-
riables clave relacionadas con la calidad de un producto. Aparatos electrénicos recién manu-
facturados se muestrean antes de enviarlos para decidir si se embarcan o se mantienen lotes
individuales. Los economistas observan varios indices del estado de la economia en un pe-
riodo y usan la informacién para pronosticar las condiciones de la economia en el futuro. Las
técnicas estadisticas desempefian un importante papel para alcanzar la meta de cada una de
estas situaciones précticas. El perfeccionamiento de la teorfa que sirve de base a estas técnicas
es el objetivo de este texto.

Un requisito previo para un examen de la teoria de estadistica es una definicién de estadistica
y un enunciado de sus objetivos. El Webster’s New Collegiate Dictionary define estadistica
como “rama de las matemdticas que estudia la recoleccidn, andlisis, interpretacion y presen-
tacion de masas de informacién numérica”. Stuart y Ord (1991) expresan: “Estadistica es la
rama del método cientifico que estudia los datos obtenidos por contar o medir las propiedades
de poblaciones”. Rice (1995), comentando sobre experimentacion y aplicaciones estadisticas,
expresa que la estadistica se “ocupa esencialmente de procedimientos para analizar infor-
macidn, en especial aquella que en algtin sentido vago tenga un caricter aleatorio”. Freund
y Walpole (1987), entre otros, ven la estadistica como una disciplina que abarca “la ciencia

1
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de basar inferencias en datos observados y todo el problema de tomar decisiones frente a una
incertidumbre”. Y Mood, Graybill y Boes 1974) definen la estadistica como “la tecnologia del
método cientifico” y agregan que la estadistica se ocupa de “(1) el disefio de experimentos e
investigaciones, (2) inferencia estadistica”. Un examen superficial de estas definiciones sugie-
re una falta importante de acuerdo, pero todas poseen elementos comunes. Cada descripcion
implica que los datos se recolectan, con la inferencia como objetivo. Cada una requiere selec-
cionar un subconjunto de un gran conjunto de datos, ya sea existente o conceptual, para inferir
las caracteristicas del conjunto completo. Todos los autores implican que la estadistica es una
teoria de informacion, siendo la inferencia su objetivo.

La gran recopilacion de datos que es el objetivo de nuestro interés se denomina poblacion,
y el subconjunto seleccionado de ella es una muestra. Las preferencias del electorado para
un candidato gubernamental, Jones, expresadas en forma cuantitativa (1 por “prefieren” y 0
para “no prefieren”) dan una poblacién real, finita y existente de gran interés para Jones. Para
determinar la verdadera fraccién que estd a favor de elegirlo, Jones necesitaria entrevistar a
todo el electorado, trabajo que es practicamente imposible. El voltaje en un punto particular
en el sistema de guia para una nave espacial puede probarse en los tinicos tres sistemas que
se han construido. Los datos resultantes podrian usarse para estimar las caracteristicas de
voltaje para otros sistemas que podrian manufacturarse en el futuro. En este caso, la poblacién
es conceptual. Consideramos que la muestra de tres es representativa de una gran poblacién
de sistemas de guia que podrian construirse usando el mismo método. Presumiblemente, esta
poblacion tendria caracteristicas similares a los tres sistemas de la muestra. Del mismo modo,
las mediciones en los pacientes para un experimento médico representan una muestra de una
poblacién conceptual formada por todos los pacientes que de modo semejante sufren hoy, asi
como los que estaran afectados en el futuro préximo. El lector encontrard util definir con cla-
ridad las poblaciones de interés para cada una de las situaciones descritas antes en esta seccion
y para aclarar la meta inferencial para cada una.

Es interesante observar que la industria y el gobierno de Estados Unidos gastan miles de
millones de délares cada afio en busca de datos de experimentos, encuestas de muestreo y otros
procedimientos de recoleccidon de datos. Este dinero se gasta s6lo para obtener informacién
acerca de fendmenos susceptibles de medir en el ramo de finanzas, ciencias o las artes. Las im-
plicaciones de esta afirmacién dan la clave para la naturaleza de la muy valiosa aportacién que
la disciplina de estadistica hace para la investigacién y desarrollo en todos los campos de ac-
cion de la sociedad. La informacion ttil para inferir alguna caracteristica de una poblacién (ya
sea existente o conceptual) se compra en una cantidad especificada y resulta en una inferencia
(estimacion o decision) con un grado de bondad asociado. Por ejemplo, si Jones hace arreglos
para entrevistar una muestra de votantes, la informacion de la muestra se puede emplear para
estimar la verdadera fraccion de todos los votantes que estan a favor de la eleccién de Jones.
Ademas de la estimacion, Jones debe estar interesado en la probabilidad (posibilidad) de que
la estimacion proporcionada sea cercana a la verdadera fraccion de votantes elegibles que es-
tan a favor de su eleccion. De manera intuitiva, cuanto mayor sea el nimero de votantes elegi-
bles de la muestra mayor serd la probabilidad de una estimacién precisa. Del mismo modo, si
una decision se toma con respecto a méritos relativos de dos procesos de manufactura basados
en el examen de muestras de productos provenientes de ambos procesos, deberfamos estar
interesados en la decision respecto a cudl es mejor y en la probabilidad de que la decision sea
correcta. En general, el estudio de la estadistica se ocupa del disefio de experimentos o encues-
tas muestrales para obtener una cantidad especificada de informacién al minimo costo y del
optimo uso de esta informacién al hacer una inferencia acerca de una poblacién. La meta de
la estadistica es hacer una inferencia acerca de una poblacion, con base en informacion
contenida en una muestra de esa poblacion y dar una medida de bondad asociada para la
inferencia.
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Ejercicios

Para cada una de las siguientes situaciones, identifique la poblacién de interés, la meta inferencial y diga
c6mo emprenderia la recoleccién de una muestra.

a Un investigador universitario desea estimar la proporcién de ciudadanos estadounidenses de la “ge-
neracién X” que estdn interesados en iniciar sus propios negocios.

b Durante mds de un siglo, la temperatura corporal normal en seres humanos ha sido aceptada como
37°C. (Es asi realmente? Los investigadores desean estimar el promedio de temperatura de adultos
sanos en Estados Unidos.

¢ Un ingeniero municipal desea estimar el promedio de consumo semanal de agua para unidades habi-
tacionales unifamiliares en la ciudad.

d El National Highway Safety Council desea estimar la proporcién de llantas para automévil con dibu-
jo o superficie de rodadura insegura, entre todas las llantas manufacturadas por una empresa especi-
fica durante el presente afio de produccion.

e Un politélogo desea estimar si la mayoria de los residentes adultos de un estado estdn a favor de una
legislatura unicameral.

f Un cientifico del drea médica desea estimar el tiempo promedio para que se vuelva a presentar cierta
enfermedad.

g Un ingeniero electricista desea determinar si el promedio de vida til de transistores de cierto tipo es
mayor que 500 horas.

Caracterizacion de un conjunto de mediciones:
métodos graficos

En el sentido mas amplio, hacer una inferencia implica describir en forma parcial o completa
un fendmeno o un objeto fisico. Se encuentra poca dificultad cuando se dispone de medicio-
nes descriptivas apropiadas y significativas, pero €ste no es siempre el caso. Por ejemplo,
podriamos caracterizar una persona si usamos su estatura, peso, color de cabello y ojos, asi
como otras mediciones descriptivas de la fisonomia de la persona. Identificar un conjunto
de mediciones descriptivas para caracterizar una pintura al éleo sobre tela seria un trabajo
comparativamente mas dificil. Caracterizar una poblacién formada por un conjunto de medi-
ciones es también muy dificil. En consecuencia, un preludio necesario para una discusion de
hacer inferencias es la adquisicién de un método para caracterizar un conjunto de nimeros.
Las caracterizaciones deben ser significativas para que el conocimiento de las mediciones
descriptivas haga posible que visualicemos con claridad el conjunto de nimeros. Ademads,
requerimos que las caracterizaciones tengan significacién practica para que el conocimiento
de las mediciones descriptivas de una poblacién se pueda usar para resolver un problema prac-
tico, no estadistico. Desarrollaremos nuestras ideas sobre este tema al examinar un proceso
que genera una poblacién.

Considere un estudio para determinar variables importantes que afectan las utilidades de una
empresa que fabrica aparatos de maquinado especial o hechos bajo pedido. Algunas de estas
variables podrian ser el importe del contrato en ddlares, el tipo de industria con la cual se ne-
gocia el contrato, el grado de competencia para adquirir contratos, el vendedor que estima el
contrato, costos fijos en ddlares y el supervisor a quien se asigna el trabajo de organizar y di-
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FIGURA 1.1
Histograma
de frecuencia relativa

rigir el proceso de fabricacion. El experto en estadistica deseard medir la respuesta o variable
dependiente, y la utilidad por contrato para varios trabajos (la muestra). Ademads de registrar la
utilidad, el estadistico obtendrd mediciones sobre las variables que podrian estar relacionadas
con la utilidad, las variables independientes. El objetivo de €l o ella es usar informacién de la
muestra para inferir la relacion aproximada entre las variables independientes que acabamos
de describir y la variable dependiente, la utilidad, y para medir la fuerza de esta relacién. El
objetivo del fabricante es determinar dptimas condiciones para maximizar las utilidades.

La poblacién de interés del problema de manufactura es conceptual y estd formado por to-
das las mediciones de utilidades (por unidad de capital y mano de obra invertidos) que podrian
hacerse en contratos, ahora y en el futuro, para valores fijos de las variables independientes
(tamafio del contrato, medida de competencia, etc.) Las mediciones de las utilidades van a
variar de un contrato a otro en una forma aparentemente aleatoria como resultado de variacio-
nes en materiales, tiempo necesario para completar segmentos individuales del trabajo y otras
variables no controlables que afectan el trabajo. En consecuencia, vemos la poblacién como
la representada por una distribucion de mediciones de utilidades, con la forma de la distribu-
cién dependiendo de valores especificos de las variables independientes. Nuestro deseo para
determinar la relacion entre la variable dependiente, la utilidad y un conjunto de variables in-
dependientes, por tanto, se convierte en un deseo para determinar el efecto de las variables
independientes en la distribucién conceptual de mediciones de poblacién.

Una poblacién individual (o cualquier conjunto de mediciones) puede estar caracterizada
por una distribucion de frecuencia relativa, que puede estar representada por un histograma de
frecuencia relativa. Se construye una gréfica al subdividir el eje de medicion en intervalos de igual
ancho. Se construye un rectdngulo sobre cada intervalo, de modo que la altura del rectdngulo
sea proporcional a la fraccion del niimero total de mediciones que caen en cada celda. Por
ejemplo, para caracterizar las diez mediciones 2.1, 2.4, 2.2, 2.3,2.7,2.5,2.4,2.6,2.6 y 2.9,
podriamos dividir el eje de medicién en intervalos de igual ancho (por ejemplo .2 unidades),
comenzando con 2.05. Las frecuencias relativas (fracciéon del nimero total de mediciones),
calculadas para cada intervalo, se muestran en la Figura 1.1. Observe que la figura da una clara
descripcion gréfica de todo el conjunto de las diez mediciones.

Observe que no hemos dado reglas precisas para seleccionar el nimero, anchos o ubicacio-
nes de los intervalos empleados para construir un histograma. Esto es porque la seleccion de
estos elementos estd un poco a discrecion de la persona que intervenga en la construccion.

Aun cuando son arbitrarias, unas cuantas guias pueden ser muy Uutiles para seleccionar los
intervalos. Los puntos de subdivision del eje de medicion deben escogerse de modo que sea

Frecuencia
relativa
3

205 225 245 265 285 305
Eje
de medicion



FIGURA 1.2
Distribucion de fre-
cuencia relativa
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imposible que una medicion caiga en un punto de division. Esto elimina una fuente de confu-
sién y se obtiene con facilidad, como se indica en la Figura 1.1. La segunda guia se refiere al
ancho de cada intervalo y, en consecuencia, al nimero minimo de intervalos necesarios para
describir los datos. Dicho en términos generales, deseamos obtener informacién sobre la for-
ma de la distribucién de los datos. Muchas veces la forma serd como de monticulo, como se
ilustra en la Figura 1.2. (Otros prefieren referirse a estas distribuciones como forma de campa-
na o normales.) El uso de numerosos intervalos con una pequefia cantidad de datos resulta en
poco resumen y presenta una imagen muy semejante a los datos en su forma original. Cuanto
mayor sea la cantidad de datos, el nimero de intervalos incluidos puede ser mas grande pero
al mismo tiempo se presenta una imagen satisfactoria de los datos. Sugerimos abarcar el mar-
gen de los datos con 5 a 20 intervalos y usar el mayor niimero de intervalos para cantidades
mds grandes de datos. En casi todas las aplicaciones practicas se usan paquetes de software
(Minitab, SAS, R, S+, JMP, etc.) para obtener cualesquiera histogramas deseados. Estos pa-
quetes de computo producen histogramas que satisfacen restricciones ampliamente genera-
lizadas sobre las que se han convenido escalas, nimero de intervalos empleados, anchos de
intervalos y otros datos semejantes.

Algunos estadisticos piensan que la descripcidn de datos es un fin en si misma. Con fre-
cuencia se emplean histogramas para este propdsito, pero hay muchos otros métodos grafi-
cos que dan resimenes significativos de la informacién contenida en un conjunto de datos.
Algunas excelentes obras de consulta para el tema general de métodos descriptivos graficos
se dan en la bibliografia que aparece al final de este capitulo. Recuerde, no obstante, que el
objetivo usual de la estadistica es hacer inferencias. La distribucion de frecuencia relativa aso-
ciada con un conjunto de datos y el histograma que la acompafia son suficientes para nuestros
objetivos y para desarrollar el material en este texto. Esto se debe principalmente a la interpre-
tacion probabilistica que se puede deducir del histograma de frecuencia, Figura 1.1. Ya hemos
expresado que el drea de un rectdngulo para un intervalo dado es proporcional a la fraccién del
nimero total de mediciones que caen en dicho intervalo. Extendamos esta idea un paso mas.

Si una medicién se selecciona al azar del conjunto de datos original, la probabilidad de que
caiga en un intervalo dado es proporcional al drea bajo el histograma que se encuentre sobre
ese intervalo. (En este punto nos apoyamos en el concepto de probabilidad del lego. Este tér-
mino se examina con mayor detalle en el Capitulo 2.) Por ejemplo, para los datos empleados
para construir la Figura 1.1, la probabilidad de que una medida seleccionada al azar caiga en
el intervalo de 2.05 a 2.45 es .5 porque la mitad de las mediciones caen en este intervalo. De
manera correspondiente, el drea bajo el histograma de la Figura 1.1 sobre el intervalo de 2.05
a 2.45 es la mitad del drea total bajo el histograma. Es claro que esta interpretacion se aplica a
la distribucién de cualquier conjunto de mediciones, es decir, una poblacién o una muestra.

Suponga que la Figura 1.2 da la distribucién de frecuencia relativa de utilidades (en mi-
llones de délares) para una poblacién conceptual de respuestas de utilidades para contratos

Frecuencia
relativa

| | |
205 225 245 265 285 305
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1.2

1.3

1.4

en situaciones especificas de las variables independientes (tamafio de contrato, medida de
competencia, etc.). La probabilidad de que el siguiente contrato (en las mismas situaciones de las
variables independientes) dé una utilidad que caiga en el intervalo de 2.05 a 2.45 millones
estd dada por la proporcién del drea bajo la curva de distribucién que estd sombreada en la
Figura 1.2.

Ejercicios

(Algunos poblados son mds ventosos que otros? ;Chicago merece el apodo de “la Ciudad de los
Vientos”? A continuacién aparece el promedio de velocidades del viento (en millas por hora) para 45
ciudades seleccionadas de Estados Unidos:

89 124 86 113 92 88 351 62 7.0
7.1 11.8 10.7 7.6 9.1 9.2 82 9.0 &7
9.1 109 103 96 7.8 115 93 79 88
88 127 8.4 7.8 57 105 105 9.6 89
10.2 103 7.7 106 8.3 8.8 95 88 94

Fuente: The World Almanac and Book of Facts, 2004.

a Construya un histograma de frecuencia relativa para estos datos. (Seleccione las fronteras de clase sin
incluir el valor de 35.1 en el intervalo de valores.)

b El valor 35.1 se registré en Mt. Washington, New Hampshire. ;La geografia de esa ciudad explica la
magnitud promedio de la velocidad de sus vientos?

¢ El promedio de velocidad de vientos en Chicago es 10.3 millas por hora. ;Qué porcentaje de las
ciudades tienen promedios de velocidad de vientos mayores que Chicago?

d (Piensa usted que Chicago tiene vientos inusuales?

De gran importancia para residentes de la regién central de Florida es la cantidad de material radiactivo
presente en el suelo de zonas recuperadas de la explotacion minera de fosfatos. Las mediciones de la
cantidad de 2*®U en 25 muestras de suelo fueron como sigue (mediciones en picocurios por gramo):

74 647 190 2.69 5
32999 177 241 1.96
1.66 70 242 54 3.36
3.59 37 1.09 832 4.06
4.55 J6 203 570 1248

Construya un histograma de frecuencia relativa para estos datos.

Las 40 acciones principales del mercado secundario (OTC, por sus siglas en inglés), clasificadas por el
porcentaje de acciones en circulacion vendidas en un dia el afio pasado son como sigue:

11.88 627 549 481 440 378 344 311 288 2.68
799 607 526 479 405 3.69 336 303 274 2.63
7.15 598 507 455 394 362 326 299 274 262
7.13 591 494 443 393 348 320 289 269 261

a Construya un histograma de frecuencia relativa para describir estos datos.

b (Qué proporcién de estas 40 acciones principales vendié mas de 4% de las acciones en circula-
cién?
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C Siuna de las acciones se selecciona al azar de las 40 para las que se tomaron los datos precedentes,
;cudl es la probabilidad de que venda menos de 5% de sus acciones en circulacién?

Aqui damos el histograma de frecuencia relativa asociado con los promedios de puntos de calificacién
(PPC) de una muestra de 30 estudiantes:

Frecuencia
relativa

6/30 |

3/30 |-

—

1.85 2.05 225 245 2.65 285 3.05 325 345
Promedio de puntos
de calificacion

a (Cuales de las categorias de PPC identificadas en el eje horizontal estdn asociadas con la proporcién
mas grande de estudiantes?

b ;Qué proporcién de estudiantes tuvo PPC en cada una de las categorias que identificamos?
¢ ;Qué proporcién de los estudiantes tuvo PPC menores que 2.65?
El histograma de frecuencia relativa que aparece a continuacion se construy6 a partir de datos obtenidos

de una muestra aleatoria de 25 familias. A cada una se le pregunté el nimero de cuartos de galén de
leche que habfan comprado la semana previa.

Frecuencia 4 | —
relativa -
3=
) =
1=

0

0 1 2 3 4 5
Cuartos

a Use este histograma de frecuencia relativa para determinar el niimero de cuartos de leche comprados
por la proporcién mas grande de las 25 familias. La categoria asociada con la frecuencia relativa mas
grande se denomina categoria modal.

b ;Qué proporcién de las 25 familias compré mas de 2 cuartos de leche?
(,Qué proporcién compré mds de O pero menos de 5 cuartos?
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1.7

1.8

1.3

Las estaturas, declaradas por 105 estudiantes de un grupo de bioestadistica se emplearon para construir
el histograma que aparece a continuacion.

Frecuencia 107105
relativa

5/105 — — —
0 —|
60 63 66 69 72 75
Estaturas

a Describa la forma del histograma.
b ;Este histograma tiene una caracteristica poco comun?

¢ ¢Puede el lector dar una explicacién acerca de los dos picos del histograma? ;Hay alguna considera-
cién ademds de la estatura que resulta en los dos picos separados? ;Cual es?

Un articulo en Archaeometry presentd un andlisis de 26 muestras de cerdmica romano-britdnica hallada
en cuatro hornos en sitios diferentes del Reino Unido. El porcentaje de 6xido de aluminio en cada una
de las 26 muestras aparece a continuacion:

Llanederyn  Caldicot Island Thorns  Ashley Rails

144 116 11.8 18.3 17.7
13.8  11.1 11.6 15.8 18.3
14.6 134 18.0 16.7
115 124 18.0 14.8
13.8 13.1 20.8 19.1
10.9 12.7

10.1 125

Fuente: A. Tubb, A. J. Parker y G. Nickless, “The Analysis of Romano-British Pottery by Atomic Absorption
Spectrophotometry”, en Archaeometry 22 (1980): 153.

a Construya un histograma de frecuencia relativa para describir el contenido de 6xido de aluminio de
las 26 muestras de ceramica.

b ;Qué caracteristica poco comiin observa el lector en este histograma? Al ver los datos, ;puede dar
una explicacion de esta caracteristica poco comun?

Caracterizacion de un conjunto de mediciones:
métodos numéricos

Los histogramas de frecuencia relativa presentados en la Seccién 1.2 dan informacién util res-
pecto de la distribucién de conjuntos de medicién, pero los histogramas no suelen ser adecua-
dos para el propdsito de hacer inferencias. De hecho, numerosos histogramas similares podrian
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FIGURA 1.3
Distribuciones de
frecuencia con igua-
les medias pero con
diferentes cantidades
de variacion
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formarse a partir del mismo conjunto de mediciones. Para hacer inferencias acerca de una pobla-
cién basadas en informacion contenida en una muestra y para medir la bondad de las inferencias,
necesitamos cantidades rigurosamente definidas para resumir la informacién contenida en una
muestra. Estas cantidades muestrales por lo general tienen propiedades matematicas, que se
desarrollaran en capitulos siguientes, que nos permiten hacer enunciados de probabilidad con
respecto a la bondad de nuestras inferencias.

Las cantidades que definimos son medidas descriptivas numéricas de un conjunto de datos.
Buscamos algunos nimeros que tienen interpretaciones significativas y que se pueden usar
para describir la distribucién de frecuencia de cualquier conjunto de mediciones. Centraremos
nuestra atencién en dos tipos de nimeros descriptivos: medidas de tendencia central y medi-
das de dispersion o variacion.

Es probable que la medida de tendencia central mds comin empleada en estadistica sea la
media aritmética. (Debido a que éste es el tinico tipo de media que estudiamos en este texto,
omitiremos la palabra aritmética.)

La media de una muestra de n respuestas medidas y,, y,, ...,y, estd dada por

1 n
Y= ;Z)’i-

i=1

La media poblacional correspondiente se denota como .

El simbolo ¥, que se lee “y barra”, se refiere a una media muestral. Por lo general no pode-
mos medir el valor de la media poblacional, u; mas bien, u es una constante desconocida que
podemos estimar usando informacién muestral.

La media de un conjunto de mediciones sélo localiza el centro de la distribucién de datos,
por si misma no proporciona una descripcién adecuada de un conjunto de mediciones. Dos
conjuntos de mediciones podrian tener distribuciones de frecuencia muy diferentes pero iguales
medias, como se ve en la Figura 1.3. La diferencia entre las distribuciones I y II de la figura se
encuentra en la variacién o dispersion de las mediciones que estan a lado y lado de la media.
Para describir en forma adecuada los datos, también debemos definir medidas de la variabi-
lidad de datos.

La medida de variabilidad mas comiin empleada en estadistica es la varianza, que es una
funcién de las desviaciones (o distancias) de las mediciones muestrales desde la media.
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DEFINICION 1.2

DEFINICION 1.3

La varianza de una muestra de mediciones y,, y,,..., y, €s la suma del cuadrado de las
diferencias entre las mediciones y su media, dividida entre n — 1. Simbdlicamente, la
varianza muestral es

1 n
2 _ L — )2
= 1§(yl y)°.

i=1

La correspondiente varianza poblacional est4 denotada por el simbolo o>.

Observe que dividimos entre 7 — 1 en lugar de entre n en nuestra definicién de s°. La razén
tedrica para esta eleccién de divisor se encuentra en el Capitulo 8, donde demostraremos que s>
definida en esta forma proporciona un “mejor” estimador para la verdadera varianza de la po-
blacién, o2. No obstante, es ttil considerar a s> como “casi” el promedio del cuadrado de las
desviaciones de los valores observados desde su media. Cuanto mayor sea la varianza de un
conjunto de mediciones, mayor ser4 la cantidad de variacién dentro del conjunto. La varianza
es de valor al comparar la variacion relativa de dos conjuntos de mediciones, pero proporciona
informacién acerca de la variacién en un solo conjunto tinicamente cuando se interpreta en
términos de la desviacion estdndar.

La desviacion estdndar de una muestra de mediciones es la raiz cuadrada positiva de la
varianza; esto es,

s =V,

La correspondiente desviacion estandar poblacional esta denotada por o = Va2,

Aun cuando estd estrechamente relacionada con la varianza, la desviacion estindar se puede
usar para dar una imagen mas o menos precisa de la variacion de datos para un solo conjunto
de mediciones. Se puede interpretar usando el teorema de Tchebysheff (que se estudia en el
Ejercicio 1.32 y se presentard formalmente en el Capitulo 3) y por la regla empirica (que ahora
explicamos).

Muchas distribuciones de datos de la vida real tienen forma de monticulo; esto es, se pue-
den aproximar por medio de una distribucion de frecuencia en forma de campana conocida
como curva normal. Los datos que poseen distribuciones en forma de monticulo tienen carac-
teristicas definidas de variacion, como se expresa en el enunciado siguiente.

Regla empirica
Para una distribucién de mediciones que sea aproximadamente normal (forma de cam-
pana), se deduce que el intervalo con puntos extremos

M = o contiene aproximadamente 68% de las mediciones.
1 = 20 contiene aproximadamente 95% de las mediciones.
M £ 30 contiene casi todas las mediciones.
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Como se menciond en la Seccién 1.2, una vez que se conozca la distribucién de frecuencia
de un conjunto de mediciones, se pueden hacer enunciados de probabilidad respecto de las
mediciones. Estas probabilidades se mostraron como dreas bajo un histograma de frecuencia.
En forma andloga, las probabilidades especificadas en la regla empirica son areas bajo la curva
normal mostrada en la Figura 1.4.

El uso de la regla empirica se ilustra mediante el siguiente ejemplo. Suponga que se sabe
que las calificaciones en un examen vocacional aplicado a todos los estudiantes de tltimo afio
de preparatoria en un estado tienen, aproximadamente, una distribucién normal con media
= 64 y desviacion estandar o = 10. Entonces se puede deducir que aproximadamente 68% de
las calificaciones estdn entre 54 y 74, que aproximadamente 95% de las calificaciones estdn
entre 44 y 84 y que casi todas las calificaciones estdn entre 34 y 94. Asi, el conocimiento de la
media y la desviacién estdndar nos da una imagen mas o menos buena de la distribucién de
frecuencia de las calificaciones.

Supongamos que se elige al azar un solo estudiante de preparatoria entre los que hicieron
el examen. ;Cudl es la probabilidad de que su resultado esté entre 54 y 74? Basandonos en la
regla empirica, encontramos que 0.68 es una respuesta razonable a esta pregunta de probabi-
lidad

La utilidad y valor de la regla empirica se deben a la ocurrencia comun de distribuciones
aproximadamente normales de datos en la naturaleza, atin mds porque la regla se aplica a
distribuciones que no son exactamente normales pero si en forma de monticulo. El estudiante
encontrard que aproximadamente 95% de un conjunto de mediciones estard dentro de 20" de
M para una variedad de distribuciones.

Ejercicios

Los ritmos de respiracion en reposo para estudiantes en edad universitaria estdn normalmente distribui-
dos, en forma aproximada, con una media de 12 y desviacién estandar de 2.3 respiraciones por minuto.
(Qué fraccién de todos los estudiantes en edad universitaria tienen ritmos de respiracion en los interva-
los siguientes?

a 9.7 a 14.3 respiraciones por minuto
b 7.4 a16.6 respiraciones por minuto
¢ 9.7 a 16.6 respiraciones por minuto
d Menos de 5.1 0 mas de 18.9 respiraciones por minuto

Se ha proyectado que el promedio y la desviacién estandar del tiempo empleado en linea usando la Internet
son, respectivamente, 14 y 17 horas por persona por afio (muchos no usan la Internet en absoluto).

a ;Qué valor estd exactamente a 1 desviacién estdndar debajo de la media?

b Si el tiempo empleado en linea usando la Internet estd normalmente distribuido en forma aproxima-
da, ;qué proporcién de los usuarios pasa un tiempo en linea que es menor al valor hallado en el inciso a?
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c (El tiempo empleado en linea, usando la Internet, estd normalmente distribuido en forma aproxima-
da? ;Por qué?

Los siguientes resultados en sumatorias nos ayudardn a calcular la varianza muestral s>. Para cualquier
constante c,

n

a ZC = nc.

i=1

b ch,- = cZy[.
i=1 i=1

C Xn:(xf +yi) = ixi + zn:)’z*
=1 i=1 i=1

Use a, b y ¢ para demostrar que

2
st = nilg(yi -y’ = n%l Z)f‘i(ZI)z)

i=1

Use el resultado del Ejercicio 1.11 para calcular s para las n = 6 mediciones muestrales 1,4,2, 1,3y 3.
Consulte el Ejercicio 1.2.
a Calcule y y s para los datos dados.

b Calcule el intervalo ¥ =+ ks, para k = 1, 2 y 3. Cuente el nimero de mediciones que caen dentro de
cada intervalo y compare este resultado con el nimero que usted esperaria de acuerdo con la regla
empirica.

Consulte el Ejercicio 1.3 y repita los incisos a y b del Ejercicio 1.13.
Consulte el Ejercicio 1.4 y repita los incisos a y b del Ejercicio 1.13.

En el Ejercicio 1.4 hay un valor extremadamente grande (11.88). Elimine este valor y calcule 3 y s para
las restantes 39 observaciones. Del mismo modo, calcule los intervalos y = ks parak = 1,2y 3; cuente
el nimero de mediciones en cada uno; luego compare estos resultados con los pronosticados por la regla
empirica. Compare las respuestas de aqui con las halladas en el Ejercicio 1.15. Considere el efecto de
una sola observacién grande sobre y y s.

El rango de un conjunto de mediciones es la diferencia entre los valores maximo y minimo. La regla
empirica sugiere que la desviacion estdndar de un conjunto de mediciones puede ser casi aproximada en
un cuarto de la amplitud (esto es, amplitud/4). Calcule esta aproximacién a s para los conjuntos de datos
de los Ejercicios 1.2, 1.3 y 1.4. Compare el resultado en cada caso con el valor calculado real de s.

Los examenes de aptitud escolar verbales y matematicos del Consejo Universitario se califican en una
escala de 200 a 800. Parece razonable suponer que la distribucién de calificaciones es aproximadamente
normal para ambos exdmenes. Use el resultado del Ejercicio 1.17 para calcular la desviacion estandar
para las calificaciones del examen verbal.

De acuerdo con la Environmental Protection Agency, el cloroformo, que en su forma gaseosa es un
agente cancerigeno, estd presente en pequefas cantidades en las 240,000 fuentes publicas de agua de
Estados Unidos. Si la media y la desviacién estandar de las cantidades de cloroformo presentes en las
fuentes de agua son 34 y 53 microgramos por litro (ug/L), respectivamente, explique por qué las canti-
dades de cloroformo no tienen una distribucién normal.
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1.4 Forma en que se hacen inferencias

Los costos semanales de mantenimiento para una fébrica, registrados en un largo periodo y ajustados a
la inflacién, tienden a tener una distribucién aproximadamente normal con un promedio de $420 y una
desviacién estandar de $30. Si la cantidad de $450 esté presupuestada para la semana proxima, ;cudl es
una probabilidad aproximada de que se rebase esta cantidad presupuestada?

El fabricante de un nuevo aditivo de alimento para ganado dice que 80% de los animales alimentados con
una dieta que incluya este aditivo deben tener un aumento mensual de peso de mds de 20 libras. Una muestra
grande de mediciones de aumento de peso para ganado alimentado con esta dieta muestra una distri-
bucién aproximadamente normal, con media de 22 libras y desviacion estandar de 2 libras. ;Piensa el
lector que la informacién muestral contradice lo dicho por el fabricante? (Calcule la probabilidad de un
aumento de peso mayor que 20 libras.)

Forma en que se hacen inferencias

El mecanismo para hacer inferencias se puede ilustrar bien al analizar nuestros propios proce-
dimientos intuitivos para hacer inferencias.

Suponga que dos candidatos compiten para un cargo publico en nuestra comunidad y que
deseamos determinar si nuestro candidato, Jones, es preferido para ganar. La poblacién de
interés es el conjunto de respuestas de todos los votantes elegibles que votardn el dia de la
eleccion y deseamos determinar si la fraccion que apoya a Jones excede de .5. Para més sim-
plicidad, suponga que todos los votantes elegibles irdn a las urnas y que al azar seleccionamos
una muestra de 20 de la lista de votantes. Todos ellos fueron entrevistados y todos estdn a
favor de Jones. ;Qué concluimos acerca de las posibilidades de Jones para ganar la eleccién?

Hay poca duda de que casi todos nosotros inferimos de inmediato que Jones ganard. Esta
es una inferencia facil de hacer, pero no es nuestra meta inmediata. Mds bien, deseamos
examinar los procesos mentales que se emplearon para llegar a esta conclusién acerca del
comportamiento esperado de una gran poblacién de votantes basada en una muestra de sélo
20 personas.

Ganar significa obtener mas de 50% de los votos. ;Concluimos que Jones ganaria porque
pensamos que la fraccion de la muestra que apoya a Jones era idéntica a la fraccién que apo-
ya a Jones en la poblaciéon? Sabemos que probablemente esto no sea cierto. Un experimento
sencillo verificard que la fraccion de la muestra que apoya a Jones no necesita ser igual que la
fraccion de la poblacion que lo apoya. Si se lanza al aire una moneda, es intuitivamente obvio
que la verdadera proporcion de veces que caiga con la cara hacia arriba es .5, pero si muestreamos
los resultados de nuestra moneda lanzéndola al aire 20 veces, la proporcién de caras varia-
rd de una muestra a otra; esto es, en una ocasién podriamos observar 12 caras de 20 tiros, para
una proporcién de 12/20 = .6. En otra ocasién, podriamos observar 8 caras en 20 tiros,
para una proporcién muestral de 8/20 = .4. De hecho, la proporcidén muestral de caras podria
ser 0, .05, .10, ..., 1.0.

(Concluimos que Jones ganaria porque seria imposible que 20 de cada 20 votantes mues-
trales lo apoyaran si de hecho menos de 50% del electorado trat6 de votar por €1? La respuesta
a esta pregunta es un no rotundo, pero da la clave para nuestra linea oculta de 16gica. No es
imposible sacar 20 de cada 20 que apoyan a Jones cuando menos de 50% del electorado lo
apoya, pero es altamente improbable. Como resultado de ello, concluimos que ganaria.
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1.5

Este ejemplo ilustra el importante papel que desempefa la probabilidad al hacer inferen-
cias. Los probabilistas suponen que conocen la estructura de la poblacion de interés y usan
la teoria de probabilidad para calcular la probabilidad de obtener una muestra particular.
Suponiendo que conocen la estructura de una poblacién generada al sacar al azar cinco cartas
de una baraja, los probabilistas calculan la probabilidad de que el saque dara tres ases y dos
reyes. Algunos estadisticos usan la probabilidad para hacer el viaje a la inversa, es decir, de la
muestra a la poblacidn. Al observar cinco ases en una muestra de cinco cartas, de inmediato
infieren que la baraja (que genera la poblacion) esta “cargada” y no es estandar. La probabi-
lidad de sacar cinco ases de una baraja estandar es cero, que es un caso exagerado pero com-
prueba la idea. Para hacer inferencias es basico el problema de calcular la probabilidad de una
muestra observada y, en consecuencia, la probabilidad es un mecanismo que se emplea para
hacer inferencias estadisticas.

Es oportuno un comentario final. Si usted no pensé que la muestra justificaba la inferencia
de que Jones ganaria, no se sienta contrariado. Podemos confundirnos facilmente al hacer eva-
luaciones intuitivas de las probabilidades de eventos. Si usted decidi6 que la probabilidad era
muy baja de que 20 votantes de entre 20 estuvieran a favor de Jones, suponiendo que éste per-
diera, tenia razén, pero no es dificil elaborar un ejemplo en el que una evaluacion intuitiva de
probabilidad sea errénea. Las evaluaciones intuitivas de probabilidades no son satisfactorias y
necesitamos una rigurosa teoria de probabilidad para desarrollar métodos de inferencia.

Teoria y realidad

Las teorfas son conjeturas propuestas para explicar fendmenos del mundo real. Como tales, las
teorfas son aproximaciones o modelos de la realidad. Estos modelos o explicaciones de la
realidad se presentan en forma verbal en algunos campos menos cuantitativos y como re-
laciones matemadticas en otros. Mientras que una teoria de cambio social podria expresarse
verbalmente en sociologia, una descripcién del movimiento de una cuerda en vibracién se
presenta de un modo matematico preciso en fisica. Cuando escogemos un modelo matematico
para un proceso fisico, esperamos que el modelo refleje fielmente, en términos matematicos,
los atributos del proceso fisico. Si es asi, el modelo matemadtico se puede usar para llegar a
conclusiones acerca del proceso mismo. Si pudiéramos desarrollar una ecuacién para predecir
la posicién de una cuerda en vibracion, la calidad de la prediccion dependeria de lo bien que
se ajuste la ecuacién al movimiento de la cuerda. El proceso de hallar una buena ecuacioén
no es necesariamente sencillo y por lo general requiere de varias suposiciones de simplifica-
cién (masa uniforme de la cuerda, ausencia de resistencia del aire, etc.). El criterio final para
decidir si un modelo es “bueno” es si da informacién buena y util. La motivacién para usar
modelos matemdticos radica esencialmente en su utilidad.

Este texto se ocupa de la teoria de estadistica y por tanto tiene que ver con modelos de la
realidad. Postularemos distribuciones de frecuencia tedricas para poblaciones y desarrolla-
remos una teoria de probabilidad e inferencia de un modo matemaético preciso. El resultado
neto serd un modelo tedrico o matematico para adquirir y utilizar informacion de la vida real.
El modelo no serd una representacion exacta en la naturaleza, pero esto no debe molestarnos.
Su utilidad, como la de otras teorias, se medird por su capacidad para ayudarnos a entender la
naturaleza y a resolver problemas del mundo real.
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1.6 Resumen

El objetivo de la estadistica es hacer una inferencia acerca de una poblacién, con base en
informacién contenida en una muestra tomada de esa poblacién. La teoria de la estadistica
es una teorfa de informacién que se ocupa de cuantificar informacién, disefiar experimentos
o procedimientos para recolectar datos y analizarlos. Nuestra meta es minimizar el costo de
una cantidad especifica de informacién y usar esta informacién para hacer inferencias. Lo que
es mds importante es que hemos visto hacer una inferencia acerca de la poblacién descono-
cida como un procedimiento de dos pasos. Primero, hacemos una lista de un procedimiento
inferencial apropiado para la situacién dada. En segundo término buscamos una medida de la
bondad de la inferencia resultante. Por ejemplo, toda estimacion de una caracteristica de pobla-
cioén basada en informacion contenida en la muestra podria tener asociado con ella un limite
probabilistico en el error de estimacion.

Un preludio necesario para hacer inferencias acerca de una poblacién es la capacidad para
describir un conjunto de nimeros. Las distribuciones de frecuencia dan un método grafico y
util para caracterizar poblaciones conceptuales o reales de nimeros. Las medidas descriptivas
numéricas son a veces mds utiles cuando deseamos hacer una inferencia y medir la bondad
de esa inferencia.

El mecanismo para hacer inferencias es proporcionado por la teoria de probabilidad. El
probabilista razona desde una poblacién conocida hasta el resultado de un experimento indi-
vidual, la muestra. En contraste, el experto en estadistica utiliza la teoria de probabilidad para
calcular la probabilidad de una muestra observada y para inferir a partir de ésta las caracterfs-
ticas de una poblacién desconocida. Asi, la probabilidad es la base de la teoria de estadistica.

Por ultimo, hemos observado la diferencia entre teoria y realidad. En este texto estudiare-
mos la teorfa matemadtica de la estadistica, que es una idealizacién de la naturaleza. Es riguro-
sa, matemdtica y sujeta a estudio en un vacio aislado por completo del mundo real. O puede
estar ligada estrechamente a la realidad y puede ser ttil para hacer inferencias a partir de datos
en todos los campos de la ciencia. En este texto seremos utilitarios. No veremos la estadisti-
ca como una rama de las matemadticas sino como un campo de las ciencias que se ocupa en
desarrollar una teoria practica de informacién. Consideraremos la estadistica como un campo
separado, andlogo a la fisica, no como rama de las matematicas sino como una teoria de la
informacién que utiliza gran cantidad de matematicas.

Los capitulos siguientes profundizaran en los temas que hemos encontrado en esta intro-
duccién. Empezaremos con un estudio del mecanismo empleado para hacer inferencias, la
teorfa de probabilidad. Esta teoria proporciona modelos tedricos para generar datos experi-
mentales y, por tanto, da la base para nuestro estudio de inferencia estadistica.
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Ejercicios complementarios

a cero; es decir,

> i =y =0
i=1

forma aproximada.

a ;Qué porcentaje de anuncios dura mds de 95 segundos?

b ;Qué porcentaje de anuncios dura entre 35 y 115 segundos?

¢ (Esperaria que los anuncios duren mds de 2 minutos? ;Por qué si o por qué no?

pasos). Los datos son como sigue:

87 109 79 80 96 95 90 92 96 98
101 91 78 112 94 98 94 107 81 96

a Use la amplitud de las mediciones para obtener una estimacién de la desviacién estandar.

b Construya un histograma de frecuencia para los datos. Use el histograma para obtener una aproxima-

cién visual a y y s.

¢ Calcule y y s. Compare estos resultados con las verificaciones de cdlculo proporcionadas por los

incisos ay b.

d Construya los intervalos y = ks, k = 1, 2y 3, y cuente el nimero de mediciones que caen en cada
intervalo. Compare las fracciones que caen en los intervalos con las fracciones que esperaria de

acuerdo con la regla empirica.

1. R. P. Wilder, D. Breenan y D. E. Schotte, “A Standard Measure for Exercise Prescription for Aqua Running”,

en American Journal of Sports Medicine 21(1) (1993): 45.

Demuestre que la suma de las desviaciones de un conjunto de mediciones alrededor de su media es igual

La duracién media de anuncios comerciales por television es de 75 segundos con desviacién estdndar de
20 segundos. Para contestar lo siguiente, suponga que las duraciones estdn distribuidas normalmente en

Los deportes acudticos se han sugerido como método de ejercicio cardiovascular para atletas lesionados
y otros que deseen un programa de entrenamiento aerébico de bajo impacto. En un estudio para inves-
tigar la relacién entre cadencia de ejercicios y ritmo cardiaco,' se midieron los ritmos cardiacos de 20
voluntarios en buenas condiciones a una cadencia de 48 ciclos por minuto (un ciclo formado por dos
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Los datos siguientes dan los tiempos de falla para n = 88 radiotransmisores-receptores:

16 224 16 80 96 536 400 80
392 576 128 56 656 224 40 32
358 384 256 246 328 464 448 716
304 16 72 8 80 72 56 608
108 194 136 224 80 16 424 264
156 216 168 184 552 72 184 240
438 120 308 32 272 152 328 480

60 208 340 104 72 168 40 152
360 232 40 112 112 288 168 352

56 72 64 40 184 264 96 224
168 168 114 280 152 208 160 176

a Utilice el rango para calcular s para los n = 88 tiempos para falla.

b Construya un histograma de frecuencia para los datos. [Observe la tendencia de la distribucién a
extenderse hacia fuera (sesgo) a la derecha.]

¢ Use una calculadora (o computadora) para calcular y y s. (Hacer manualmente el cdlculo es demasia-
do tedioso para este ejercicio.)

d Calcule los intervalos y + ks, k = 1, 2 y 3, y cuente el nimero de mediciones que caen en cada
intervalo. Compare sus resultados con los resultados de la regla empirica. Observe que la regla empi-
rica proporciona una descripcién mds o menos buena de estos datos, aun cuando la distribucién esta
altamente sesgada.

Compare la razén entre la amplitud y s para los tres tamafios muestrales (n = 6, 20 y 88) para los

Ejercicios 1.12, 1.24 y 1.25. Observe que la razén tiende a aumentar a medida que aumenta la cantidad

de datos. Cuanto mayor es la cantidad de datos, mayor serd su tendencia a contener algunos valores

extremos que inflardn el rango y tendrén relativamente poco efecto en s. Pasamos por alto este fenéme-
no y sugerimos que el lector use 4 como la razén para hallar un valor estimado de s al comprobar sus
célculos.

Un conjunto de 340 calificaciones de examen, que muestran una distribucién de frecuencia relativa en

forma de campana, tiene una media de y = 72 y una desviacién estdndar de s = 8. jAproximadamente

cudntas de las calificaciones se esperaria que cayeran en el intervalo de 64 a 80? ;Y en el intervalo de

56 a 88?7

La descarga de sélidos suspendidos de una mina de fosfato estd normalmente distribuida con una des-

carga media diaria de 27 miligramos por litro (mg/L) y desviacién estdndar de 14 mg/L. ;En qué pro-

porcidn de los dias serd la descarga diaria menor que 13 mg/L?

Una maquina produce cojinetes con didmetro medio de 3.00 pulgadas y desviacién estandar de 0.01 pul-

gada. Los cojinetes con didmetros de mas de 3.02 o de menos de 2.98 no satisfacen las especificaciones

de calidad.

a (Aproximadamente qué fraccién de la produccién de esta maquina no cumplird con las especificacio-
nes?

b ;Qué suposiciones hizo usted con respecto a la distribucién de didmetros de cojinetes para contestar
esta pregunta?

En comparacidn con sus compaifieras que se quedan en casa, las mujeres empleadas fuera de casa tienen

niveles mds altos de lipoproteinas de alta densidad (HDL, por sus siglas en inglés), el colesterol “bueno”

asociado con menor riesgo de ataques al corazén. Un estudio de niveles de colesterol en 2000 mujeres,

en edades de 25 a 64 y que viven en Augsburg, Alemania, fue realizado por Ursula Haertel, Ulrigh Keil

2. Science News 135 (junio de 1989): 389.
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1.31

*1.32

1.33

1.34

1.35

1.36

y colegas’ en el GSF-Medis Institut en Munich. De estas 2000 mujeres, el 48% que trabajaban fuera
de casa tuvieron niveles de HDL que estaban entre 2.5 y 3.6 miligramos por decilitro (mg/dL) mas altos
que los niveles de HDL de sus similares que se quedaban en casa. Suponga que la diferencia en niveles
de HDL estd normalmente distribuida, con media O (lo que indica que no hay diferencia entre los dos
grupos de mujeres) y desviacion estdndar de 1.2 mg/dL. Si usted fuera a seleccionar al azar una mujer
empleada y una que se queda en casa, ;cudl es la probabilidad de que la diferencia en sus niveles de
HDL esté entre 1.2 y 2.4?

El afio pasado un proceso de produccién de fertilizantes ha mostrado un promedio de produccién diaria
de 60 toneladas con una varianza en la produccion diaria de 100. Si la produccién bajara a menos de 40
toneladas mafiana, jeste resultado le harfa sospechar una anomalia en el proceso? (Calcule la probabili-
dad de obtener menos de 40 toneladas.) ;Qué suposiciones hizo usted con respecto a la distribucién de
producciones?

Sea k = 1. Demuestre que, para cualquier conjunto de n mediciones, la fraccidn incluida en el intervalo
v —ksay + ks es al menos (1 — 1/k%). [Sugerencia:

1 [ _
= [[Z:(yf —y)z}.

En esta expresion, sustituya con ks todas las desviaciones para las cuales |y, —y|= ks. Simplifique.]
Este resultado se conoce como teorema de Tchebysheff.

El gerente de personal de cierta empresa tiene registros del nimero de empleados ausentes por dia. El
nimero promedio de ausentes es 5.5 y la desviacién estdndar es 2.5. Debido a que hay muchos dfas
con cero, uno o dos ausentes y s6lo unos pocos con mas de diez ausentes, la distribucion de frecuencia
estd altamente sesgada. El gerente desea publicar un intervalo en el que al menos 75% de estos valores
mienta. Use el resultado del Ejercicio 1.32 para hallar ese intervalo.

Para los datos estudiados en el Ejercicio 1.33, dé un limite superior a la fraccién de dias cuando haya
mds de 13 ausentes.

Una compafifa farmacéutica desea saber si un medicamento experimental tiene efecto sobre la presién
sistdlica de la sangre. A 15 pacientes seleccionados al azar se les aplicé el medicamento y, después de
un tiempo suficiente para que el medicamento tuviera efecto, se registraron sus presiones sistdlicas. Los
datos aparecen a continuacion:

172 140 123 130 115
148 108 129 137 161
123 152 133 128 142

a Calcule el valor de s usando la aproximacién del rango.

b Calcule los valores de y y s para las 15 lecturas de presién sanguinea.

¢ Use el teorema de Tchebysheff (Ejercicio 1.32) para hallar valores de a y b tales que al menos 75%
de las mediciones de presién sanguinea se encuentren entre a y b.

d ;Funcion6 el teorema de Tchebysheff? Es decir, use la informacion para hallar el porcentaje real de
lecturas de presion sanguinea que estdn entre los valores de a y b hallados en el inciso c. jEste por-
centaje real es mayor que 75%?

Una muestra aleatoria de 100 zorros fue examinada por un equipo de veterinarios para determinar el

predominio de un pardsito especifico. Al contar el nimero de parasitos de este tipo especifico, los veteri-

3. Los ejercicios precedidos de un asterisco son opcionales.
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narios hallaron que 69 zorros no tenian los parasitos del tipo de interés, 17 no tenfan un parasito del tipo
en estudio y asi sucesivamente. En la tabla siguiente se da un resumen de sus resultados.

Nimerode pardsitos | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nimerode zorros | 69 17 6 3 1

a Construya el histograma de frecuencia relativa para el nimero de pardsitos por zorro.
b Calcule y y s para la informacién dada.

(Qué fraccién del conteo de pardsitos cae dentro de 2 desviaciones estdndar de la media? ;Dentro de
3 desviaciones estandar? ; Sus resultados concuerdan con el teorema de Tchebysheft (Ejercicio 1.32)
y/o la regla empirica?
Estudios realizados indican que el agua potable suministrada por algunos viejos sistemas municipales
de tuberia con recubrimiento de plomo pueden contener niveles peligrosos de éste. Con base en datos
presentados por Karalekas y colegas,* parece que la distribucién de lecturas de contenido de plomo para
especimenes individuales de agua tiene una media de .033 mg/L y desviacién estdndar de .10 mg/L.
Explique por qué es obvio que las lecturas de contenido de plomo no estdn normalmente distribuidas.

En el Ejercicio 1.19 la media y la desviacidn estdndar de la cantidad de cloroformo presente en fuentes
de agua eran 34 y 53, respectivamente. Usted argument6 que las cantidades de cloroformo podrian no
estar normalmente distribuidas. Use el teorema de Tchebysheff (Ejercicio 1.32) para describir la dis-
tribucién de las cantidades de cloroformo en fuentes de agua.

4. P. C. Karalekas, Jr., C. R. Ryan y F. B. Taylor, “Control of Lead, Copper and Iron Pipe Corrosion in Boston”,
American Water Works Journal (febrero de 1983): 92.
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Introduccién

En nuestras conversaciones cotidianas, el término probabilidad es una medida de la creencia
de que un evento futuro pueda ocurrir. Aceptamos esto como una interpretacion significativa
y practica de probabilidad pero buscamos un concepto mds claro de su contexto, de c6mo se
mide y cémo ayuda a hacer inferencias.

El concepto de probabilidad es necesario para trabajar con mecanismos fisicos, biol6gicos
o sociales que generan observaciones que no se pueden predecir con certeza. Por ejemplo, la
presién sanguinea de una persona en un punto dado en el tiempo no se puede predecir con
certeza y nunca sabemos la carga exacta que un puente resistird antes de desplomarse en un
rio. Eventos de esa naturaleza no se pueden predecir con certeza, pero la frecuencia relativa
con la que ocurren en una larga serie de intentos es a veces sorprendentemente estable. Los
eventos que poseen esta propiedad reciben el nombre de eventos aleatorios o estocdsticos.
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Esta frecuencia relativa a largo plazo proporciona una medida intuitivamente significativa
de nuestra creencia de que ocurrird un evento aleatorio si se hace una observacién futura. Es
imposible, por ejemplo, predecir con certeza que una moneda normal caiga de cara en un solo
tiro, pero estariamos dispuestos a decir con un grado razonable de confianza que la fraccion
de caras en una larga serie de intentos seria muy cercana a .5. Que esta frecuencia relativa
se use comunmente como medida de la creencia en el resultado de un solo tiro es evidente
cuando consideramos la probabilidad desde el punto de vista de un jugador. Este arriesga
dinero en un solo tiro de una moneda, no en una larga serie de tiros. La frecuencia relativa de
que aparezca una cara en una larga serie de tiros, que un jugador llama probabilidad de una
cara, le da una medida de la probabilidad de ganar en un solo tiro. Si la moneda no estuviera
balanceada y diera 90% de caras en una larga serie de tiros, el jugador diria que la proba-
bilidad de que salga una cara es .9 y tendria confianza en que saliera una cara en un solo tiro
de la moneda.

El ejemplo anterior posee algunas analogias realistas y practicas. En muchos aspectos to-
dos somos jugadores. Una fisica investigadora apuesta tiempo y dinero en un proyecto de
investigacién y se interesa por su €xito en un solo tiro de su moneda simbdlica. Del mismo
modo, la inversién de capital en una nueva planta de manufacturas es un juego que representa
un solo tiro de una moneda en el que el empresario tiene grandes esperanzas de éxito. La frac-
cion de inversiones similares que sean exitosas, en una larga serie de intentos, es de interés
para el empresario s6lo hasta donde dé una medida de la creencia en el resultado exitoso de
una sola inversion individual.

El concepto de frecuencia relativa de probabilidad, aunque intuitivamente significativo,
no da una definicién rigurosa de probabilidad. Se han propuesto muchos otros conceptos de
probabilidad, incluyendo el de probabilidad subjetiva que permite que la probabilidad de un
evento varie dependiendo de la persona que efectie la evaluacién. No obstante, para nuestros
fines, aceptamos una interpretacion basada en la frecuencia relativa como medida significativa
de nuestra idea de que ocurrird un evento. Examinemos a continuacioén el enlace que la proba-
bilidad hace entre observacion e inferencia.

Probabilidad e inferencia

El papel que la probabilidad desempefia para hacer inferencias se estudiard con detalle después
de sentar una base adecuada para la teoria de probabilidad. En este punto presentaremos un
tratamiento elemental de esta teorfa por medio de un ejemplo y una peticién a su intuicién.

El ejemplo seleccionado es similar al presentado en la Seccién 1.4 pero mas sencillo y me-
nos préctico. Se escogi6 por la facilidad con la que podemos visualizar la poblacién y muestra
y porque da un mecanismo que produce observacion, para el cual se construird un modelo
probabilistico en la Seccién 2.3.

Considere a un jugador que desea hacer una inferencia respecto al balance de un dado.
La poblacién conceptual de interés es el conjunto de nimeros que se generarian si el dado se
tirara un nimero infinito de veces. Si el dado estuviera perfectamente balanceado, un sexto
de las mediciones de esta poblacidn serian los nimeros 1, un sexto de nimeros 2, un sexto de
nimeros 3 y asi sucesivamente. La correspondiente distribucion de frecuencia se muestra en
la Figura 2.1.

Si se usa el método cientifico, un jugador propone la hipétesis de que el dado estd ba-
lanceado y busca observaciones de la naturaleza para contradecir la teoria, si es falsa. Se
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FIGURA 2.1
Distribucién de
frecuencia para la
poblacién generada
por un dado
balanceado

Frecuencia
relativa
1/6
1 2 3 4 5 6
Numero de
la cara superior
del dado

selecciona una muestra de diez tiros de la poblacidn al tirar el dado diez veces; los diez tiros
resultan en nimeros 1. El jugador estima este resultado de la naturaleza con un ojo envidioso
y concluye que su hipétesis no estd de acuerdo con la naturaleza y por tanto que el dado no
estd balanceado.

El razonamiento empleado por el jugador identifica el papel que desempeia la probabili-
dad para hacer inferencias. El jugador rechazé su hipétesis (y concluyé que el dado no estd
balanceado) no porque sea imposible tirar diez nimeros 1 en diez tiros de un dado balanceado
sino porque esto es altamente improbable. Su evaluacién de la probabilidad fue principalmen-
te subjetiva. Esto es, el jugador puede no haber sabido cémo calcular la probabilidad de diez
nimeros 1 en diez tiros, pero tenfa una impresion intuitiva de que este evento era muy poco
probable si el dado estuviera balanceado. El punto a observar es que su decision estuvo basada
en la probabilidad de la muestra observada.

La necesidad de una teoria de probabilidad, que dard un método riguroso para hallar un nui-
mero (o probabilidad) que estard de acuerdo con la frecuencia relativa real de que ocurra un
evento en una larga serie de intentos, es evidente si imaginamos un resultado diferente para la
muestra del jugador. Suponga, por ejemplo, que en lugar de diez niimeros 1 €l observé cinco
nimeros 1 junto con dos niimeros 2, un 3, un 4 y un 6. ;Este resultado es tan improbable que
deberfamos rechazar nuestra hipétesis de que el dado estd balanceado y concluir que el dado
estd cargado a favor de los nimeros 1? Si debemos apoyarnos s6lo en la experiencia e intui-
cién para hacer nuestra evaluacion, no es tan fécil decidir si la probabilidad de cinco nimeros
1 en diez tiros es grande o pequefa. La probabilidad de tirar cuatro niimeros 1 en diez tiros
seria incluso més dificil de adivinar. No negaremos que resultados experimentales son en oca-
siones obviamente inconsistentes con una hipétesis dada y llevan a su rechazo, pero muchos
resultados experimentales caen en un 4rea gris donde requerimos una evaluacion rigurosa de
la probabilidad de que ocurran. De hecho, no es dificil demostrar que evaluaciones intuitivas
de probabilidades en ocasiones llevan a respuestas que estdn erréneas y resultan en inferencias
incorrectas acerca de la poblacion objetivo. Por ejemplo, si hay 20 personas en un cuarto, casi
todos calcularian que es muy poco probable que hubiera dos o mis personas con el mismo
cumpleafios, pero, en ciertas suposiciones razonables, en el Ejemplo 2.18 demostraremos que
la probabilidad de que eso ocurra es mayor que .4, nimero que es sorprendentemente grande
para muchos.

Necesitamos una teoria de probabilidad que nos permita calcular la probabilidad (o una
cantidad proporcional a la probabilidad) de observar resultados especificados, suponiendo que
nuestro modelo hipotético sea correcto; este tema se desarrollard con detalle en los capitulos
siguientes. Nuestra meta inmediata es presentar una introduccién a la teoria de la probabili-
dad, que proporciona la base para la inferencia estadistica moderna. Empezaremos por repa-
sar alguna notacién de conjuntos que usaremos para construir modelos probabilisticos para
experimentos.
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FIGURA 2.2
Diagrama de Venn
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Un repaso de notacién de conjuntos

Para continuar con un desarrollo ordenado de la teoria de probabilidad, necesitamos algunos
conceptos basicos de teoria de conjuntos. Usaremos letras mayusculas A, B, C,..., para deno-
tar conjuntos de puntos. Si los elementos del conjunto A son a,, a, y as, escribiremos

A = {a, ay, a3}

Denotemos con S el conjunto de todos los elementos en consideracion; esto es, S es el
conjunto universal. Para dos conjuntos cualesquiera A y B, diremos que A es un subconjunto
de B, o A esta contenido en B (denotado A C B), si todo punto en A también estd en B. El
conjunto nulo, o vacio, denotado por J, es el conjunto que no contiene puntos. Entonces,
es un subconjunto de todo conjunto.

Los conjuntos y las relaciones entre conjuntos se pueden representar en forma conveniente
con el uso de diagramas de Venn. El diagrama de Venn de la Figura 2.2 muestra dos conjuntos,
Ay B, del conjunto universal S. El conjunto A es el conjunto de todos los puntos dentro del
tridngulo; el conjunto B es el conjunto de todos los puntos dentro del circulo. Observe que en
la Figura 2.2, A C B.

Considere ahora dos conjuntos arbitrarios de puntos. La union de A y B, denotada por
A U B, es el conjunto de todos los puntos en A o B o en ambos. Esto es, la unién de A y B
contiene todos los puntos que estdn en al menos uno de los conjuntos. El diagrama de Venn
de la Figura 2.3 muestra dos conjuntos A y B, donde A es el conjunto de puntos en el circulo
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FIGURA 2.4
Diagrama de Venn
para AB

FIGURA 2.5
Diagrama de Venn
para A

izquierdo y B es el conjunto de puntos en el circulo derecho. El conjunto A U B es la regién
sombreada formada por todos los puntos dentro de cualquiera de los circulos (o de ambos). La
palabra clave para expresar la unién de dos conjuntos es o (que significa A o B 0 ambos).

La interseccion de A y B, denotada por A N B o por AB, es el conjunto de todos los puntos
en A y B. El diagrama de Venn de la Figura 2.4 muestra dos conjuntos A y B, con A N B for-
mado por los puntos en la region sombreada donde los dos conjuntos se traslapan. La palabra
clave para expresar intersecciones es y (que significa A y B simultdneamente).

Si A es un subconjunto de S, entonces el complemento de A, denotado por 4, es el conjunto
de puntos que estdn en S pero no en A. La Figura 2.5 es un diagrama de Venn que ilustra que
el drea sombreada en S pero no en A es A. Observe que A UA = S.

Se dice que dos conjuntos, A y B, son disjuntos o mutuamente excluyentes, siA N B = .
Esto es, los conjuntos mutuamente excluyentes no tienen puntos en comun. El diagrama de
Venn de la Figura 2.6 ilustra dos conjuntos A y B que son mutuamente excluyentes. Examinando
la Figura 2.5 es fécil ver que, para cualquier conjunto A, A y A son mutuamente excluyentes.

Considere el problema de la Seccién 2.2 de lanzar un dado y denote con § el conjunto de
todas las posibles observaciones numéricas para un solo tiro de un dado. Esto es, S = {1, 2,
3,4,5,6}.SeaA = {1,2},B={1,3}yC = {2,4,6}. EntoncesA UB ={1,2,3},ANB
= {1}y A={3,4,5,6}. Del mismo modo, observe que B y C son mutuamente excluyentes,
mientras que A 'y C no lo son.

2|




FIGURA 2.6
Diagrama de Venn
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No trataremos de hacer aqui un repaso a fondo de dlgebra de conjuntos, pero mencionamos
cuatro igualdades de considerable importancia. Estas son las leyes distributivas, dadas por

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),
AU(BNC) =(AUB)N(AUOQ),

y las leyes de DeMorgan:
(ANB)=AUB y (AUB)=ANB.

En la siguiente seccién continuaremos con una exposicion elemental de la teoria de pro-
babilidad.

Ejercicios

Suponga que una familia contiene dos hijos de edades diferentes y estamos interesados en el género de
estos nifios. Denotemos con F que una hija es mujer y M que el hijo es hombre y denote con un par, por
ejemplo F' M, que el hijo de mayor edad es la nifia y el mds joven es el nifio. Hay cuatro puntos en el
conjunto S de posibles observaciones:

S ={FF, FM, MF, MM}.

Denote con A el subconjunto de posibilidades que no contenga hombres; B, el subconjunto que con-
tiene dos hombres; y C, el subconjunto que contenga al menos un hombre. Indique los elementos de
A,B,C,ANB,AUB,ANC,AUC,BNC,BUCy CNB.

Suponga que A y B son dos eventos. Escriba las expresiones que contengan uniones, intersecciones y
complementos que describan lo siguiente:

a Ocurren ambos eventos.

b Al menos uno ocurre.

¢ Ninguno ocurre.

d Exactamente uno ocurre.

Trace diagramas de Venn para verificar las leyes de DeMorgan. Esto es, para dos conjuntos cualesquiera
AyB,(AUB)= ANBy(ANB)=AUB.
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2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.4

Si Ay B son dos conjuntos, dibuje diagramas de Venn para verificar lo siguiente:

a A=(ANB)U(ANB).
b SiB C Aentonces A = B U(A NB).

Consulte el Ejercicio 2.4. Use las identidades A =A NSy S = B UB y una ley distributiva para de-
mostrar que

a A=(ANB)U(ANB).

b SiB C Aentonces A = BU(ANB).

¢ Ademds, demuestre que (A NB)y (A NB) son mutuamente excluyentes y que, por tanto, A es la
unién de dos conjuntos mutuamente excluyentes, (A N B) y (A N B)

d También demuestre que B y (A N B) son mutuamente excluyentes y, si B C A, A es la uni6n de dos
conjuntos mutuamente excluyentes, By (A N B).

Suponga que se tiran dos dados y que se observan los nimeros de las caras superiores. Denotemos con
S el conjunto de todos los pares posibles que se pueden observar. [Estos pares se pueden indicar, por
ejemplo, si con (2, 3) se denota que un 2 se ha observado en el primer dado y un 3 en el segundo.]

a Defina los siguientes subconjuntos de S:
A: el nimero en el segundo dado es par.
B: la suma de los dos niimeros es par.
C: al menos un nimero del par es impar.

b Indique los puntosen A,C,ANB,ANB,AUByANC.

Un grupo de cinco solicitantes para un par de trabajos idénticos estd formado por tres hombres y dos
mujeres. El empleador ha de seleccionar dos de los cinco solicitantes para los trabajos. Denote con S el
conjunto de todos los resultados posibles para la seleccién del empleador. Denote con A al subconjunto
de resultados correspondientes a la seleccion de dos hombres y con B al subconjunto correspondiente a
la selecci6n de al menos una mujer. Indique los resultadosen A, B, A UB, A NB y AN B. Denote los
hombres y mujeres diferentes con M,, M,, My y W,, W,, respectivamente.)

De una encuesta de 60 estudiantes que asisten a clase en una universidad, se encontré que 9 vivian fuera
del campus, 36 eran pasantes y 3 eran pasantes que vivian fuera del campus. Encuentre el nimero de
estos estudiantes que

a eran pasantes, vivian fuera del campus o ambos.
b eran pasantes que vivian en el campus.
¢ eran graduados que vivian en el campus.

Un modelo probabilistico para un experimento:
el caso discreto

En la Seccién 2.2 nos referimos al experimento de lanzar un dado cuando observamos el
nimero que aparecia en la cara superior. Usaremos el término experimento para incluir obser-
vaciones obtenidas de situaciones incontrolables por completo (por ejemplo observaciones en
el precio diario de una accién en particular) asi como aquellas hechas en condiciones contro-
ladas de laboratorio. Tenemos la siguiente definicion:
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Un experimento es el proceso por medio del cual se hace una observacion.

Ejemplos de experimentos incluyen el tiro de monedas y dados, medir el cociente de inteli-
gencia (IQ) de una persona o determinar el nimero de bacterias por centimetro ctibico en una
porcién de alimento procesado.

Cuando se realiza un experimento, puede terminar en uno o mds resultados que se llaman
eventos. En nuestras exposiciones, los eventos se denotardn con letras mayusculas. Si el expe-

rimento consiste en contar el niimero de bacterias en una porcién de alimento, algunos eventos
de interés podrian ser

A: Exactamente 110 bacterias estdn presentes.
B: Mais de 200 bacterias estdn presentes.
C: El nimero de bacterias presentes estd entre 100 y 300.

Algunos eventos asociados con un solo tiro de un dado balanceado son los siguientes:

=

Observar un nimero impar.
Observar un nimero menor que 5.
Observar un 2 o un 3.

: Observar un 1.

MO W

()

: Observar un 2.
: Observar un 3.

Sl

N

: Observar un 4.

IS

: Observar un 5.
: Observar un 6.

o

Usted puede ver que hay una clara diferencia entre algunos de los eventos asociados con
el experimento de tirar un dado. Por ejemplo, si observé el evento A (un nimero impar), al
mismo tiempo habra observado E,, E; o E;. Asi, el evento A, que se puede descomponer en
otros tres eventos, se denomina evento compuesto. En contraste, los eventos E,, E,, E;, E,, Ej
y E4 no se pueden descomponer y reciben el nombre de eventos simples. Un evento simple
puede ocurrir s6lo en un modo, mientras que un evento compuesto puede ocurrir en mas de
una forma distinta.

Ciertos conceptos de teoria de conjuntos son ttiles para expresar las relaciones entre diver-
sos eventos asociados con un experimento. Debido a que los conjuntos son grupos de puntos,

asociamos un punto distinto, llamado punto muestral, con todos y cada uno de los eventos
simples asociados con un experimento.

Un evento simple no se puede descomponer. Cada evento simple corresponde a un y
s6lo un punto muestral. La letra E con un subindice se empleard para denotar un evento
simple o el correspondiente punto muestral.

Asi, podemos considerar un evento simple como un conjunto formado por un solo punto,
es decir, el solo punto muestral asociado con el evento.
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FIGURA 2.7
Diagrama de Venn
para el espacio
muestral asociado con
el experimento de
tirar un dado

DEFINICION 2.3

DEFINICION 2.4

El espacio muestral asociado con un experimento es el conjunto formado por todos los
posibles puntos muestrales. Un espacio muestral estard denotado por S.

Facilmente podemos ver que el espacio muestral S asociado con el experimento de lanzar
un dado estd formado por seis puntos muestrales correspondientes a los seis eventos simples
E.E, E,E, EsyEsEstoes,S = {E,, E,, E;, E,, E;, E¢}. Un diagrama de Venn que exhibe
el espacio muestral para el experimento de lanzar un dado se da en la Figura 2.7.

Para el ejemplo de microbiologia de contar bacterias en un espécimen de alimento, haga-
mos que E; corresponda a observar 0 bacterias, E, a observar 1 bacteria y asi sucesivamente.
Entonces el espacio muestral es

S={Ey,E,E,,...}

porque no se puede excluir ningiin nimero entero de bacterias como posible resultado.

Ambos espacios muestrales que examinamos tienen la propiedad de que estdn formados
ya sea por un nimero finito o uno contable de puntos muestrales. En el ejemplo de lanzar un
dado hay seis (un nimero finito) puntos muestrales. El niimero de puntos muestrales asocia-
do con el experimento de contar bacterias es infinito, pero el niimero de puntos muestrales
distintos se puede poner en correspondencia biunivoca con los enteros (es decir, el nimero de
puntos muestrales es contable). Se dice que estos espacios muestrales son discretos.

Un espacio muestral discreto es aquel que estd formado ya sea por un niimero finito o
uno contable de puntos muestrales distintos.

Cuando un experimento se realiza en una sola vez, se observard un y sélo un evento simple.
Por ejemplo, si se lanza un dado y se observa un 1, no se puede al mismo tiempo observar un
2. Asi, el punto muestral simple E, asociado con observar un 1y el punto muestral simple E,
asociado con observar un 2 son distintos, y los conjuntos {E,} y {E,} son conjuntos mutua-
mente excluyentes. Por tanto, los eventos E; y E, son mutuamente excluyentes. Del mismo
modo, todos los eventos simples distintos corresponden a conjuntos mutuamente excluyentes
de eventos simples y son por tanto eventos mutuamente excluyentes.

Para experimentos con espacios muestrales discretos, los eventos compuestos se pueden
ver como grupos (conjuntos) de puntos muestrales o bien, de manera equivalente, como unio-
nes de los conjuntos de puntos muestrales simples correspondientes a los eventos simples
apropiados. Por ejemplo, el evento A de lanzar un dado (observar un nimero impar) ocurrird
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si y s6lo si ocurre uno de los eventos simples E,, E; o Es. Asi,
A={E|, E;, Es} o A=E UE;UE;s.
Del mismo modo, B (observar un niimero menor que 5) se puede escribir como
B ={E,, E;, E5, E4} o B=E UE, UE;UE,.

La regla para determinar cudles eventos simples incluir en un evento compuesto es muy preci-
sa. Un evento simple E, se incluye en el evento A si 'y solo si A ocurre siempre que ocurra E,.

Un evento en un espacio muestral discreto S es un conjunto de puntos muestrales, es
decir, cualquier subconjunto de S.

La Figura 2.8 da un diagrama de Venn que representa el espacio muestral y los eventos A
(observar un nimero impar) y B (observar un nimero menor que 5) para el experimento de
lanzar un dado. Observe que es facil visualizar la relacion entre eventos si se usa un diagrama
de Venn.

Por la Definicién 2.5, cualquier evento en un espacio muestral S es un subconjunto de S. En
el ejemplo relacionado con determinar el nimero de bacterias en una porcién de alimento, el
evento B (el nimero de bacterias es mayor que 200) se puede expresar como

B = {Ex1, Exn, Exs....},

donde E; denota el evento simple de que hay i bacterias presentes en la muestra de alimento
ei=0,1,2,...

Un modelo probabilistico para un experimento con un espacio muestral discreto se puede
construir al asignar una probabilidad numérica a cada evento simple del espacio muestral S.
Seleccionaremos este niimero, una medida de nuestra creencia en que ocurriré el evento en
una sola repeticién del experimento, de forma tal que serd consistente con el concepto de
frecuencia relativa de probabilidad. Aun cuando la frecuencia relativa no da una definicién
rigurosa de probabilidad, cualquier definicién aplicable al mundo real debe concordar con
nuestra nocioén intuitiva de las frecuencias relativas de eventos.

Al analizar el concepto de frecuencia relativa de probabilidad, vemos que deben cumplirse
tres condiciones.

1. La frecuencia relativa de que ocurra cualquier evento debe ser mayor o igual a cero.
Una frecuencia relativa negativa no tiene sentido.
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DEFINICION 2.6

2. Lafrecuencia relativa de todo el espacio muestral S debe ser la unidad. Debido a que
todo posible resultado del experimento es un punto en S, se deduce que S debe ocurrir
cada vez que se realice el experimento.

3. Si dos eventos son mutuamente excluyentes, la frecuencia relativa de la unién de
ambos es la suma de sus respectivas frecuencias relativas. (Por ejemplo, si el experi-
mento de lanzar un dado balanceado da un 1 en 1/6 de los tiros, debe dar un 1 o un 2
con 1/6 + 1/6 = 1/3 de tiros.)

Estas tres condiciones forman la base de la siguiente definicién de probabilidad.

Suponga que S es un espacio muestral asociado con un experimento. A todo evento A en
S (A es el subconjunto de S) le asignamos un nimero, P(A), llamado probabilidad de A,
de modo que se cumplen los siguientes axiomas:

Axioma 1: P(A) = 0.

Axioma 2: P(S) = 1.

Axioma 3: SiA,, A,, A, ... forman una secuencia de eventos por pares mutuamente
excluyentes en S (es decir, A, N A; = I si i # j), entonces

P(AjUA UA3 U...) = > P(A)).

i=1

Podemos facilmente demostrar que el Axioma 3, que estd expresado en términos de
una sucesion infinita de eventos, implica una propiedad similar para una sucesién finita.
Especificamente, siA, A,, ..., A, son eventos mutuamente excluyentes por pares, entonces

P(A{UA U AU UA,) =) P(A).
i=1

Observe que la definicion expresa solo las condiciones que una asignacion de probabili-
dades debe satisfacer: no nos dice como asignar probabilidades especificas a los eventos. Por
ejemplo, suponga que una moneda ha dado 800 “caras” en 1000 tiros previos. Considere el ex-
perimento de un tiro mds de la misma moneda. Hay dos posibles resultados, cara o cruz, y por
tanto dos eventos simples. La definicién de probabilidad nos permite asignar a estos eventos
simples dos nimeros no negativos cualesquiera que sumen 1. Por ejemplo, cada evento simple
podria tener la probabilidad 1/2. En vista de la historia de esta moneda, no obstante, podria
ser mas razonable asignar una probabilidad mas cercana a .8 al resultado donde aparece una
cara. Las asignaciones especificas de probabilidades deben ser consistentes con la realidad si
el modelo probabilistico ha de servir a un propésito util.

Para espacios muestrales discretos, es suficiente asignar probabilidades a cada evento sim-
ple. Si se usa un dado balanceado para el ejemplo de lanzar un dado, parece razonable suponer
que todos los eventos simples tendrian la misma frecuencia relativa a la larga. Asignaremos
una probabilidad de 1/6 a cada evento simple: P(E;) = 1/6, parai =1, 2,...,6. Esta asignacién
de probabilidades esta de acuerdo con el Axioma 1. Para ver que el Axioma 2 se satisfaga,
escribamos

P(S) = P(E\UE,U ...UE¢) = P(E)) + P(Ey)+ .-+ P(Eg) = 1.

La segunda igualdad es consecuencia de que el Axioma 3 debe cumplirse. El Axioma 3 nos
dice que podemos calcular la probabilidad de cualquier evento al sumar las probabilidades de
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los eventos simples que contiene (recuerde que los eventos simples distintos son mutuamente
excluyentes). El evento A se defini6 como “observar un nimero impar”. Por tanto,

P(A) = P(E\UE3UEs) = P(E|) + P(E;3) + P(Es5) = 1/2.

EJEMPLO 2.1 Un fabricante tiene cinco terminales de computadora aparentemente idénticas listas para ser
enviadas. Sin que €l lo sepa, dos de las cinco estdn defectuosas. Un pedido en particular soli-
cita dos de las terminales y el pedido se surte seleccionando al azar dos de las cinco de que se
dispone.

a
b

(o]

Soluciéon a

Indique el espacio muestral para el experimento.

Denote con A el evento de que el pedido se surta con dos terminales no defectuosas.
Indique los puntos muestrales en A.

Construya un diagrama de Venn para el experimento que ilustre el evento A.

Asigne probabilidades a los eventos simples en tal forma que se use la informacién
acerca del experimento y se satisfagan los axiomas de la Definicion 2.6.

Encuentre la probabilidad del evento A.

Marque con D, y D, las dos terminales defectuosas y con G,, G, y G, las tres termina-
les buenas. Cualquier punto muestral estard formado por una lista de las dos terminales
seleccionadas para envio. Los eventos simples pueden denotarse con

E, ={D,, D}, Es ={D,, G}, Es = {G,, G}, Eyy ={G,, G3}.
E, ={D,, G}, Es =1{D,, G}, Ey ={G,, G3},

Es ={D,, G}, E; ={Ds, G3},

E4 ={Dy, Gs},

Asi, hay diez puntos muestrales en S, y S ={E|, E», ..., Ejo}.

b Evento A = {Es, Eq, E1o}.

C

d Debido a que las terminales se seleccionan al azar, cualquier par de terminales es

tan probable de ser seleccionado como cualquier otro. Entonces, P(E;) = 1/10, para
i=1,2,..., 10, es una asignacién razonable de probabilidades.
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e Como A = Eg UEg UEj, el Axioma 3 implica que

P(A) = P(Es) + P(Eo) + P(Ey) = 3/10. [

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

La siguiente seccidn contiene una descripcién axiomadtica del método para calcular P(A)
que acabamos de usar.

Antes de continuar, tomemos nota de que hay experimentos para los cuales el espacio mues-
tral no es contable y por lo tanto no es discreto. Suponga, por ejemplo, que el experimento
consiste en medir el nivel de glucosa en sangre de un paciente diabético. El espacio muestral
para este experimento contendria un intervalo de nimeros reales y cualquiera de estos inter-
valos contiene un nimero incontable de valores. Por tanto, el espacio muestral no es discreto.
En el Capitulo 4 examinaremos situaciones como ésta; el resto de este capitulo estd dedicado
a desarrollar métodos para calcular las probabilidades de eventos definidos en espacios mues-
trales discretos.

Ejercicios

El tipo de sangre de todas las personas es A, B, AB u O. Ademads, cada persona tiene también el factor
Rhesus (Rh) (+) o (). Un técnico médico registra el tipo de sangre de una persona y el factor Rh.
Indique el espacio muestral para este experimento.

Las proporciones de fenotipos sanguineos A, B, AB y O, en la poblacién de todos los caucésicos en
Estados Unidos son aproximadamente .41, .10, .04 y .45, respectivamente. Un solo caucdsico se selec-
ciona al azar de la poblacién.

a Indique el espacio muestral para este experimento.

b Haga uso de la informacién dada antes para asignar probabilidades a cada uno de los eventos sim-
ples.

¢ (Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada al azar tenga tipo de sangre A o tipo AB?
Un espacio muestral estd formado por cinco eventos simples, E|, E,, E;, E, y Es.

a SiP(E|) = P(E,) =0.15, P(E;) =04y P(E;) = 2P(Es), halle las probabilidades de E, y E..

b SiP(E,) = 3P(E,) = 0.3, encuentre las probabilidades de los eventos simples restantes si se sabe que

son igualmente probables.

Un vehiculo que llega a un crucero puede dar vuelta a la derecha, a la izquierda o continuar de frente. El
experimento consiste en observar el movimiento de un solo vehiculo por el crucero.

a Indique el espacio muestral para este experimento.

b Suponiendo que todos los puntos muestrales son igualmente probables, encuentre la probabilidad de
que el vehiculo dé vuelta.

Los estadounidenses pueden ser bastante suspicaces, en especial cuando se trata de conspiraciones del
gobierno. Sobre la pregunta de si la Fuerza Aérea de Estados Unidos tiene oculta la prueba de la existen-
cia de vida inteligente en otros planetas, las proporciones de estadounidenses con opiniones que varfan
se dan en la tabla.
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Opinién Proporcién
Muy probable 24
Poco probable 24
Improbable 40
Otra A2

Suponga que se selecciona un estadounidense y que se registra su opinion.

a (Cudles son los eventos simples para este experimento?
b Todos los eventos simples que usted dio en el inciso a, ¢son igualmente probables? Si no es asi, ;cud-
les son las probabilidades que deben asignarse a cada uno?
¢ (Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada encuentre al menos un poco probable que la
Fuerza Aérea esté ocultando informacién acerca de vida inteligente en otros planetas?
2.14  Una encuesta clasificé a gran nimero de adultos de acuerdo con si se les diagnosticé la necesidad de

usar lentes para corregir su visién de lectura o si ya usan lentes cuando leen. Las proporciones que caen
en las cuatro categorias resultantes se dan en la tabla siguiente:

Usa lentes

para leer
Necesita lentes Si No
Si 44 14
No 02 40

Si se selecciona un solo adulto del grupo grande, encuentre las probabilidades de los eventos definidas
a continuacién. El adulto

a necesita lentes,
b necesita lentes pero no los usa,
c usa lentes los necesite o no.

2.15  Una empresa de exploracion petrolera encuentra petréleo o gas en 10% de sus perforaciones. Si la em-
presa perfora dos pozos, los cuatro posibles eventos simples y tres de sus probabilidades asociadas se
dan en la tabla siguiente. Encuentre la probabilidad de que la compaiiia encuentre petréleo o gas

a en la primera perforacién pero no en la segunda,

b en al menos una de las dos perforaciones.

Evento Resultado de la Resultado de la
simple primera perforacion segunda perforacién Probabilidad
E, Encuentra (petréleo o gas) Encuentra (petréleo o gas) 01
E, Encuentra No encuentra ?
E; No encuentra Encuentra 09
E, No encuentra No encuentra 81

2.16  De los voluntarios que entran en un centro de sangre, 1 en 3 tienen sangre O™, 1 en 15 tienen O, 1 en
3 tienen A" y 1 en 16 tienen A". El nombre de una persona que previamente ha donado sangre se selec-
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2.17

2.19

*2.20

ciona de los registros del centro. ;Cudl es la probabilidad de que la persona seleccionada tenga

a
b
c
d

tipo de sangre O*?

tipo de sangre O?

tipo de sangre A?

ni tipo A ni tipo O de sangre?

Los trenes de aterrizaje hidrdulicos que salen de una planta de reparacién de aviones se inspeccionan
para ver si tienen defectos. Registros histdricos indican que 8% tienen defectos sélo en ejes, 6% tienen
defectos sélo en bujes y 2% tienen defectos en ejes y bujes. Uno de los trenes hidraulicos se selecciona
al azar. ;Cudl es la probabilidad de que el conjunto tenga

o n TN

un buje defectuoso?
un eje o buje defectuoso?
exactamente uno de los dos tipos de defecto?

ningun tipo de defecto?

Suponga que dos monedas balanceadas se tiran al aire y que se observan las caras superiores.

d

Indique los puntos muestrales para este experimento.

Asigne una probabilidad razonable a cada punto muestral. (;Los puntos muestrales son igualmente
probables?)

Denote con A el evento de que exactamente se vea una cara'y con B el evento de que se vea al menos
una cara. Indique los puntos muestrales en A y B.

De su respuesta al inciso ¢, encuentre P(A), P(B), P(ANB), P(AUB) y P(AUB).

Una oficina de finanzas solicita suministros de papel de uno de tres vendedores, V|, V, o V;. Los pedidos
han de colocarse en dos dias sucesivos, un pedido por dia. Asf, (V,, V;) podria denotar que el vendedor
V, obtiene el pedido en el primer dia y el vendedor V; obtiene el pedido en el segundo dia.

a
b

Indique los puntos muestrales en este experimento de solicitar papel en dos dias sucesivos.
Suponga que los vendedores se seleccionan al azar cada dia y se asigna probabilidad a cada punto
muestral.

Denote con A el evento de que el mismo vendedor obtenga ambos pedidos y B el evento de que V,
obtenga al menos un pedido. Encuentre P(A), P(B), P(A U B) y P(A N B) al suponer las probabili-
dades de los puntos muestrales en estos eventos.

El siguiente juego se jugd en un conocido programa de television. El presentador mostré tres cortinas
grandes a una concursante. Detrds de una de las cortinas estaba un bonito premio (quizd un auto nuevo)
y detrds de las otras dos cortinas habfa premios sin valor (falsos). A la concursante se le pidi6 escogiera
una cortina. Si las cortinas eran identificadas por sus premios, podrian estar marcadas G, D, y D, (buen
premio, falsol y falso2). Entonces, el espacio muestral para la seleccion de los concursantes es S = {G,
D,, D,}.!

a

Si la concursante no tiene idea de cudles cortinas ocultan los premios y selecciona una cortina al
azar, asigne probabilidades razonables a los eventos sencillos y calcule la probabilidad de que la
concursante seleccione la cortina que oculta el premio bueno.

Antes de mostrar a la concursante lo que estaba detrds de la cortina inicialmente escogida, el pre-
sentador del juego abrirfa una de las cortinas y mostrarfa a la concursante uno de los premios sin
valor (siempre podria hacer esto porque sabe cudl cortina oculta el premio bueno). Luego ofrecié a la
concursante la opcion de cambiar de la cortina inicialmente seleccionada a la otra cortina restante no
abierta. ;Cual estrategia lleva al maximo la probabilidad que tiene la concursante de ganar el premio
bueno: quedarse con la opcién inicial o cambiar a la otra cortina? Al contestar la siguiente secuencia

1. Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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de preguntas, usted descubrird que, quiza de una manera sorprendente, esta pregunta puede ser con-
testada si se considera sélo el espacio muestral citado antes y usar las probabilidades que asigné para
contestar el inciso a.

i Sila concursante escoge quedarse con su seleccién inicial, gana el premio bueno si y s6lo si
inicialmente escogi6 la cortina G. Si se queda con su seleccion inicial, ;cudl es la probabilidad
de que gane el premio bueno?

ii  Si el presentador le muestra uno de los premios sin valor y ella cambia a la otra cortina sin
abrir, (cudl serd el resultado si inicialmente ella hubiera seleccionado G?

iii. ~ Conteste la pregunta del inciso ii si ella inicialmente seleccion6 uno de los premios sin valor.

iv  Silaconcursante cambia su seleccién inicial (como resultado de haberle sido mostrado uno de
los premios sin valor), ;cudl es la probabilidad de que la concursante gane el premio bueno?

v ;Cual estrategia lleva al méximo la probabilidad de la concursante de ganar el premio bueno:
quedarse con su seleccion inicial o cambiar a la otra cortina?

Si A 'y B son eventos, use el resultado obtenido en el Ejercicio 2.5(a) y los axiomas de la Definicién 2.6
para demostrar que

P(A) = P(ANB) + P(ANB).

Si Ay B son eventos y B C A, use el resultado obtenido en el Ejercicio 2.5(b) y los axiomas de la
Definicién 2.6 para demostrar que

P(A) = P(B) + P(ANB).

SiAy Bsoneventosy B C A, ;por qué es “obvio” que P(B) = P(A)?

Use el resultado del Ejercicio 2.22 y los axiomas de la Definicién 2.6 para demostrar el resultado
“obvio” del Ejercicio 2.23.

Calculo de la probabilidad de un evento:
el método de punto muestral

La probabilidad de un evento definido en un espacio muestral que contenga un conjunto de
puntos muestrales finito o que se pueda contar aun cuando sea infinito, se puede calcular en
dos formas: el método del punto muestral y el de la composicion de evento. Ambos métodos
usan el modelo de espacio muestral, pero difieren en la secuencia de pasos necesaria para ob-
tener una solucién y en las herramientas que se usan. La separacién de los dos procedimientos
puede no ser agradable para el tedrico que busca la unidad, pero puede ser sumamente Ttil
para un principiante que trate de hallar la probabilidad de un evento. En esta seccién conside-
ramos el método de punto muestral. El método de composicion de eventos requiere resultados
adicionales y se presentara en la Seccion 2.9.
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El método de punto muestral se compendia en la Seccién 2.4. Los pasos siguientes se
usan para hallar la probabilidad de un evento:
1. Defina el experimento y determine con toda claridad cémo describir un evento
simple.
2. Indique los eventos simples asociados con el experimento y pruebe cada uno para
asegurarse que no se pueden descomponer. Esto define el espacio muestral S.
3. Asigne probabilidades razonables a los puntos muestrales en S, asegurdndose de
que P(E;) =0y Y P(E;) = 1.
4. Defina el evento de interés, A, como un conjunto especifico de puntos muestrales.
(Un punto muestral estd en A si A ocurre cuando se presenta el punto muestral.
Pruebe fodos los puntos muestrales en S para identificar los que estén en A.)

5. Encuentre P(A) al sumar las probabilidades de los puntos muestrales en A.

Tlustraremos estos pasos con tres ejemplos.

EJEMPLO 2.2 Considere el problema de seleccionar dos solicitantes para un trabajo, de un grupo de cinco
solicitantes e imagine que éstos varian en grado de competencia, 1 siendo el mejor, 2 el segun-
do mejor y asf sucesivamente para 3, 4 y 5. Estas clasificaciones son por supuesto desconoci-
das para el empleador. Defina dos eventos A y B como:

A: El empleador selecciona al mejor y a uno de los dos solicitantes menos aptos (1 y 4 o
1y)5).

B: El empleador selecciona al menos uno de los dos mejores.

Encuentre las probabilidades de estos eventos.

Solucion  Los pasos son como sigue:

1. El experimento comprende seleccionar al azar dos solicitantes de entre cinco. Denote
la seleccidn de los solicitantes 3 'y 5 por {3, 5}.

2. Los diez eventos simples, con {i, j} denotando la seleccion de los solicitantes i y j,
son

3. Una seleccion aleatoria de dos de entre cinco da a cada par una probabilidad igual de

El . {1, 2}, E5: {2, 3}, Egl {3, 4}, Elol {4, 5}
Ey: {1, 3}, Egs:{2,4}, Eo:{3, 5},

Es: {1, 4}, E;:{2, 5},

E4I{1, 5},

seleccion. Por tanto, asignaremos a cada punto muestral la probabilidad 1/10. Esto
es,

P(E)=1/10=.1, i=1,2,..., 10.

4. Al comprobar los puntos muestrales vemos que B se presenta siempre que se pre-
sentan E,, E,, E,, E,, E5, E; o E,. En consecuencia, estos puntos muestrales estdn
incluidos en B.
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5. Por iltimo, P(B) es igual a la suma de las probabilidades de los puntos muestrales en

B, osea

7 7
P(B) = ZP(E,-) = Z.l = 7.
i=1 i=1

Del mismo modo, vemos que el evento A = E3 UE, y que P(A) = .1 +.1 = 2.

37

La solucién de éste y otros problemas semejantes seria de importancia para el director de
personal de una empresa.

EJEMPLO 2.3

Solucion

Una moneda balanceada se lanza tres veces al aire. Calcule la probabilidad de que exactamen-
te dos de los tres tiros resulten en caras.

Los cinco pasos del método de punto muestral son como sigue:

1.

El experimento consiste en observar los resultados (caras o cruces) para cada uno
de los tres tiros de una moneda. Un evento simple para este experimento se puede
simbolizar con una secuencia de tres letras H y T que representan caras y colas,
respectivamente. La primera letra de la secuencia representa la observacién de la
primera moneda. La segunda letra representa la observacion de la segunda moneda,
y asi sucesivamente.

. Los ocho eventos simples en S son

E\: HHH, E;: HTH, Es: HTT, E;:TTH,
E,: HHT, Es:THH, E¢: THT, Eg:TTT.

. Como la moneda estd balanceada, esperariamos que los eventos simples fueran exac-

tamente probables; esto es,

P(E;) = 1/8, i=1,2,...,8.

. El evento de interés, A, es el evento que resulta exactamente en que dos de los tiros

sean caras. Un examen de los puntos muestrales verifica que

A ={E,, E5, E4}.

. Por ultimo,

P(A) = P(E;) + P(E3) + P(Ey) =1/8+1/8+1/8 =3/8.

Aun cuando los puntos muestrales de los espacios muestrales asociados con los Ejemplos
2.2 y 2.3 son igualmente probables, es importante darse cuenta que los puntos muestrales no
necesitan ser igualmente probables. Veamos ahora un ejemplo para ilustrar este punto.
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EJEMPLO 2.4 Las probabilidades son dos a uno de que, cuando A y B juegan tenis, A gane. Suponga que A

Soluciéon

y B juegan dos partidos. ;Cudl es la probabilidad de que A gane al menos un partido?

1. El experimento consiste en observar al ganador (A o B) de cada uno de los dos parti-
dos. Denote con AB el evento de que el jugador A gane el primer duelo y el jugador
B gane el segundo.

2. El espacio muestral para el experimento consta de cuatro puntos muestrales:

E[IAA, Ez:AB, E3IBA, E4ZBB

3. Como A tiene una mejor probabilidad de gana cualquier partido, no parece apropiado
asignar iguales probabilidades a estos puntos muestrales. Como se verd en la Seccién
2.9, en ciertas condiciones es razonable hacer la siguiente asignacion de probabilida-
des:

P(E)) =4/9, P(E,) =2/9, P(E3) =2/9, P(Ey) =1/9.
Observe que, aun cuando las probabilidades asignadas a los eventos simples no son
todas iguales, P(E;) =0,parai =1,2,3,4y > ¢ P(E;) = 1.

4. El evento de interés es que A gana al menos un juego. Asi, si denotamos el evento de
interés como C, ficilmente se ve que

C = E] UE2 UE3.

5. Por ultimo,

P(C) = P(E)) + P(E,) + P(E3) =4/9+2/9+2/9 =28/9. ]

El método de punto muestral para resolver un problema de probabilidades es directo y
poderoso y en algunos aspectos es avasallador. Se puede aplicar para hallar la probabilidad de
cualquier evento definido para un espacio muestral que contenga un conjunto finito o conta-
ble de puntos muestrales, pero no es resistente al error humano. Los errores comunes inclu-
yen diagnosticar de manera incorrecta la naturaleza de un evento simple y no indicar todos
los puntos muestrales en S. Una segunda complicacion se presenta porque muchos espacios
muestrales contienen un gran nimero de puntos muestrales y un detallado completo es tedioso
y lento y podria ser practicamente imposible.

Por fortuna, numerosos espacios muestrales generados por datos experimentales contienen
subconjuntos de puntos muestrales que son igualmente probables. (Los espacios muestrales
para los Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3 poseen esta propiedad.) Cuando esto ocurre, no es necesario
indicar los puntos pero podemos contar el nimero de cada subconjunto. Si no se pueden apli-
car estos métodos de conteo, debe usarse un método ordenado para indicar los puntos mues-
trales (obsérvense los esquemas de lista para los Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3). Enlistan ndmeros
grandes de puntos muestrales se puede lograr con el uso de una computadora.

Las herramientas que reducen el esfuerzo y error asociado con el método de punto muestral
para hallar la probabilidad de un evento incluyen el sentido de orden, una computadora y la
teorfa matemadtica de conteo llamada andlisis combinatorio. La programacién y aplicaciones
en computadora forman un tema de estudio por separado. La teoria matemadtica de anlisis
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combinatorio también es un tema muy amplio, pero se pueden obtener resultados bastante
utiles en forma breve. En consecuencia, nuestro siguiente tema se refiere a algunos resultados
elementales en analisis combinatorio y su aplicacion al método de punto muestral para la so-
lucién de problemas de probabilidad.

Ejercicios

Al azar se selecciona un solo auto de entre todos los registrados en una agencia local de placas. ;Qué
piensa usted de la siguiente frase? “Todos los autos son marca Volkswagen o no lo son. Por tanto, la
probabilidad de que el auto seleccionado sea un Volkswagen es de 1/2.”

Segtin el Webster’s New Collegiate Dictionary, una varilla adivinadora es “una barra en forma de hor-

queta que se piensa indica (o adivina) la presencia de agua o minerales al inclinarse hacia abajo cuando

se mantiene sobre una veta”. Para probar el dicho de un experto en varillas adivinadoras, unos escépticos

entierran cuatro latas en el suelo, dos vacias y dos llenas de agua. El experto es llevado a las cuatro latas

y se le dice que dos de ellas contienen agua. El usa la varilla adivinadora para probar cada una de las

cuatro latas y decide cudles de ellas contienen agua.

a Indique el espacio muestral para este experimento.

b Si la varilla adivinadora es totalmente inutil para localizar agua, ;cudl es la probabilidad de que el
experto identifique en forma correcta (por adivinacién) las dos latas que contienen agua?

En el Ejercicio 2.12 consideramos una situacién en la que unos autos entran a un crucero y podria cada

uno de ellos dar vuelta a la derecha, a la izquierda o seguir de frente. Un experimento consiste en obser-

var dos vehiculos que pasan por el crucero.

a (Cuantos puntos muestrales hay en el espacio muestral? Indiquelos.

b Suponiendo que todos los puntos muestrales sean igualmente probables, ;cudl es la probabilidad de
que al menos un auto dé vuelta a la izquierda?

¢ De nuevo suponiendo puntos muestrales igualmente probables, ;cudl es la probabilidad de que a lo
sumo un vehiculo dé vuelta?

Cuatro personas igualmente calificadas hacen solicitud para ocupar dos puestos idénticos en una em-

presa. Un y sélo un solicitante es miembro de un grupo de minoria étnica. Los puestos se llenan al

seleccionar dos de los solicitantes al azar.

a Indique los posibles resultados para este experimento.

b Asigne probabilidades razonables a los puntos muestrales.

¢ Encuentre la probabilidad de que el solicitante del grupo étnico minoritario sea seleccionado para una
posicion.

Se necesitan dos jurados adicionales para completar un jurado para un juicio criminal. Hay seis jurados en

perspectiva, dos mujeres y cuatro hombres. Dos de los jurados son seleccionados al azar de entre los

seis disponibles.

a Defina el experimento y describa un punto muestral. Suponga que es necesario describir sélo los dos
jurados seleccionados y no el orden en el que fueron elejidos.

b Indique el espacio muestral asociado con este experimento.

¢ ;Cudl es la probabilidad de que los dos jurados seleccionados sean mujeres?

Tres vinos importados van a ser clasificados de menos a mds por un experto en vinos. Esto es, un vino

serd identificado como el mejor, otro como el segundo mejor y el vino restante como el peor.

a Describa un punto muestral para este experimento.

b Indique el espacio muestral.

¢ Suponga que el “experto” no sabe en realidad nada de vinos y que al azar asigna el lugar a los tres
vinos. Uno de los vinos es de mucha mejor calidad que los otros. ;Cudl es la probabilidad de que el
experto no clasifique el mejor vino como peor que el segundo mejor?
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Un furgén de ferrocarril contiene seis sistemas electrénicos complejos. Dos de los seis se han de selec-
cionar al azar para hacerles pruebas completas y luego clasificarlos como defectuosos o no defectuo-
SOS.

a Si dos de los seis sistemas en realidad estdn defectuosos, encuentre la probabilidad de que al menos
uno de los dos sistemas probados sea defectuoso. Encuentre la probabilidad de que ambos sean de-
fectuosos.

b Si cuatro de los seis sistemas estdn defectuosos en realidad, encuentre las probabilidades indicadas
en el inciso a.

Un detallista vende sélo dos estilos de consolas estéreo y la experiencia muestra que ambas tienen igual

demanda. Cuatro clientes en sucesion entran a la tienda para comprar estéreos. El vendedor estd intere-

sado en sus preferencias.

a Indique las posibilidades para arreglos de preferencia entre los cuatro clientes (esto es, indique el
espacio muestral).

b Asigne probabilidades a los puntos muestrales.

¢ Denote con A el evento de que los cuatro clientes prefieran el mismo estilo. Encuentre P(A).

La Oficina del Censo reporta que el ingreso familiar mediano para todas las familias en Estados Unidos,

durante el afio 2003, fue $43,318. Esto es, la mitad de todas las familias estadounidenses tuvo ingresos

que rebasaban esta cantidad y la mitad tuvo ingresos iguales o menores a esta cantidad. Suponga que se
hace una encuesta a cuatro familias y que cada una de ellas revela si su ingreso rebasé los $43,318 en

2003.

a Indique los puntos del espacio muestral.

b Identifique los eventos simples en cada uno de los eventos siguientes:

A: al menos dos tuvieron ingresos de mas de $43,318.
B: exactamente dos tuvieron ingresos de mas de $43,318.
C: exactamente una tuvo ingresos menores o iguales a $43,318.

¢ Haga uso de la interpretacién dada para la mediana para asignar probabilidades a los eventos simples
y encuentre P(A), P(B) y P(C).

Los pacientes que llegan a una clinica para atencién externa pueden seleccionar una de tres estaciones

de servicio. Suponga que los médicos se asignan al azar a las estaciones y que los pacientes por tanto no

tienen preferencia de estacion. Tres pacientes llegan a la clinica y se observa su seleccion de estacion.

a Indique los puntos muestrales para el experimento.

b Sea A el evento de que cada estacién recibe a un paciente. Indique los puntos muestrales en A.

¢ Haga una asignacién razonable de probabilidades a los puntos muestrales y encuentre P(A).

Herramientas para contar puntos muestrales

Esta seccién presenta algunos resultados ttiles de la teoria de andlisis combinatorio e ilustra
la aplicacion de ellos al método de punto muestral para hallar la probabilidad de un evento. En
muchos casos estos resultados hacen posible contar el nimero total de puntos muestrales en el
espacio muestral Sy en un evento de interés, con lo cual dan una confirmacién de la lista de
eventos simples. Cuando el nimero de eventos simples de un espacio muestral es muy grande
y la enumeracién manual de todo punto muestral es tediosa o hasta imposible, contar el nu-
mero de puntos del espacio muestral y del evento de interés puede ser la tinica forma eficiente
de calcular la probabilidad de un evento. De hecho, si un espacio muestral contiene N puntos
muestrales igualmente probables y un evento A contiene exactamente n, puntos muestrales, es
facil ver que P(A) = n,/N.
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a a

El primer resultado del andlisis combinatorio que presentamos, a veces llamado regla mn,
se expresa como sigue:

Con m elementos a,, a,, ..., a, y n elementos by, b,,..., b,, es posible formar mn =
m X n pares que contengan un elemento de cada grupo.

La verificacion del teorema se puede ver al observar la tabla rectangular de la Figura 2.9.
Hay un cuadro de la tabla para cada par a,, b; y por tanto un total de m x n cuadros.

La regla mn puede ser extendida a cualquier nimero de conjuntos. Dados tres conjuntos
de elementos ai, az, ..., ay; by, ba,..., b,y ¢y, ¢2,..., ¢, el nimero de ternas distintas
que contienen un elemento de cada conjunto es igual a mnp. La prueba del teorema para
tres conjuntos invulucra dos aplicaciones del Teorema 2.1. Consideramos el primer conjunto
como un par (a;, b;) y unimos cada uno de estos pares con elementos del tercer conjunto, ¢,
Copenes Cpe El Teorema 2.1 implica que hay mn pares (a,, bj). Como hay p elementos cy, ¢,,...,
c,, otra aplicacion del Teorema 2.1 implica que hay (mn)(p) = mnp ternas a;b; ¢;.

EJEMPLO 2.5

Solucion

Un experimento incluye lanzar un par de dados y observar los nimeros de sus caras superio-
res. Encuentre el nimero de puntos muestrales en S, el espacio muestral para el experimento.

Un punto muestral para este experimento puede ser representado simbdlicamente como un
par ordenado de niimeros que representan los resultados en el primero y segundo dados, res-
pectivamente. Asi, (4, 5) denota el evento de que la cara superior del primer dado fue un 4y en
el segundo dado, un 5. El espacio muestral S estd formado por el conjunto de todos los pares
posibles (x, y), donde x y y son ambos enteros entre 1y 6.

El primer dado puede resultar en uno de seis nimeros. Estos representan a,, Qy,..., dg.
De igual modo, el segundo dado puede caer en una de seis formas y éstas corresponden a
by, b,,..., bs. Entonces m = n = 6 y el nimero total de puntos muestrales en S es mn =
(6)(6) = 36. ]

EJEMPLO 2.6

Consulte el experimento de lanzar al aire una moneda del Ejemplo 2.3. Encontramos para este
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Soluciéon

ejemplo que el nimero total de puntos muestrales era ocho. Use la extension de la regla mn
para confirmar este resultado.

Cada punto muestral en S fue identificado por una secuencia de tres letras, cada posicién de la
secuencia contenia una de dos letras, una H o una 7. El problema entonces implica la forma-
cién de ternas, con un elemento (una H o una 7) de cada uno de los tres conjuntos. Para este
ejemplo, los conjuntos son idénticos y todos contienen dos elementos (H y T). Asi, el nlimero
de elementos en cada conjunto es m = n = p = 2, y el nimero total de ternas que se puede
formar es mnp = (2)°> = 8. [ |

EJEMPLO 2.7

Solucion

Considere un experimento que consiste en registrar el cumpleafios para cada una de 20 per-
sonas seleccionadas al azar. Si no se presta atencién a los afios bisiestos y se supone que hay
s6lo 365 cumpleaiios distintos posibles, encuentre el nimero de puntos del espacio muestral S
para este experimento. Si suponemos que cada uno de los posibles conjuntos de cumpleafios
es igualmente probable, ;cudl es la probabilidad de que cada persona de las 20 tenga un cum-
pleafios diferente?

Numere los dias del afio como 1,2, ..., 365. Un punto muestral para este experimento puede
ser representado por una sucesiéon ordenada de 20 niimeros, donde el primer nimero denota
el ndmero del dia que es el cumpleaiios de la primera persona, el segundo nimero implica el
ndmero del dia que es el cumpleafios de la segunda persona, y asi sucesivamente. Estamos
interesados en el nimero de veintenas que se pueden formar, seleccionando un nimero que
represente uno de los 365 dias del afio para cada uno de los 20 conjuntos. Los conjuntos son
todos idénticos y cada uno contiene 365 elementos. Aplicaciones repetidas de la regla mn nos
dice que hay (365)% de tales veintenas. Entonces, el espacio muestral S contiene N = (365)*
puntos muestrales. Aun cuando no podriamos de manera factible hacer una lista de todos
los puntos muestrales, si suponemos que son igualmente probables, P(E;) = 1/(365)* para
cada evento simple.

Si denotamos por A el evento de que cada persona tenga un cumpleafios diferente, la pro-
babilidad de A se puede calcular si podemos determinar n,, el nimero de puntos muestrales
en A. Un punto muestral estd en A si la correspondiente veintena es tal que no hay dos posi-
ciones que contengan el mismo nimero. Entonces, el conjunto de nimeros del cual se puede
seleccionar el primer elemento en la veintena de A contiene 365 nimeros, el conjunto del cual
se puede seleccionar el segundo elemento contiene 364 elementos (todos excepto el seleccio-
nado para el primer elemento), el conjunto del cual se puede seleccionar el tercero contiene
363 (todos excepto los dos seleccionados para los primeros dos elementos), ... y el conjunto
del cual se puede seleccionar el vigésimo elemento contiene 346 elementos (todos excepto los
seleccionados para los primeros 19 elementos). Una extension de la regla mn dard

ng = (365) X (364) X -+ X (346).

Por dltimo, podemos determinar que

ne 365 X364 X .- X 346
P(A) = % = — 5886.
N (365)20 -
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TEOREMA 2.2

Demostracion
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Observe que para los Ejemplos 2.5 y 2.6 los nimeros de puntos muestrales en los respecti-
vos espacios muestrales son ambos relativamente pequefios y que las listas para estos espacios
muestrales podrian escribirse con facilidad. Para ejemplos como éstos, la regla mn proporcio-
na un método simple para verificar que los espacios muestrales contienen el nimero correcto
de puntos. En contraste, no es factible hacer una lista del espacio muestral en el Ejemplo 2.7.
No obstante, la regla mn se puede usar para contar el nimero de puntos muestrales en S'y en
el evento de interés, permitiendo el cdlculo de la probabilidad del evento.

Hemos visto que los puntos muestrales asociados con un experimento a veces pueden re-
presentarse de manera simbdlica como una sucesién de nimeros o simbolos. En algunos casos
serd evidente que el nimero total de puntos muestrales es igual al nimero de formas distintas
en que los respectivos simbolos se pueden acomodar en sucesion. El siguiente teorema se
puede usar para determinar el niimero de arreglos ordenados que se pueden formar.

Un arreglo ordenado de r objetos distintos se denomina permutacion. El nimero de formas
de ordenar n objetos distintos tomados r a la vez estard designado por el simbolo P".

n!

F =np D=2 (ror +1) = o

Estamos interesados en el nimero de formas de llenar r posiciones con n objetos distintos.
Aplicando la extension de la regla mn, vemos que el primer objeto se puede seleccionar
en una de n formas. Después de escoger el primero, el segundo se puede escoger en (n
— 1) formas, el tercero en (n — 2) y el r-ésimo en (n — r + 1) formas. En consecuencia,
el nimero total de arreglos distintos es

P'=nn—1)n—-2)---(n—r +1).

r

Expresado en términos de factoriales,

donde n! = n(n—1)- - - (2)(1)y 0! = 1.

EJEMPLO 2.8

Solucion

Los nombres de 3 empleados se han de sacar al azar, sin restitucion, de un tazén que contiene
los nombres de 30 empleados de una pequefia compafifa. La persona cuyo nombre sea sacado
primero recibe $100 y aquellos cuyos nombres se saquen en segundo y tercero recibirdn $50
y $25, respectivamente. ;Cudntos puntos muestrales estan asociados con este experimento?

Debido a que los premios otorgados son diferentes, el nimero de puntos muestrales es el niime-
ro de arreglos ordenados de r = 3 de entre los posibles n = 30 nombres. Entonces, el nimero
de puntos muestrales en S es

s _ 30!

P = 227 = (30)(29)(28) = 24,360. u
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EJEMPLO 2.9

Soluciéon

Suponga que una operacién de ensamble en una planta de manufacturas consta de cuatro pa-
sos que se pueden efectuar en cualquier secuencia. Si el fabricante desea comparar el tiempo
de ensamble para cada una de las secuencias, ;cudntas secuencias diferentes estardn involu-
cradas en el experimento?

El ndmero total de secuencias es igual al nimero de formas de acomodar los n = 4 pasos
tomados r = 4 ala vez, o sea

41 41

Pl=—"_ =" =0 u
(4—4) 0

TEOREMA 2.3

Demostracion

El siguiente resultado de andlisis combinatorio se puede usar para determinar el nimero
de subconjuntos de varios tamafios que se pueden formar al dividir un conjunto de n objetos
distintos en k grupos que no se traslapen.

El nimero de formas de dividir n objetos distintos en k grupos distintos que contienen
ny, n, ..., n, objetos, respectivamente, donde cada objeto aparece en exactamente un
grupoy % n; =n, es

n n!
N: :—'
nyny - ng n1!n2!--~nk!

N es el nimero de arreglos distintos de 7 objetos en una fila para un caso en el que el
reacomodo de los objetos dentro de un grupo no cuenta. Por ejemplo, las letras de la a
a la [ estdn acomodadas en tres grupos, donde n; = 3,n, = 4y n; = 5:

abcldelfiglhijkl

es uno de estos arreglos.

El nimero de arreglos distintos de los n objetos, suponiendo que todos los obje-
tos sean distintos, es P’ = n! (del Teorema 2.2). Entonces P, es igual al nimero de
formas de dividir los n objetos en k grupos (ignorando el orden dentro de los grupos)
multiplicado por el nimero de formas de ordenar los n,, n,, ..., n, elementos dentro de
cada grupo. Esta aplicacion de la regla mn extendida da

P’f = (N) '(I’llll’lz!l’lﬂ‘ : -nk!),

donde n,! es el nimero de arreglos distintos de los 7; objetos del grupo i.
Al despejar N, tenemos

n! n
N=— 6 = .
n1!n2!'~~nk! nyny *-°* Nk
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n

Los términos (
ny np* - ng

se denominan coeficientes multinomiales porque se presentan en

la expansién del término multinomial y; +y,+ -+ y.elevada ala n potencia:
n
Lyt e+ n — m ”2...”k’
O +y W=D pimy e g ) TR
donde esta suma se toma sobre todan, =0, 1,..., ntalquen, + n, + -+ +n, = n.

EJEMPLO 2.10

Solucion

Ha surgido una disputa laboral respecto a la distribucién de 20 trabajadores a cuatro trabajos
de construccién diferentes. El primer trabajo (considerado muy indeseable) requirié de 6 tra-
bajadores; el segundo, tercero y cuarto utilizaron 4, 5 y 5 trabajadores, respectivamente. La
disputa surgid sobre una supuesta distribucion aleatoria de los trabajadores a los trabajos que
pusieron a los 4 miembros de un grupo étnico particular en el trabajo 1. Al considerar si la
asignacion representaba una injusticia, un panel de mediacién pedia la probabilidad del evento
observado. Determine el nimero de puntos muestrales del espacio muestral S para este expe-
rimento. Esto es, determine el niimero de formas en que los 20 trabajadores se pueden dividir
en grupos de los tamafios apropiados para llenar todas las posiciones de trabajo. Encuentre la
probabilidad del evento observado si se supone que los trabajadores son asignados en forma
aleatoria a los trabajos.

El nimero de formas de asignar los 20 trabajadores a los cuatro trabajos es igual al niimero de
formas de dividir los 20 en cuatro grupos de tamafios n, = 6, n, = 4, n; = n, = 5. Entonces

v 20 )__ 2
6455) 6141515

Por una asignacion aleatoria de trabajadores a los trabajos queremos decir que cada uno de
los N puntos muestrales tiene probabilidad igual a 1/N. Si A denota el evento de interés y n, el
nimero de puntos muestrales en A, la suma de las probabilidades de los puntos muestrales en
Aes P(A) = n,(1/N) = n,/N. El nimero de puntos muestrales en A, n,, es el nimero de formas
de asignar trabajadores a los cuatro trabajos, con los 4 miembros del grupo étnico pasando to-
dos al trabajo 1. Los 16 trabajadores restantes necesitan ser asignados a los trabajos restantes.
Debido a que quedan dos vacantes para el trabajo 1, esto se puede hacer en

/16 16!
e~ \2455) 21415151

ng

P(A) = N = 0.0031.

formas. Se deduce que

Entonces, si los trabajadores se asignan al azar a los trabajos, la probabilidad de que los 4
miembros del grupo étnico pasen al trabajo indeseable es muy pequefia. Hay razones para
dudar de que los trabajos se asignaron al azar. |

En muchas situaciones los puntos muestrales son identificados por un conjunto de simbo-
los en los que el arreglo de simbolos no es importante. Los puntos muestrales para la seleccién
de solicitantes, Ejemplo 2.2, implica una seleccién de dos solicitantes de entre cinco. Cada
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punto muestral es identificado como un par de simbolos y el orden de los simbolos empleados
para identificar los puntos muestrales no es importante.

DEFINICION 2.8 El nimero de combinaciones de n objetos tomados r a la vez es el nimero de subconjun-
tos, cada uno de tamarfio r, que se pueden formar a partir de los n objetos. Este nimero
estard denotado por C;' o (:’ )

TEOREMA 2.4 El nimero de subconjuntos desordenados de tamafio r escogidos (sin restitucion) de n
objetos disponibles es
N B
r Toorl rlm—r)
Demostracion La seleccion de r objetos de un total de n objetos es equivalente a dividir los n objetos

en k = 2 grupos, los r seleccionados y los (n — r) restantes. Este es el caso especial del
problema general de division tratado con el Teorema 2.3. En el presente caso, k = 2,
n, =ryn,= (n—r)y, por tanto,

n o= n . n!
<r)_ ’_<r n—r>_m'

Los términos (r) se conocen generalmente como coeficientes binomiales porque se presen-
tan en la expansion binomial

(x + y)n — (’S)xnyo + (’:)xnlyl + (Z)anyz 4t (”l)xOyn
n

n
_ ; (’Z)xniyi.

EJEMPLO 2.11 Encuentre el nimero de formas de seleccionar dos solicitantes de entre cinco y por tanto el
nimero total de puntos muestrales en S para el Ejemplo 2.2.

|
Solucion > = 5— =10
2 2131

(Observe que éste estd acorde con el nimero de puntos muestrales indicados en el Ejemplo
2.2) ]

EJEMPLO 2.12 Denote con A el evento de que exactamente uno de los dos mejores solicitantes aparezca en
una seleccién de dos de entre cinco. Encuentre el niimero de puntos muestrales en A y P(A).

Solucién  Denote con n, el nimero de puntos muestrales en A. Entonces 7, es igual al nimero de formas
de seleccionar uno de los dos mejores (llame m a este nimero) multiplicado por el nimero de
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formas de seleccionar uno de los tres solicitantes de baja calificacién (Ilame # a este niimero).
Entonces m = (f) n= G) y, aplicando la regla mn,

2\ /3 20 3
na=(7)(7) =" =6
1) 1) o

(Este miimero se puede verificar al contar los puntos muestrales en A de la lista del Ejemplo 2.2.)
En el Ejemplo 2.11 hallamos que el nimero total de puntos muestrales en S es N = 10. Si
cada seleccién es igualmente probable, P(E) = 1/10 = .1,i=1,2,...,10y

P(A) =Y P(E) =Y (1) =nu1)=6(1) = 6. -

E;CA E;CA

EJEMPLO 2.13

Solucion

Una empresa compra abastecimientos a M distribuidores y desea colocar n pedidos (n < M).
Suponga que la empresa coloca los pedidos en forma que permita a cada distribuidor tener
igual probabilidad de obtener cualquier pedido y no hay restriccién en el nimero de pedidos
que se puedan colocar con cualquier distribuidor. Encuentre la probabilidad de que un distri-
buidor particular, por ejemplo el distribuidor I, obtenga exactamente k pedidos (k < n).

Como cualquiera de los M distribuidores puede ser seleccionado para recibir cualquiera de los
pedidos, hay M formas en que cada pedido se pueda colocar y el nimero de formas diferentes
en que los n pedidos se pueden colocares M - M - M - - - = (M)". En consecuencia, hay (M)"
puntos muestrales en S. Todos estos puntos son igualmente probables; en consecuencia, P(E,)
= 1/(M)".

Denote con A el evento de que el distribuidor I reciba exactamente k pedidos de entre los n.
Los k pedidos asignados al distribuidor I se pueden seleccionar de los n en (Z) formas. Resta
determinar el nimero de formas en que los restantes (n — k) pedidos se puedan asignar a los
otros M — 1 distribuidores. Como cada uno de estos (n — k) pedidos pueden ir a cualquiera de
los (M — 1) distribuidores, esta asignacién se puede hacer en (M — 1)"~* formas. Entonces, A

contiene
ng = (") (M — 1)+
¢ k

puntos muestrales, y como los puntos muestrales son igualmente probables,

1 1 DM = 1"
P(A)y= ) P(E)=)_ (M) =g (ﬁ> —(k)(T) u

E;CA E;CA

Los Teoremas 2.1 a 2.4 dan algunas de las numerosas y tutiles formas de conteo halladas en
la teoria de andlisis combinatorio. Unos cuantos teoremas adicionales aparecen en los ejerci-
cios al final de este capitulo. Si el lector esta interesado en ampliar su conocimiento de analisis
combinatorio, consulte uno de los numerosos textos sobre este tema.

A continuacién dirigiremos nuestra atencién al concepto de probabilidad condicional. La
probabilidad condicional desempefia un importante papel en el método de composicién de
eventos para hallar la probabilidad de un evento y en ocasiones es util para hallar las proba-
bilidades de puntos muestrales (para espacios muestrales con puntos muestrales que no son
igualmente probables).
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2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

2.42

2.43

244

2.45

Ejercicios

Una linea aérea tiene seis vuelos de Nueva York a California y siete vuelos de California a Hawai
diarios. Si los vuelos se han de hacer en dias separados, ;cudntos arreglos diferentes de vuelos puede
ofrecer la linea aérea de Nueva York a Hawai?

Una operacién de ensamble en una planta de manufactura requiere tres pasos que se pueden realizar en
cualquier secuencia. {En cudntas formas diferentes se puede efectuar el ensamble?

Una mujer de negocios de Filadelfia estd preparando su itinerario para una visita a seis ciudades impor-
tantes. La distancia recorrida y por tanto el costo del viaje, dependera del orden en que ella planee su
ruta.

a ;Cuantos itinerarios diferentes (y costos de viaje) son posibles?

b Sila mujer selecciona al azar uno de los posibles itinerarios y Denver y San Francisco son dos de las
ciudades que ella piensa visitar, ;cudl es la probabilidad de que visite Denver antes de San Francisco?

Un restaurante de nivel econdmico alto ofrece un menu especial de precios fijos en el que, por un costo
fijo de comidas, una persona puede seleccionar de entre cuatro aperitivos, tres ensaladas, cuatro entradas
y cinco postres. ;Cudntas comidas diferentes hay si una de ellas consta de un aperitivo, una ensalada,
una entrada y un postre?

Un experimento consiste en tirar un par de dados.

a Use los teoremas combinatorios para determinar el nimero de puntos muestrales del espacio
muestral S.

b Encuentre la probabilidad de que la suma de los niimeros que aparezcan en el dado sea igual a 7.

Una marca de automdvil viene en cinco estilos diferentes, con cuatro tipos de motor, con dos tipos de
transmisiones y en ocho colores.

a (Cudntos autos tendrfa que tener en existencia un distribuidor si incluyera uno por cada combinacién
de estilo, motor y transmisién?

b ;Cudntos tendria que tener en existencia un centro de distribucién si todos los colores de autos se
tuvieran para cada combinacion del inciso a?

(Cudntos nimeros telefénicos diferentes de siete digitos se pueden formar si el primer digito no puede
ser cero?

La directora de personal de una corporacién ha contratado diez nuevos ingenieros. Si tres puestos de
trabajo (muy distintos) se abren en una planta en Cleveland, ;jen cuantas formas puede ella ocupar los
puertos?

Una flota de nueve taxis se ha de despachar a tres aeropuertos en forma tal que tres vayan al aeropuerto
A, cinco al aeropuerto B y uno al aeropuerto C. ;En cudntas formas distintas se puede lograr esto?

Consulte el Ejercicio 2.43. Suponga que los taxis son asignados a aeropuertos al azar.

a Si exactamente uno de los taxis necesita reparacion, ;cudl es la probabilidad de que sea despachado
al aeropuerto C?

b Siexactamente tres de los taxis necesitan reparacion, ;cudl es la probabilidad de que cada aeropuerto
reciba uno de los taxis que necesita reparacion?

Suponga que deseamos expandir (x + y + z)'”. ;Cudl es el coeficiente de x?y’z'*?
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Ejercicios 49

Diez equipos estdn jugando en un torneo de baloncesto. En la primera ronda, a los equipos se les asignan
al azar los juegos 1, 2, 3,4 y 5. ;En cudntas formas pueden ser asignados los equipos a los juegos?

Consulte el Ejercicio 2.46. Si 2n equipos van a ser asignados a los juegos 1, 2, ..., n, jen cudntas formas
pueden ser asignados los equipos a los juegos?

Si deseamos expandir (x + ¥)3, ;cudl es el coeficiente de x°y>? ;Cudl es el coeficiente de x*y>?

Los estudiantes que asisten a clase en la Universidad de Florida pueden seleccionar de entre 130 disci-
plinas de posgrado. El posgrado de un estudiante se identifica en los registros del secretario general de
la universidad con un cédigo de dos o tres letras (por ejemplo, los posgrados en estadistica se identifican
con STA, los de matemadticas con MS). Algunos estudiantes optan por dos posgrados y completan los
requisitos para ambos antes de graduarse. Al secretario general se le pidi6 considere asignar a estos dos
posgrados un cddigo diferente de dos o tres letras para que puedan ser identificados en el sistema de
registro del estudiante.

a (Cudl es el nimero mdximo de posibles posgrados dobles disponibles para estudiantes de la
Universidad de Florida?

b Si existe cualquier c6digo de dos o tres letras para identificar posgrados individuales o dobles, ;de
cudntos cédigos de posgrado se dispone?

¢ ;Cudntos cédigos de posgrado se requieren para identificar estudiantes que tienen ya sea un posgrado
individual o uno doble?

d ;Hay suficientes cédigos de posgrado para identificar todos los posgrados individuales o dobles en la
Universidad de Florida?

La probabilidad desempefié un papel en la manipulacién de la loteria del estado de Pennsylvania del 24 de
abril de 1980 (Los Angeles Times, 8 de septiembre de 1980). Para determinar cada uno de los digitos del
ntimero ganador de tres digitos, cada uno de los nimeros 0, 1, 2,..., 9 se coloca en una pelota de ping-pong,
las diez pelotas se agitan con aire en un compartimento y el nimero seleccionado para el digito es el
de la bola que flota a la parte superior de la maquina. Para alterar las probabilidades, los conspiradores
inyectaron un liquido en todas las bolas empleadas en el juego excepto las que tenfan los nimeros 4 y 6,
haciendo casi seguro que las bolas mds livianas fueran seleccionadas y determinar los digitos del nimero
ganador. Luego compraron billetes de loteria con los potenciales nimeros ganadores. ;Cudntos nimeros
ganadores potenciales hubo (al final 666 fue el ganador)?

Una fraternidad local estd realizando una rifa en la que se han de vender 50 boletos, uno por cliente. Hay
tres premios para ser concedidos. Si los cuatro organizadores de la rifa compran un boleto cada uno,
(cudl es la probabilidad de que los cuatro organizadores ganen

a todos los premios?,

b exactamente dos de los premios?,
C exactamente uno de los premios?,
d ninguno de los premios?

Un experimentador desea investigar el efecto de tres variables: presion, temperatura y tipo de cataliza-
dor en el rendimiento de un proceso de refinacién. Si el experimentador trata de usar tres ajustes, cada
uno para temperatura y presién y dos tipos de catalizadores, ;jcudntas series experimentales tendrdn
que ejecutarse si €l desea realizar todas las posibles combinaciones de presion, temperatura y tipos de
catalizadores?

Cinco compaiifas, F,, F,, ..., Fs, ofrecen cotizaciones para tres contratos separados C;, C, y C;. A
cualquiera de las firmas se le otorgard un contrato a lo sumo. Los contratos son muy diferentes, de modo
que una asignacién de C, a F,, por ejemplo, debe ser distinta de una asignacién de C, a F|.
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a (Cuantos puntos muestrales hay en total en este experimento que involucra la asignacién de contratos
a las firmas? (No es necesario indicarlos todos.)

b Dada la suposicion de puntos muestrales igualmente probables, encuentre la probabilidad de que a F
se le conceda un contrato.

Hay un grupo de tres pasantes y cinco estudiantes egresados para ocupar ciertos puestos gubernamenta-
les para estudiantes. Si cuatro estudiantes se han de seleccionar al azar de entre este grupo, encuentre la
probabilidad de que exactamente dos pasantes se encuentren entre los cuatro seleccionados.

Se ha de realizar un estudio en un hospital para determinar las actitudes de los enfermeros hacia diversos
procedimientos administrativos. Se ha de seleccionar una muestra de 10 enfermeros de entre un total de
90 enfermeros empleadas por el hospital.

a ;Cudntas muestras diferentes de 10 enfermeros se pueden seleccionar?

b Veinte de los 90 enfermeros son hombres. Si 10 enfermeros se seleccionan al azar entre los emplea-
dos por el hospital, ;cudl es la probabilidad de que la muestra de diez incluird exactamente 4 hombres
(y 6 mujeres) enfermeros?

Una estudiante se prepara para un examen estudiando una lista de diez problemas. Ella puede resolver
seis de ellos. Para el examen, el profesor selecciona cinco problemas al azar de los diez de la lista dada
a los estudiantes. ;Cudl es la probabilidad de que la estudiante pueda resolver los cinco problemas del
examen?

Se sacan dos cartas de una baraja estdndar de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de obtener un as y una
figura?

Se reparten cinco cartas de una baraja de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de sacar

a 3asesy2reyes?,

b un “full” (tres cartas de una clase, 2 cartas de otra clase)?

Se reparten cinco cartas de una baraja de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de sacar

a 1as, 1dos,1tres, 1 cuatro y 1 cinco (esta es una forma de obtener una “escalera”)?,
b cualquier escalera?

Consulte el Ejemplo 2.7. Suponga que registramos el nacimiento para cada una de las n personas selec-
cionadas al azar.

a Escriba una expresion para la probabilidad de que ninguna comparta el mismo cumpleafios.

b ;Cudl es el valor mds pequefio de n para que la probabilidad sea al menos .5 de que como minimo dos
personas comparten el mismo cumpleafios?

Suponga que preguntamos a n personas seleccionadas al azar si cumplen afios el mismo dia que usted.

a Escriba una expresion para la probabilidad de que nadie comparta su cumpleaiios con usted (pase por
alto los afios bisiestos).

b ;Cudntas personas es necesario seleccionar para que la probabilidad sea al menos .5 de que como
minimo una comparta cumpleafios con usted?

Un fabricante tiene nueve motores distintos en existencia, dos de los cuales llegaron de un proveedor en
particular. Los motores deben dividirse entre tres lineas de produccion, con tres motores pasando a cada
linea. Si la asignacion de motores a lineas es aleatoria, encuentre la probabilidad de que ambos motores
del proveedor particular sean asignados a la primera linea.

Los ocho miembros del Consejo Asesor de Relaciones Humanas de Gainesville, Florida, consider6 la
queja de una mujer que alegaba discriminacién, basada en su género, de parte de una empresa local.
El Consejo, compuesto de cinco mujeres y tres hombres, voté 5—3 a favor de la quejosa, con las cinco
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mujeres votando a favor de ella y los tres hombres en contra. El abogado que representaba a la compaiifa
apel? la decision del Consejo reclamando sesgo de género de parte de los miembros del Consejo. Si no
hubo sesgo de género entre los miembros del Consejo, podria ser razonable hacer conjeturas de que seria
probable que cualquier grupo de cinco miembros votara a favor de la quejosa como lo harfa cualquier
otro grupo de cinco. Si éste fuera el caso, ;cudl es la probabilidad de que el voto se dividiera por lineas
de género (cinco mujeres a favor, tres hombres en contra)?

Un dado balanceado se tira seis veces y cada vez se registra el nimero de su cara superior, ;Cual es la
probabilidad de que los nimeros registrados sean 1, 2, 3,4, 5y 6 en cualquier orden?

Consulte el Ejercicio 2.64. Suponga que el dado ha sido alterado para que las caras sean 1,2, 3,4,5y 5.
Si el dado se tira cinco veces, ¢cudl es la probabilidad de que los nimeros registrados sean 1, 2, 3,4y 5
en cualquier orden?

Consulte el Ejemplo 2.10. ;Cudl es la probabilidad de que
a el miembro de un grupo étnico sea asignado a cada tipo de trabajo?,
b no se asigne ningin miembro de un grupo étnico a un trabajo tipo 4?

Consulte el Ejemplo 2.13. Suponga que el nimero de distribuidores es M = 10 y que hay n = 7 pedidos
por ser colocados. ;Cudl es la probabilidad de que

a todos los pedidos vayan a distribuidores diferentes?,
*b el distribuidor I obtenga exactamente dos pedidos y el distribuidor II obtenga exactamente tres pedidos?,
*c los distribuidores I, IT y III obtengan exactamente dos, tres y un pedido(s), respectivamente?

Demuestre que, para cualquier entero n 2 1,

a (:l) = 1. Interprete este resultado.

b () = 1.Interprete este resultado.

c (") =("). Interprete este resultado.

r n—r.

n
n . ., . .
d Z () = 2". [Sugerencia: considere la expansién binomial de (x + y)" conx =y = 1.]
. i
i=0
n+l\ _ (n n
Demuestre que (", ') = (}) + (")
Considere la situacién en la que n articulos se han de dividir en k < n subconjuntos distintos. Los coeficien-

n

tes multinomiales ( . ) dan el nimero de particiones distintas donde n, articulos estdn en el grupo

nynyon

1, n, estdn en el grupo 2, ..., n, estdn en el grupo k. Demuestre que el nimero total de particiones dis-
tintas es igual a k". [Sugerencia: recuerde el Ejercicio 2.68(d).]

Probabilidad condicional
y la independencia de eventos

La probabilidad de un evento en ocasiones depende de si sabemos que han ocurrido otros
eventos. Por ejemplo, los pescadores deportivos de Florida estan vitalmente interesados en la
probabilidad de lluvia. La probabilidad de lluvia en un dia determinado, si no se hace caso de
las condiciones atmosféricas diarias o de otros eventos, es la fraccion de dias en los que hay
lluvia en un largo periodo. Esta es la probabilidad incondicional del evento “Iluvia en un dia
determinado”. Ahora suponga que deseamos considerar la probabilidad de lluvia mafiana.
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DEFINICION 2.9

Ha llovido casi continuamente durante dos dias seguidos y una tormenta tropical se aproxi-
ma por la costa. Tenemos informacién adicional en relacién con si llueve o no llueve mafiana
y estamos interesados en la probabilidad condicional de que llovera dada esta informacion.
Un residente de Florida nos dirfa que la probabilidad condicional de lluvia (dado que ha llo-
vido dos dias antes y que se ha pronosticado una tormenta tropical) es mucho mayor que una
probabilidad incondicional de lluvia.

La probabilidad incondicional de un 1 en el tiro de un dado balanceado es 1/6. Si sabemos
que ha caido un niimero impar, el niimero del dado debe ser 1, 3 0 5 y la frecuencia relativa de que
haya un 1 es 1/3. La probabilidad condicional de un evento es la probabilidad (frecuencia
relativa de ocurrencia) del evento dado el hecho de que uno o mds eventos ya han ocurrido.
Un examen cuidadoso de este ejemplo indicard el acuerdo de la siguiente definicién con el
concepto de probabilidad de frecuencia relativa.

La probabilidad condicional de un evento A, dado que un evento B ha ocurrido, es
igual a

P(ANB)

siempre que P(B) > 0. [El simbolo P(A|B) se lee “probabilidad de A dada B”.]

Una confirmacién adicional de la consistencia de la Definicién 2.9 con el concepto de
probabilidad de frecuencia relativa se puede obtener de la siguiente construccién. Suponga
que un experimento se repite un gran nimero de veces, N, resultaen Ay B, A U B, n,, veces;
AynoB, A NB, n,, veces; By no A, ANB, n,, veces; y ni A ni B, AN B, nys, veces. Estos
resultados estan contenidos en la Tabla 2.1.

Nétese que n,, + n,, + n,, + n,, = N. Entonces se deduce que

+ +
p(A)zn”Ninﬂ’ P(B)z¥, P(A|B)’xn+’
ni tnp

ni

P(B|A) = y P(ANB) = %

ny +ng’
donde = se lee aproximadamente igual a.
Con estas probabilidades, es facil ver que

P(ANB) P(AIB) ~ P(ANB)

POIA = =58 Y “P(B)

Por tanto, la Definicién 2.9 es consistente con el concepto de probabilidad de frecuencia re-
lativa.

Tabla 2.1 Tabla para eventos Ay B

A A
B ni ni ny +np
B Ny nyn nyp +nap
ny tny  nptnp N
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EJEMPLO 2.14

Solucion

Suponga que un dado balanceado se tira una vez. Use la Definicion 2.9 para hallar la probabi-
lidad de un 1, dado que se obtuvo un nimero impar.

Defina estos eventos:

A: observarun 1.

B: observar un nimero impar.
Buscamos la probabilidad de A dado que el evento B ha ocurrido. El evento A N B requiere
que se observen un 1 y un nimero impar. En este caso, A C B,de modoque AN B =AYy
P(A N B) = P(A) = 1/6. También, P(B) = 1/2 y, usando la Definici6n 2.9,

Noétese que este resultado estd en completo acuerdo con nuestra anterior evaluacion intuitiva
de esta probabilidad. |

DEFINICION 2.10

Suponga que la probabilidad de que ocurra un evento A no es afectada por que ocurra o no
ocurra el evento B. Cuando esto sucede, estarfamos inclinados a decir que los eventos A y B
son independientes. Esta relacion de eventos estd expresada por la siguiente definicion.

Se dice que dos eventos A y B son independientes si se cumple cualquiera de los siguien-
tes casos:

P(A|B) = P(A),
P(B|A) = P(B),
P(ANB) = P(A)P(B).

De otro modo, se dice que los eventos son dependientes.

La nocién de independencia como concepto probabilistico estd de acuerdo con nuestro
uso diario de la palabra si cuidadosamente consideramos los eventos en cuestion. Casi todos
estarfamos de acuerdo en que “fumar” y “contraer cdncer de pulmén” no son eventos inde-
pendientes y de modo intuitivo sentirifamos que la probabilidad de contraer cdncer de pulmén,
dado que una persona fuma, es mayor que la probabilidad (incondicional) de contraer cdncer
de pulmén. En contraste, los eventos “lloverd hoy” y “lloverd dentro de un mes” muy bien
pueden ser independientes.

EJEMPLO 2.15

Considere los siguientes eventos en el tiro de un solo dado:
A: observar un nimero impar.
B: observar un nimero par.
C: observarun 1 o 2.
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Solucion

a (A 'y B son eventos independientes?
b ;Ay C son eventos independientes?

a Para decidir si A y B son independientes, debemos ver si satisfacen las condiciones de
la Definicion 2.10. En este ejemplo, P(A) = 1/2, P(B) = 1/2 y P(C) = 1/3. Como A N
B =, P(AIB) = 0y es evidente que P(A|B) # P(A). Los eventos A y B son dependien-
tes.

b ;A y C son independientes? Observe que P(A|C) = 1/2 y, como antes, P(A) = 1/2. Por
tanto, P(A|C) = P(A) y A y C son independientes. |

EJEMPLO 2.16

Tres marcas de café, X, Yy Z, van a ser clasificadas por un juez de acuerdo con su sabor.
Defina los siguientes eventos:

A: lamarca X es preferidaala Y.

B: la marca X es clasificada como la mejor.

C: la marca X es clasificada como la segunda mejor.
D: la marca X es clasificada como la tercera mejor.

Si el juez en realidad no tiene preferencia por el sabor y al azar asigna lugar a las marcas,
(el evento A es independiente de los eventos B, C'y D?

Soluciéon  Los seis puntos muestrales igualmente probables para este experimento estdn dados por
E\:XYZ, E;:YXZ Es:ZXY,
Ey: XZY, E . YZX, Eq¢:ZYX,
donde X Y Z denota que X es clasificada como la mejor, Y es la segunda mejor y Z al dltimo.
Entonces A = {Ey, E, Es}, B = {E|, E2}, C = {E3, Es}, D = {E4, E¢} y se deduce
que
P(ANB)
P(A) =1/2, P(A|B) = W =1, P(A|C) =1/2, P(A|D) = 0.
Asti, los eventos A y C son independientes, pero los eventos A y B son dependientes. Los
eventos A y D también son dependientes. |
Ejercicios
2.71 Si dos eventos, A y B, son tales que P(A) = .5, P(B) = .3,y P(A N B) = .1, encuentre lo siguiente:

a P(A|B)
b P(B|A)
¢ P(A|JAUB)
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d P(A|[ANB)
e P(ANB|AUB)

Para cierta poblacién de empleados, el porcentaje que aprueba o reprueba un examen de competencia en
un trabajo, indicado de acuerdo con el género, fueron como se ve en la tabla siguiente. Esto es, de todas
las personas que tomaron el examen, 24% estaban en la categoria de hombre-aprobado, 16% estuvieron
en la categoria de mujer-reprobada y asi sucesivamente. Un empleado va a ser seleccionado al azar de
esta poblacion. Sea A el evento de que el empleado obtenga una calificacién de aprobado en el examen
y sea M el evento de que se seleccione un hombre.

Género
Resultado Masculino (M) Femenino (F) Total
Aprobado (A) 24 36 60
Reprobado (A) 16 24 40
Total 40 60 100

a (Los eventos A y M son independientes?
b ;Los eventos A y F son independientes?

Gregor Mendel fue un monje que, en 1865, sugirié una teoria de la herencia basada en la ciencia de la
genética. El identific6 individuos heterocigotos para color de flor que tenfan dos alelos (un r = alelo
color blanco recesivo y un R = alelo color rojo dominante). Cuando estos individuos se apareaban, se
observaba que 3/4 de la descendencia tenian flores rojas y 1/4 tenfan flores blancas. La tabla siguiente
resume este apareamiento; cada padre da uno de sus alelos para formar el gen de la descendencia.

Padre 2

Padre 1 r R

r I rR
R Rr RR

Suponemos que es igualmente probable que cada padre contribuye con cualquiera de los dos alelos y
que, si uno o dos de los alelos en un par es dominante (R), la descendencia tendra flores rojas. (Cudl es
la probabilidad de que un descendiente tenga

a al menos un alelo dominante?,
b al menos un alelo recesivo?,
¢ un alelo recesivo, dado que la descendencia tiene flores rojas?

Cien adultos fueron entrevistados en una encuesta por teléfono. De interés fue la opinién de ellos con
respecto a las cargas que implican los préstamos para estudiantes universitarios y si quienes respondie-
ron tenfan un hijo actualmente en la universidad. Sus respuestas se resumen en la tabla siguiente:

Carga de préstamo

Hijo en la

universidad ~ Demasiado alta(A) Razonable (B)  Demasiado baja (C) Total
Si (D) .20 .09 .01 .30
No (E) 41 21 .08 .70

Total .61 .30 .09 1.00
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De los siguientes eventos, ;cudles son independientes?
a AyD
b ByD
c CyD

Se reparten cartas, una a la vez, de una baraja de 52 cartas.

a Si las primeras 2 cartas son espadas, ;cudl es la probabilidad de que las siguientes 3 cartas también

sean espadas?

b Si las primeras 3 cartas son todas de espadas, ¢cudl es la probabilidad de que las 2 cartas siguientes

sean también espadas?

c Si las primeras 4 cartas son todas de espadas, ¢cudl es la probabilidad de que la siguiente carta sea

también una espada?

Una encuesta de consumidores en una comunidad particular mostré que 10% no estaban satisfechos con
los trabajos de plomeria realizados en sus casas. La mitad de las quejas se referia al plomero A, que rea-
liza 40% de los trabajos de plomeria de la poblacién. Encuentre la probabilidad de que un consumidor

obtenga

a un trabajo de plomeria no satisfactorio, dado que el plomero era A.
b un trabajo de plomeria satisfactorio, dado que el plomero era A.

Un estudio de conducta, después de un tratamiento hecho a gran niimero adictos a las drogas, sugiere
que la probabilidad de hallarlos culpables no mds de dos afios después del tratamiento depende de la
educacién de los infractores. Las proporciones del nimero total de casos que caen en cuatro categorias

de educacion-culpabilidad se muestran en la tabla siguiente:

Situacion en no mas de 2 afos
después de tratamiento

Educacién Culpable  No culpable Total
10 afios 0 mas .10 .30 40
9 afios 0 menos 27 33 .60
Total 37 .63 1.00

Suponga que se selecciona un solo infractor del programa de tratamiento. Defina los eventos:

A: el infractor tiene 10 o mas afios de educacion.

B: el infractor es hallado culpable en no mas de dos afios después de terminar el tratamiento.

Encuentre lo siguiente:

P(A).
P(B).
P(ANB).
P(AUB).
P(A).
P(AUB).
P(ANB).
P(A|B).
P(B|A).

S50 - N T oW

En la definicién de la independencia de dos eventos, nos dan tres igualdades para comprobarlas:
P(A|B) = P(A)oP(B|A) = P(B)o P(ANB) = P(A)P(B).Si una cualquiera de estas igualdades se
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cumple, A y B son independientes. Demuestre que si cualquiera de estas igualdades se cumple, las otras
dos también se cumplen.

Suponga que A y B son eventos mutuamente excluyentes, con P(A) > 0y P(B) < 1. ;A y B son indepen-
dientes? Justifique su respuesta.

Suponga que A C By que P(A) > 0y P(B) > 0. ;A y B son independientes? Justifique su respuesta.
Si P(A) > 0, P(B) > 0y P(A) < P(A|B), demuestre que P(B) < P(B|A).

Suponga que A C B'y que P(A) > 0y P(B) > 0. Demuestre que P(B|A) = 1y P(A|B) = P(A)/P(B).
Si A 'y B son eventos mutuamente excluyentes y P(B) > 0, demuestre que

P(A)

P(A|[AUB) = 7P(A) FPB)

Dos leyes de probabilidad

Las dos leyes siguientes proporcionan las probabilidades de uniones e intersecciones de even-
tos. Como tales, desempefian un importante papel en el método de composicién de evento
para la solucién de problemas de probabilidad.

Ley multiplicativa de probabilidad La probabilidad de la interseccion de dos eventos
AyBes

P(ANB) = P(A)P(B|A)
= P(B)P(A|B).

Si A y B son independientes, entonces

P(ANB) = P(A)P(B).

La ley multiplicativa se deduce directamente de la Definicién 2.9, la definicién de pro-
babilidad condicional.

Observe que la ley multiplicativa se puede extender para hallar la probabilidad de la intersec-
cién de cualquier nimero de eventos. Entonces, aplicando dos veces el Teorema 2.5, obtene-
mos

P(ANBNC) = P[(ANB)NC] = P(ANB)P(C|ANB)
= P(A)P(B|A)P(C|ANB).

La probabilidad de la interseccién de cualquier niimero de k eventos, por ejemplo, se puede
obtener en la misma forma:

P(A; NA, NA3 N -+~ NAL) = P(A1)P(Ay]A)) P(As|A; NAY)
- P(AlAL NA N - NA ).

La ley aditiva de probabilidad da la probabilidad de la unién de dos eventos.
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TEOREMA 2.6 Ley aditiva de probabilidad La probabilidad de la unién de dos eventos A y B es

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Si A y B son eventos mutuamente excluyentes, P(A N B) =0y

P(AUB) = P(A) + P(B).

Demostracion La prueba de la ley aditiva se puede deducir al inspeccionar el diagrama de Venn de la
Figura 2.10.
Observe que A UB = A U(A NB),donde Ay (A N B) son eventos mutuamente
excluyentes. Ademas, B = (A NB)U(A NB), donde (AN B) y (A N B) son eventos
mutuamente excluyentes. Entonces, por el Axioma 3,

P(AUB) = P(A)+ P(ANB) y P(B)=P(ANB)+ P(ANB).

Laigualdad dadaaladerechaimplicaque P (ANB) = P(B) — P(A N B).Sustituyendo
esta expresion por P(A N B) en la expresion para P(A U B) dada en la ecuacion del lado
izquierdo del par anterior, obtenemos el resultado deseado:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

La probabilidad de la unién de tres eventos se puede obtener al hacer uso del Teorema 2.6.
Observe que

P(AUBUC) = P[AU(B UCQ)]
= P(A)+ P(BUC) — P[AN(BUCQ)]
= P(A)+ P(B)+ P(C)—P(BNC)—P[(ANB)U(ANCQC)]
= P(A)+ P(B)+ P(C) —P(BNC)—P(ANB) — P(ANC)
+P(ANBNC)
porque(ANB)NANCO=ANBNC.

Otro resultado ttil que expresa la relacion entre la probabilidad de un evento y su comple-
mento se encuentra de inmediato disponible en los axiomas de probabilidad.

FIGURA 2.10
Diagrama de Venn
para la unién
deAyB
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Si A es un evento, entonces

P(A) =1 — P(A).

Observe que S = A UA. _ComoAy A son eventos mutuamente excluyentes, se deduce
que P(S) = P(A) + P(A). Por tanto, P(A) + P(A) = 1y el resultado sigue.

Como veremos en la Seccidn 2.9, en ocasiones es mds facil calcular P(Zlque calcular
P(A). En tales casos, es mds sencillo hallar P(A) por la relaciéon P(A) = 1 — P(A) que encon-
trar P(A) directamente.

Ejercicios

SiA,,A,yA;sontres eventos y P(A; NA;) = P(A; NA;) # pero P(A; NA;) = 0, demuestre que
P(al menosuna A;) = P(A;) + P(A,) + P(A3) —2P(A; NA,).

Si Ay B son eventos independientes, demuestre que A y B son también independientes. ;A y B son

independientes?

Suponga que A y B son dos eventos tales que P(A) = .8y P(B) = .7.
a (Es posible que P(A N B) = .1? ;Por qué si o por qué no?

b ;Cuadl es el valor mas pequefio posible de P(A N B)?

¢ (Es posible que P(A N B) = .77? ;Por qué si o por qué no?

d ;Cudl es el mdximo valor posible para P(A N B)?

Suponga que A y B son dos eventos tales que P(A) + P(B) > 1.

a ;Cudl es el minimo valor posible para P(A N B)?

b (Cudl es el mdximo valor posible para P(A N B)?

Suponga que A y B son dos eventos tales que P(A) = .6 y P(B) = .3.
a (Es posible que P(A N B)= .1? ;Por qué si o por qué no?

b (Cudl es el minimo valor posible para P(A N B)?

¢ (Es posible que P(A N B)= .7? ;Por qué si o por qué no?

d ;Cudl es el maximo valor posible para P(A N B)?

Suponga que A y B son dos eventos tales que P(A) + P(B) < 1.

a (Cudl es el minimo valor posible para P(A N B)?

b ;Cuil es el médximo valor posible para P(A N B)?

Suponga que hay 1 en 50 probabilidades de lesién en un solo intento de paracaidismo.

a Si suponemos que los resultados de diferentes saltos son independientes, ;cudl es la probabilidad de
que una paracaidista se lesione si salta dos veces?

b Un amigo dice que si hay 1 en 50 probabilidades de lesién en un solo salto entonces hay un 100% de
probabilidad de lesién si una paracaidista salta 50 veces. ; Tiene razén su amigo? ;Por qué?
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(Pueden A y B ser mutuamente excluyentes si P(A) = .4y P(B) =.7? ;Si P(A) = .4y P(B) = .3? ;{Por
qué?

Una politica que requiere que todos los empleados hospitalarios hagan exdmenes de detector de men-
tiras reduce pérdidas debidas a robos, pero algunos empleados consideran tales exdmenes como una
violacidn a sus derechos. Experiencias pasadas indican que los detectores de mentiras tienen porcentajes
de precisién que varfan de 92% a 99%.? Para tener alguna idea de los riesgos a los que se enfrentan los
empleados cuando hacen un examen de detector de mentiras, suponga que la probabilidad es .05 de que
un detector de mentiras concluya que una persona estd mintiendo y que, en realidad, esté diciendo la
verdad, y suponga que cualquier par de exdmenes son independientes. ;Cual es la probabilidad de que
una maquina concluya que

a cada uno de tres empleados estd mintiendo cuando todos estdn diciendo la verdad?,
b al menos uno de los tres empleados estd mintiendo cuando todos estdn diciendo la verdad?

En un juego de softball, una jugadora tiene tres oportunidades para conectar un imparable. En cada
intento, ella conecta un hit, H, o no conecta, M. El juego requiere que la jugadora debe alternar la mano
que usa en intentos sucesivos, es decir, si ella hace su primer intento con la mano derecha, debe usar
la izquierda para el segundo intento y su mano derecha para el tercero. Su oportunidad de conectar un
hit con la derecha es .7 y con la izquierda es .4. Suponga que los resultados de intentos sucesivos son
independientes y que ella gana el juego si conecta al menos dos hits consecutivos. Si ella hace su primer
intento con la mano derecha, ;cudl es la probabilidad de que gane el juego?

Un sistema detector de humo utiliza dos dispositivos, A y B. Si hay humo, la probabilidad que sea detec-
tado por el dispositivo A es .95; por el dispositivo B, .90; y por ambos dispositivos, .88.

a Si hay humo, encuentre la probabilidad de que el humo sea detectado ya sea por el dispositivo A o el
B o por ambos.

b Encuentre la probabilidad de que el humo no sea detectado.

Dos eventos A 'y B son tales que P(A) = .2, P(B) = .3y P(A UB) = .4. Encuentre lo siguiente:

a P(ANB)

b P(AUB)

¢ P(ANB)

d P(A|B)

Si Ay B son eventos independientes con P(A) = .5 y P(B) = .2, encuentre lo siguiente:

a P(AUB)

b P(ANB)

¢ P(AUB)

Considere la porcién siguiente de un circuito eléctrico con tres relevadores. Circulara corriente del punto
a al b si hay al menos un circuito cerrado cuando los relevadores estan activados. Los relevadores fun-

cionan mal y no cierran cuando se activan. Suponga que los relevadores actian de manera independiente
entre si y cierran en forma apropiada cuando son activados con una probabilidad de .9.

a (Cudl es la probabilidad de que circule corriente cuando los relevadores se activan?

b Dado que circul6 corriente cuando se activaron los relevadores, ¢cudl es la probabilidad de que el
relevador 1 funcione?

2. Fuente: Copyright © 1980 Sentinel Communications Co. Todos los derechos reservados.
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ONC)

——e B

©

Con relevadores operando como en el Ejercicio 2.97 compare la probabilidad de que circule corriente de
a a b en el sistema en serie que se muestra

. I N °
4 O, O, 5

con la probabilidad de circulacién en el sistema en paralelo que se muestra.

© 0O

Suponga que A y B son eventos independientes tales que la probabilidad de que ninguno suceda es a y
1—-b—a

1-b
Demuestre que el Teorema 2.6, la ley aditiva de probabilidad, se cumple para probabilidades condicio-
nales. Esto es, si A, B'y C son eventos tales que P(C) > 0, demuestre que P(A UB|C) = P(A|C) +
.P(B|C)—P(ANB|C).[Sugerencia: haga uso de la ley distributiva (AUB)NC = (ANC)U(BNC).]

la probabilidad de B es b. Demuestre que P(A) =

Los articulos que pasan por una linea de inspeccién son revisados visualmente por dos inspectores
sucesivos. Cuando un articulo defectuoso pasa por la linea de inspeccién, la probabilidad de que sea
captado por el primer inspector es .1. El segundo inspector “no ve” cinco de entre diez de los articulos
defectuosos que deja pasar el primer inspector. ;Cuadl es la probabilidad de que un articulo defectuoso
no sea captado por ambos inspectores?

Las enfermedades I y II son prevalecientes entre las personas de cierta poblacién. Se supone que 10%
de la poblacién contraerd la enfermedad I alguna vez en su vida, 15% contraerd la enfermedad II con el
tiempo y 3% contraerd ambas enfermedades.

a Encuentre la probabilidad de que una persona escogida al azar de esta poblacién contraiga al menos
una enfermedad.

b Encuentre la probabilidad condicional de que una persona escogida al azar de esta poblacién contrai-
ga ambas enfermedades, dado que €l o ella ha contraido al menos una enfermedad.

Consulte el Ejercicio 2.50. Horas después de que fuera anunciada la manipulacién de la loteria del esta-
do de Pennsylvania, los oficiales de la loterfa del estado de Connecticut quedaron sorprendidos al ente-
rarse que su nimero ganador para el dia fue el 666 (Los Angeles Times, 21 de septiembre de 1980).

a Toda la evidencia indica que la seleccién del 666 de Connecticut fue pura casualidad. ;Cual es la
probabilidad de que un 666 salga en Connecticut, dado que un 666 habia sido seleccionado el 24 de
abril de 1980 en la loteria de Pennsylvania?

b ;Cudl es la probabilidad de sacar un 666 en la loteria de Pennsylvania el 24 de abril de 1980 (re-
cuerde, este resultado fue una manipulacién) y un 666 el 19 de septiembre de 1980 en la loteria de
Connecticut?
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Si A y B son dos eventos, demuestre que P(ANB) =1 — P(A) — P(B). [Nota: ésta es una versién sim-
plificada de la desigualdad de Bonferroni.]

Si la probabilidad de lesiones en cada salto en paracaidas de un individuo es .05, use el resultado del
Ejercicio 2.104 para dar un limite inferior para la probabilidad de un aterrizaje seguro en los dos sal-
tos.

Si A y B son eventos igualmente probables y requerimos que la probabilidad de su interseccion sea al
menos .98, ;cudl es P(A)?

Sean A, By C eventos tales que P(A) > P(B) y P(C) > 0. Construya un ejemplo para demostrar que es
posible que P(A|C) < P(B|C).

Si A, By C son tres eventos, use dos aplicaciones del resultado del Ejercicio 2.104 para demostrar que
P(ANBNC) =1~ P(A) — P(B) — P(C).

Si A, By C son tres eventos igualmente probables, ;cudl es el minimo valor para P(A) tal que P(A N B
N C) siempre sea mayor que 0.95?

Calculo de la probabilidad de un evento:
el método de composicion de evento

Aprendimos en la Seccidn 2.4 que los conjuntos (eventos) se pueden expresar en ocasiones como
uniones, intersecciones o complementos de otros conjuntos. El método de composicién de
evento para calcular la probabilidad de un evento, A, lo expresa como una composicién que
comprende uniones y/o intersecciones de otros eventos. Las leyes de probabilidad se aplican
entonces para hallar P(A). Ilustraremos este método con un ejemplo.

EJEMPLO 2.17

Solucion

De los votantes en una ciudad, 40% son republicanos y 60% son demdcratas. Entre los re-
publicanos, 70% estan a favor de una emisién de bonos, en tanto que 80% de los demdcratas
estdn a favor de la emision. Si un votante se selecciona al azar en la ciudad, ;cudl es la proba-
bilidad de esté a favor de la emisién de bonos?

Denote con F el evento “a favor de la emisién de bonos”, con R el evento “se selecciona un
republicano” y con D el evento “se selecciona un democrata”. Entonces P(R) = .4, P(D) = .6,
P(F|R) = .7y P(F|D) = .8. Nétese que

P(F)= P(FNRYU(FN D)= P(FNR)+ P(FN D)

porque (F N R) y (F N D) son eventos mutuamente excluyentes. La Figura 2.11 ayudara a
visualizar el resultado de que F = (F NR) U(F N D). Ahora

P(FNR) = P(F|R)P(R) = (T)(.4) = .28,
P(FN D) = P(F|D)P(D) = (.8)(.6) = .48.

Se deduce que

P(F) = 28 + 48 = 76.
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EJEMPLO 2.18

Solucion

En el Ejemplo 2.7 consideramos un experimento en el que se registraron los cumpleafios de
20 personas seleccionadas al azar. En ciertas condiciones encontramos que P(A) = .5886,
donde A denota el evento de que cada persona tenga un cumpleafios diferente. Denote con B
el evento de que al menos un par de personas comparta cumpleafios. Encuentre P(B).

El evento B es el conjunto de todos los puntos muestrales en S que no estdn en A, es decir,
B = A. Por tanto,

P(B) =1— P(A) =1 —.5886 = .4114.

(Casi todos estarfamos de acuerdo en que esta probabilidad es sorprendentemente alta.) W

Consultemos el Ejemplo 2.4, que involucra los dos jugadores de tenis y denotemos con D,
y D, los eventos de que el jugador A gane el primero y segundo juegos, respectivamente. La
informacién dada en el ejemplo implica que P(D,) = P(D,) = 2/3. Ademas, si hacemos la su-
posicién de que D, y D, son independientes, se deduce que P(D; ND,) =2/3 X2/3 =4/9.
En ese ejemplo identificamos el evento simple E|, que denotamos como AA queriendo decir
que el jugador A gan6 ambos juegos. Con la notacién presente,

E] = D] sz,

y por tanto P(E|) = 4/9. Las probabilidades asignadas a los otros eventos simples del Ejemplo
2.4 se pueden verificar de un modo similar.

El método de composicién de evento no tendrd €xito a menos que se conozcan las proba-
bilidades de los eventos que aparecen en P(A) (después de aplicar las leyes aditiva y multipli-
cativa). Si no se conoce una o mas de estas probabilidades, el método falla. En ocasiones es
deseable formar composiciones de eventos mutuamente excluyentes o independientes; éstos
simplifican el uso de la ley aditiva, y la ley multiplicativa de probabilidad es mds facil de apli-
car a eventos independientes.
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A continuacién veamos un resumen de los pasos seguidos en el método de composicion
de evento:

1. Definir el experimento.

2. Visualizar la naturaleza de los puntos muestrales. Identificar unos pocos para
aclarar el modo de pensar del experto en estadistica.

3. Escribir una ecuacion que exprese el evento de interés, A por ejemplo, como una
composicién de dos o mas eventos, usando uniones, intersecciones y/o comple-
mentos. (No6tese que esto iguala conjuntos de puntos.) Asegurarse que el evento
A y el evento implicado por la composicién representan el mismo conjunto de
puntos muestrales.

4. Aplicar las leyes aditiva y multiplicativa de probabilidad a las composiciones ob-
tenidas en el paso 3 para hallar P(A).

El paso 3 es el mas dificil porque podemos formar muchas composiciones que seran equi-
valentes al evento A. El truco es formar una composicién en la que se conozcan todas las
probabilidades que aparezcan en el paso 4.

El método de composicién de evento no requiere indicar los puntos muestrales en S, pero
requiere un claro entendimiento de la naturaleza de un punto muestral tipico. El principal error
que los estudiantes cometen al aplicar el método de composicién de evento es cuando escriben
la composicion. Esto es, la ecuacion del conjunto de puntos que expresa A como la unién y/o
interseccion de otros eventos es, con frecuencia, incorrecta. Siempre compruebe su igualdad y
asegurese de que la composicién implica un evento que contenga el mismo conjunto de puntos
muestrales que en A.

Una comparacién de los métodos de punto muestral y de composicién de evento para
calcular la probabilidad de un evento se puede obtener al aplicar ambos métodos al mismo
problema. Aplicaremos el método de composicion de evento al problema de seleccionar soli-
citantes que fue resuelto por el método de punto muestral en los Ejemplos 2.11 y 2.12.

EJEMPLO 2.19

Soluciéon

Dos solicitantes se seleccionan al azar de entre cinco que han solicitado un trabajo. Encuentre
la probabilidad de que se seleccione exactamente uno de los dos mejores, evento A.

Defina los siguientes dos eventos:

B: Sacar al mejor y a uno de los tres solicitantes mas malos.

C: Sacar al segundo mejor y a uno de los tres solicitantes mas malos.
Los eventos B'y C son mutuamente excluyentes y A = B U C. También, sea D, = B, N B,,
donde

B, = Sacar al mejor en la primera oportunidad,

B, = Sacar uno de los tres solicitantes mas malos en el segundo intento,
y D, = B; N B,, donde

B; = Sacar uno de los tres solicitantes mds malos en el primer intento,

B, = Sacar al mejor en el segundo intento.

Observe que B = D, U D,.
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Del mismo modo, sea G, = C, N C,y G, = C; N C,, donde C,, C,, C; y C, estan definidas
como By, B,, By y B,, con las palabras segundo mejor sustituyendo a mejor. Nétese que D, y
D,y G, y G, son pares de eventos mutuamente excluyentes y que

A=BUC :(D1UD2)U(G1UG2),

Si aplicamos la ley aditiva de la probabilidad a estos cuatro eventos mutuamente excluyen-
tes tenemos

P(A) = P(Bi1N By) + P(B3N By) + P(C; N Cy) + P(C3N Cy).

Al aplicar la ley multiplicativa tenemos

P(B1N By) = P(B1)P(By| By).

La probabilidad de sacar al mejor en el primer intento es
P(B)) = 1/5.

Del mismo modo, la probabilidad de sacar uno de los tres mds malos en el segundo intento,
dado que el mejor fue sacado en la primera seleccidn, es

P(32|Bl) = 3/4

Entonces
P(ByN By) = P(B))P(By| By) = (1/5)(3/4) = 3/20.

Las probabilidades de todas las otras intersecciones en P(A), P(B3NBy), P(C1NCy)y
P(C3 N Cy) se obtienen exactamente del mismo modo y todas son iguales a 3/20. Entonces

P(A) = P(BiN By) + P(B3N By) + P(C1NCy) + P(C3N Cy)
= (3/20) + (3/20) +(3/20) +(3/20) = 3/5.

Esta respuesta es idéntica a la obtenida en el Ejemplo 2.12, donde P(A) se calcul6 usando
el método de punto muestral. |

EJEMPLO 2.20

Solucion

Se sabe que un paciente con una enfermedad responderd al tratamiento con probabilidad igual
a .9. Si tres pacientes con la enfermedad son tratados y responden de manera independiente,
encuentre la probabilidad de que al menos uno responda.

Defina los siguientes eventos:
A: Al menos uno de los tres pacientes respondera,
B,: El primer paciente no respondera.
B,: El segundo paciente no respondera.
B;: El tercer paciente no respondera.



66 Capitulo2 Probabilidad

Entonces observe que A = B; N B, N Bs. El teorema 2.7 implica que
P(A) = 1— P(A)

=1—P(B N BN By).
Aplicando la ley multiplicativa tenemos

P(B; N By N\B3) = P(B,)P(B,|B))P(B;|B; NBy),

donde, debido a que los eventos son independientes,
P(B;|By) = P(B;) = 0.1 y P(B3|B; NBy) = P(B3) =0.1.
Sustituyendo P(B,) = .1,i = 1, 2, 3, obtenemos
P(A) =1—(.1)° =.999.
Observe que hemos demostrado la utilidad de eventos complementarios. Este resultado es

importante porque con frecuencia es més f4cil hallar la probabilidad del complemento, P(A),
que hallar P(A) directamente. |

EJEMPLO 2.21

Solucion

La observacién de una fila de espera en una clinica médica indica que la probabilidad de que una
nueva llegada sea un caso de emergencia es p = 1/6. Encuentre la probabilidad de que el -
ésimo paciente sea el primer caso de emergencia. (Suponga que las condiciones en que llegan
los pacientes representan eventos independientes.)

El experimento consiste en observar las llegadas de pacientes hasta que aparezca el primer
caso de emergencia. Entonces los puntos muestrales para el experimento son
E;: El i-ésimo paciente es el primer caso de emergencia, parai = 1,2, ....
Como sélo un punto muestral cae en el evento de interés,
P(r-ésimo paciente es el primer caso de emergencia) = P(E,).

Ahora defina A; para denotar el evento de que la i-€sima llegada no sea un caso de emer-
gencia. Entonces podemos representar £, como la interseccion

E, =AINANA3N - NA,_ NA,.
Aplicando la ley multiplicativa tenemos
P(E;) = P(A)P(A2|AD)P(A3|Ay N Ag) - P(AJA1 N -+ N Ay,
y como los eventos A, A,, ..., A, ¥ A, son independientes, se deduce que

P(E,) = P(A))P(A2)--- P(A,_)P(A,) =(1—p)'p
= (5/6)""1(1/6), r=1,23,....
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Observe que

P(S) = P(E,) + P(Ey) + P(E3)+---+P(E;)+ -
(1/6) +(5/6)(1/6) +(5/6)*(1/6) + - -+ +(5/6) "' (1/6) + - -~

15\ 16
2 (e) e

Este resultado se obtiene de la féormula para la suma de una serie geométrica dada en el
Apéndice A1.11. Esta férmula, que expresa que si|r| <1, Y ;2 rf = ﬁ , es util en muchos
problemas simples de probabilidad. |

EJEMPLO 2.22

Solucion

Una mona ha de demostrar que reconoce los colores al lanzar al aire una bola roja, una negra
y una blanca en cajas de los mismos colores respectivamente, una bola por caja. Si la mona
no ha aprendido los colores y simplemente lanza una bola en una caja al azar, encuentre las
probabilidades de los siguientes resultados:

a No hay coincidencia de colores.
b Hay exactamente una coincidencia de colores.

Este problema se puede resolver si se hace una lista de puntos muestrales porque sélo hay tres
pelotas, pero se ilustrard un método mds general. Defina los eventos siguientes:

A,: Hay una coincidencia de colores en la caja roja.
A,: Hay una coincidencia de colores en la caja negra.
A;: Hay una coincidencia de colores en la caja blanca.

Hay 3! = 6 formas igualmente probables de lanzar pelotas al azar en las cajas con una pelota
en cada caja. También, hay s6lo 2! = 2 formas de lanzar las pelotas en las cajas si se requiere
que una caja en particular contenga una coincidencia de color. Por tanto,

P(A)) = P(Ay) = P(A3) =2/6 = 1/3.

Del mismo modo, se deduce que
P(A] ﬂAz) = P(A] nA3) = P(Az mA3) = P(A1 ﬂAz ﬂA3) = 1/6

Podemos ahora contestar los incisos a y b usando el método de composicion de eventos.
a Observe que

P (no hay coincidencia de colores) = 1 — P (al menos una coincidencia de colores)

1 —P(A; UA; UAj3)

1 =[P(A)) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 NA)
—P(A; NA3) — P(A, NA3) + P(A; NA; NA3)]
1 —[3(1/3) —3(1/6) +(1/6)] =2/6 = 1/3.
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b El estudiante debe demostrar que

P (exactamente una pareja) = P(A;) + P(A,) + P(A3)
—2[P(A; NA) + P(A; NA3) + P(A; NA3)]
+3[P(A; NAy; NA3)]
= (3)(1/3) = (2)(3)(1/6) +(3)(1/6) = 1/2. |

2.110

2.111

2.112

2.113

2.114

La mejor forma de aprender a resolver problemas de probabilidad es haciéndolos. Para
ayudar al estudiante a desarrollar experiencia, al final de esta seccidn, de este capitulo y de la
bibliografia se presentan muchos ejercicios.

Ejercicios

De los articulos producidos diariamente por una fébrica, 40% provienen de la linea [ y 60% de la linea
II. La linea I tiene un porcentaje de 8% de piezas defectuosas en tanto que la II tiene un porcentaje de
10%. Si se escoge al azar una pieza de la produccién diaria, encuentre la probabilidad de que no esté
defectuosa.

Una agencia de publicidad observa que aproximadamente 1 de cada 50 compradores potenciales de un

producto ve el anuncio en una revista determinada y 1 de cada 5 ve un anuncio correspondiente en tele-

visién. Uno de cada 100 los ve a ambos. Uno de cada 3 en realidad compra el producto después de ver

el anuncio y 1 de cada 10 sin verlo. ;Cudl es la probabilidad de que un cliente potencial seleccionado al

azar compre el producto?

Tres aparatos de radar, que operan de modo independiente, se ajustan para detectar cualquier avién que

vuele por cierta zona. Cada aparato tiene una probabilidad de .02 de no detectar un avién en su zona. Si

un avidn entra en €sta, ;cudl es la probabilidad de que

a no sea detectado?,

b sea detectado por los tres aparatos de radar?

Considere uno de los radares del Ejercicio 2.112. ;Cual es la probabilidad de que detecte correctamente

tres aviones antes de no detectar uno de ellos, si las llegadas de aviones son eventos individuales inde-

pendientes que suceden en tiempos diferentes?

Un detector de mentiras mostrard una lectura positiva (indica una mentira) 10% del tiempo cuando una

persona estd diciendo la verdad y 95% del tiempo cuando estd mintiendo. Suponga que dos personas son

sospechosas en un delito cometido por una persona y (de seguro) una es culpable y mentird. Suponga,

ademds, que el detector de mentiras opera de manera independiente para la persona honesta y para la

mentirosa. ;Cudl es la probabilidad de que el detector

a muestre una lectura positiva para ambos sospechosos?,

b muestre una lectura positiva para el sospechoso culpable y una lectura negativa para el sospechoso
inocente?,

c esté completamente equivocado, es decir, dé una lectura positiva para el sospechoso inocente y una
negativa para el culpable?,

d dé una lectura positiva para cualquiera de los sospechosos o para ambos?
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Un equipo de futbol tiene una probabilidad de .75 de ganar cuando juegue con cualquiera de los otros
equipos en su conferencia. Si los juegos son independientes, ¢cudl es la probabilidad de que el equipo
gane todos los juegos de su conferencia?

Una red de comunicaciones tiene un sistema integrado de seguridad contra fallas. En este sistema, si
falla la linea I, la sefial se desvia a la linea II; si también falla la linea II, la sefial se desvia a la linea III.
La probabilidad de falla de cualquiera de estas tres lineas es .01 y las fallas de estas lineas son eventos
independientes. ;Cudl es la probabilidad de que este sistema de tres lineas no falle por completo?

Una estacion de inspeccién de autos de un estado tiene dos equipos de inspeccion. El equipo 1 es poco
severo y pasa todos los automéviles de fabricacion reciente; el equipo 2 rechaza todos los autos en
una primera inspeccion porque “los faros no estin ajustados correctamente”. Cuatro automovilistas no
enterados llevan sus autos a la estacion para ser inspeccionados en cuatro dias diferentes y al azar selec-
cionan uno de los dos equipos.

a Si los cuatro autos son nuevos y en excelentes condiciones, ;cudl es la probabilidad de que tres de
ellos sean rechazados?

b (Cudl es la probabilidad de que los cuatro pasen?

La victima de un accidente morird a menos que en los siguientes 10 minutos reciba sangre Rh positiva
de tipo A, que puede ser donada por una sola persona. El hospital requiere 2 minutos para clasificar el
tipo de sangre de un donador en perspectiva y 2 minutos para completar la transfusién de sangre. Hay
numerosos donadores de sangre no clasificada y 40% de ellos tienen sangre Rh positiva tipo A. ;Cudl es
la probabilidad de que la victima del accidente sea salvada si sélo hay un equipo para clasificar el tipo
de sangre? Suponga que el equipo de clasificacién es reutilizable pero puede procesar s6lo un donador
ala vez.

Suponga que dos dados balanceados se lanzan repetidamente y la suma de las dos caras superiores se
determina en cada tiro. ;Cudl es la probabilidad de obtener

a una suma de 3 antes de obtener una suma de 7?,
b una suma de 4 antes de obtener una suma de 77

Suponga que dos refrigeradores defectuosos se han incluido en un embarque de seis refrigeradores. El
comprador empieza a probar los seis refrigeradores, uno por uno.

a (Cuadl es la probabilidad de que el dltimo refrigerador defectuoso sea encontrado en la cuarta prue-
ba?

b ;Cudl es la probabilidad de que no mds de cuatro refrigeradores necesiten ser probados para localizar
ambos refrigeradores defectuosos?

¢ Cuando nos indican que exactamente uno de los dos refrigeradores ha sido localizado en las primeras
dos pruebas, ;cudl es la probabilidad de que el refrigerador defectuoso restante se encuentre en la
tercera o cuarta pruebas?

Un nuevo secretario ha recibido n contrasefias de computadora, s6lo una de las cuales permitira el acce-
so a un archivo de computadora. Como el secretario no tiene idea de cudl contrasefia es la correcta, se-
lecciona una de ellas al azar y la prueba. Si es incorrecta, la desecha y selecciona al azar otra contrasefia
de entre las restantes, prosiguiendo asi hasta que encuentra la correcta.

a (Cudl es la probabilidad de que el secretario obtenga la contrasefia correcta en el primer intento?

b ;Cudl es la probabilidad de que el secretario obtenga la contrasefia correcta en el segundo intento?
.Y en el tercero?

¢ Un sistema de seguridad se ha iniciado para que si se prueban tres contrasefias incorrectas el archivo
de computadora queda bloqueado y se niega el acceso. Si n = 7, jcudl es la probabilidad de que el
secretario tenga acceso al archivo?
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2.10 Ley de probabilidad total y regla de Bayes

El método de composicion de evento para resolver problemas de probabilidad en ocasiones se
facilita al ver el espacio muestral, S, como una unién de subconjuntos mutuamente excluyen-
tes y usar la siguiente ley de probabilidad total. Los resultados de esta seccion estan basados
en la siguiente construccion.

DEFINICION 2.11 Para algin entero positivo &, sean los conjuntos B, B,, ..., B, tales que

1. S=31U32U"'UBk.
2. BBNB;j=,parai # j.

Entonces se dice que la coleccién de conjuntos {B;, B,, ..., B;} es una particion de S.

Si A es cualquier subconjunto de Sy {B,, B,, ..., B,} es una particién de S, A puede des-
componerse como sigue:

A=(ANB)UANBy)U---U(ANBy).

La Figura 2.12 ilustra esta descomposicion para k = 3.

TEOREMA 2.8 Suponga que {B,, B,, ..., B,} es una particién de S (vea la Definicién 2.11) tal que P(B))
>0, parai = 1,2, ..., k. Entonces, para cualquier evento A

k
P(A) =) P(A|B)P(B)).
i=1

Demostracion Cualquier subconjunto A de S puede escribirse como
A=ANS=ANMBUBU:---UBy)
= (ANB)U(ANBy) U---U(ANBY.

Observe que, como {B,, B,, ..., B,} es una particién de S, si i # j,

y que (A N B)) y (A N B;) son eventos mutuamente excluyentes. Entonces,
P(A) = P(ANB)) + P(ANBy) + -+ P(ANBy)
= P(A[B))P(B1) + P(A[B2)P(By) + - - - + P(A|By) P(By)

k
=Y P(A|B)P(B).
i=1
En los ejemplos y ejercicios que siguen, el lector verd que en ocasiones es mucho mas fécil

calcular las probabilidades condicionales P(A|B,) para una B, escogida de manera apropiada
que calcular P(A) directamente. En tales casos, la ley de probabilidad total puede aplicarse
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para determinar P(A). Usando el resultado del Teorema 2.8, es una cuestién sencilla deducir
el resultado conocido como regla de Bayes.

Regla de Bayes Supongaque {B,,B,, ..., B,} esuna particién de S (vea la Definicién
2.11) tal que P(B;) > 0, parai = 1, 2, ..., k. Entonces

P(A|B;)P(B;)

- :
> P(A|B)P(B;)
i=1

P(Bj|A) =

La demostracion se deduce directamente de la definicion de probabilidad condicional y
la ley de probabilidad total. Observe que
P(AN B)) _ P(A|B;)P(B))

P(A k
@ _Zl P(A|B;)P(B;)

P(Bj|A) =

EJEMPLO 2.23

Soluciéon

Un fusible electrénico es producido por cinco lineas de produccién en una operaciéon de ma-
nufactura. Los fusibles son costosos, sumamente confiables y se envian a proveedores en lotes
de 100 unidades. Como la prueba es destructiva, la mayoria de los compradores de fusibles
prueban sélo un nimero pequefio de ellos antes de decidirse a aceptar o rechazar lotes de fu-
sibles que lleguen.

Las cinco lineas de produccién producen fusibles al mismo ritmo y normalmente producen
s6lo 2% de fusibles defectuosos, que se dispersan al azar en la produccién. Desafortunadamente,
la linea 1 de produccién sufrié problemas mecanicos y produjo 5% de piezas defectuosas du-
rante el mes de marzo. Esta situacion lleg6 al conocimiento del fabricante después de que los fu-
sibles ya habian sido enviados. Un cliente recibi6 un lote producido en marzo y probd tres fusibles.
Uno fall6. ;Cual es la probabilidad de que el lote se haya producido en la linea 1?7 ;Cudl es la
probabilidad de que el lote haya provenido de una de las otras cuatro lineas?

Denotemos con B el evento de que un fusible se sac6 de la linea 1 y denotemos con A el evento
de que el fusible estuviera defectuoso. Se deduce entonces directamente que

P(B)=02 y (AIB) = 3(.05)(.95)* = .135375.
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FIGURA 2.13
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Del mismo modo,

P(B) = 0.8 y P(A|B) = 3(.02)(.98)> = .057624.

Observe que estas probabilidades condicionales fueron muy faciles de calcular. Usando la ley
de probabilidad total,

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
= (L135375)(. 2) + (.057624)(. 8) = .0731742.

Por ultimo,

P(BNA) _ P(A|B)P(B) _ (.135375)(.2) _

P(B|A) = >
(A) P(A) .0731742

.37,

P(B|A) =1— P(B|A) =1 — .37 = .63.

La Figura 2.13, obtenida usando la aplicacion Bayes’ Rule as a Tree, ilustra los diversos
pasos en el cdlculo de P(B|A). [ |

2,122

2.123

Ejercicios
Ejercicio de aplicacion Use la aplicacion Bayes’ Rule as a Tree para obtener los resultados dados en la

Figura 2.13.

Ejercicio de aplicacion Consulte el Ejercicio 2.122 y el Ejemplo 2.23. Suponga que las lineas 2 ala 5
siguen iguales, pero la linea 1 fue parcialmente reparada y produjo un menor porcentaje de defectos.
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a ;Qué impacto tendria esto en P(AIB)?

b Suponga que P(A|B) disminuy6 a .12 y todas las demés probabilidades siguieron sin cambio. Use la
aplicacién Bayes’ Rule as a Tree para reevaluar P(A|B).

¢ (Como se compara la respuesta que usted obtuvo en el inciso b con la obtenida en el Ejercicio 2.1227?
(Le sorprende este resultado?

d Suponga que todas las probabilidades siguen iguales excepto P(A|B). Use la aplicacién de prueba y
error para hallar el valor de P(A|B) para el cual P(BIA)= .3000.

e Silalinea 1 produjo sélo articulos defectuosos pero todas las otras probabilidades siguieron sin cam-
bio, jcudl es P(BIA)?

f Un amigo esperaba que la respuesta al inciso e fuera 1. Explique por qué, dadas las condiciones del
inciso e, P(BIA) # 1.

Una poblacién de electores contiene 40% de republicanos y 60% de demdcratas. Se publica que 30% de
los republicanos y 70% de los demdcratas estdn a favor de un tema de eleccién. Se encuentra que una
persona seleccionada al azar de esta poblacidn estd a favor del tema en cuestion. Encuentre la probabi-
lidad condicional de que esta persona sea un demdcrata.

Una prueba de diagndstico para una enfermedad es tal que (correctamente) detecta la enfermedad en
90% de los individuos que en realidad tienen la enfermedad. También, si una persona no tiene la enfer-
medad, la prueba reportard que €l o ella no la tiene con probabilidad .9. Sélo 1% de la poblacién tiene
la enfermedad en cuestion. Si una persona es seleccionada al azar de la poblacién y la prueba de diag-
néstico indica que tiene la enfermedad, ;cudl es la probabilidad condicional de que tenga, en realidad,
la enfermedad? ;La respuesta lo sorprende? ;Se considera confiable esta prueba de diagnéstico?

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 2.125. La probabilidad de que la prueba detecte la enfermedad
dado que el paciente tiene la enfermedad se denomina sensibilidad de la prueba. La especificidad de
la prueba es la probabilidad de que la prueba no indique enfermedad dado que el paciente no tiene en-
fermedades. El valor de prediccion positivo de la prueba es la probabilidad de que el paciente tenga la
enfermedad dado que la prueba indica que la enfermedad esta presente. En el Ejercicio 2.125, la enfer-
medad en cuestion era relativamente rara, presentdndose con una probabilidad .01 y la prueba descrita
tiene sensibilidad = especificidad = .90 y valor de prediccién positivo = .0833.

a En un esfuerzo por aumentar el valor de prediccion positivo de la prueba, la sensibilidad se aument6
a .95 y la especificidad permanecié en .90, ;cual es el valor de prediccion positivo de la prueba “me-
jorada”?

b Todavia no satisfechos con el valor de prediccién positivo del procedimiento, la sensibilidad de la
prueba se aumentd a .999. ;Cudl es el valor de prediccién positivo de la prueba modificada (ahora dos
veces) si la especificidad permanece en .90?

¢ Vea con cuidado los diversos nimeros que se emplearon para calcular el valor de prediccién positivo
de las pruebas. ;Por qué son tan pequeiios todos los valores de prediccion positivos? [Sugerencia:
compare el tamafio del numerador y el denominador empleados en el quebrado que da el valor del
valor de prediccion positivo. ;Por qué es (relativamente) tan grande el denominador?]

d La proporcion de individuos con la enfermedad no esté sujeta a nuestro control. Si la sensibilidad de
la prueba es .90, ;es posible que el valor de prediccion positivo de la prueba se pueda aumentar a un
valor arriba de .5? ;Cémo? [Sugerencia: considere mejorar la especificidad de la prueba.]

e Con base en los resultados de sus célculos en las partes previas, si la enfermedad en cuestion es re-
lativamente rara, ;como puede aumentarse significativamente el valor de prediccién positivo de una
prueba de diagnéstico?

Ejercicio Applet Consulte los Ejercicios 2.125 y 2.126. Suponga ahora que la enfermedad no es parti-
cularmente rara y que ocurre con probabilidad .4.
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a Si, como en el Ejercicio 2.125, una prueba tiene sensibilidad = especificidad = .90, ;cudl es el valor
de prediccidn positivo de la prueba?

b ;Por qué el valor de prediccién positivo de la prueba es mucho mds alto que el valor obtenido en el
Ejercicio 2.125? [Sugerencia: compare la magnitud del numerador y el denominador empleados en
la fraccion que da el valor del valor de prediccién positivo.]

c Si la especificidad de la prueba permanece en .90, ;la sensibilidad de la prueba puede ajustarse para
obtener un valor de prediccién positivo arriba de .87?

d Si la sensibilidad permanece en .90, ¢la especificidad puede ajustarse para obtener un valor de pre-
diccién positivo arriba de .957 ;Cémo?

e Los inventores de una prueba de diagndstico desean que la prueba tenga un alto valor de prediccion
positivo. Con base en los célculos del lector en partes previas de este problema y en el Ejercicio
2.126, ;el valor de la especificidad es mds o menos critico cuando se desarrolle una prueba para una
enfermedad mds rara?

Use el Teorema 2.8, la ley de probabilidad total, para demostrar lo siguiente:

a SiP(A|B) = P(A|B), entonces A y B son independientes.

b SiP(A[C) > P(B|C)y P(A|C) > P(B|C), entonces P(A) > P(B).

Se observa que hombres y mujeres reaccionan de modo diferente a un conjunto determinado de circuns-

tancias; se sabe que 70% de las mujeres reaccionan positivamente a estas circunstancias mientras que

de este mismo modo reaccionan s6lo 40% de los hombres. Un grupo de 20 personas, 15 mujeres y 5

hombres, se someti6 a estas circunstancias y a los sujetos se les pidié describieran sus reacciones en un

cuestionario escrito. Una respuesta escogida al azar de las 20 fue negativa. ;Cudl es la probabilidad de
que haya sido de un hombre?

Un estudio de residentes de Georgia sugiere que quienes trabajaron en astilleros durante la Segunda

Guerra Mundial fueron sometidos a un riesgo considerablemente mds alto de cancer pulmonar (Wall

Street Journal, 21 de septiembre de 1978).3 Se encontré que alrededor de 22% de quienes tuvieron

cancer pulmonar trabajaron en un tiempo en un astillero. En contraste, s6lo 14% de quienes no tuvieron can-

cer pulmonar trabajaron en un astillero. Suponga que la proporcién de todos los nativos de Georgia que

vivieron durante la Segunda Guerra Mundial que han contraido o contraerdn cdncer pulmonar es .04%.

Encuentre el porcentaje de georgianos que vivieron durante el mismo periodo que contraerdn (o ya han

contraido) cdncer pulmonar, dado que en algin tiempo han trabajado en un astillero.

La diferencia simétrica entre dos eventos A y B es el conjunto de todos los puntos muestrales que es-

tdn en exactamente uno de los conjuntos y con frecuencia se denota como A A B. Observe que

A A B = (ANB)U(A NB). Demuestre que P(A A B) = P(A) + P(B) - 2P(A N B).

Un avidn estd extraviado y se presume que tiene igual probabilidad de caer en cualquiera de tres regio-

nes. Si el avién cae realmente en la region i, denote con 1 — ¢; la probabilidad de que el avién sea hallado

en una bisqueda en la i-€sima regién, i = 1, 2, 3 . ;Cual es la probabilidad condicional de que el avién
se encuentre en la

a region 1, dado que la bisqueda en la regién 1 fue infructuosa?
b regién 2, dado que la bisqueda en la regién 1 fue infructuosa?
¢ regién 3, dado que la busqueda en la regién 1 fue infructuosa?

Un estudiante contesta una pregunta de opcién mdltiple de un examen que ofrece cuatro posibles res-
puestas. Suponga que la probabilidad de que el estudiante conozca la respuesta a la pregunta es .8 y la
probabilidad de que el estudiante adivine es .2. Suponga que si el estudiante adivina, la probabilidad de

3. Fuente: Wall Street Journal, © Dow Jones & Company, Inc. 1981. Todos los derechos reservados a nivel mun-
dial.
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que seleccione la respuesta correcta es .25. Si el estudiante contesta correctamente una pregunta, ;cual
es la probabilidad de que realmente conozca la respuesta correcta?

Hay dos métodos, A y B, para ensefiar cierta habilidad industrial. El porcentaje de no aprobados es 20%
para A 'y 10% para B, pero B es mds costoso y por tanto se usa sélo 30% del tiempo. (A es empleado el
otro 70%.) A una trabajadora se le ensefid la habilidad por uno de los dos métodos pero no la aprendid
correctamente. ;Cual es la probabilidad de que se le haya ensefiado por el método A?

De los viajeros que llegan a un pequefio aeropuerto, 60% vuelan en lineas aéreas importantes, 30% en
aviones de propiedad privada y el resto en aviones comerciales que no pertenecen a una linea aérea
importante. De quienes viajan en lineas aéreas importantes, 50% viajan por negocios en tanto que 60%
de quienes llegan en aviones privados y 90% de quienes llegan en otros aviones comerciales viajan por
negocios. Suponga que seleccionamos al azar una persona que llega a este aeropuerto. ;Cuadl es la pro-
babilidad de que la persona

a viaje por negocios?,

b viaje por negocio en un avién privado?,

¢ llegue en un avién privado, dado que la persona viaja por negocios?,
d viaja por negocio, dado que vuela en un avién comercial?

Un director de personal tiene dos listas de solicitantes para trabajos. La lista 1 contiene los nombres de
cinco mujeres y dos hombres, mientras que la lista 2 contiene los nombres de dos mujeres y seis hom-
bres. Un nombre se selecciona al azar de la lista 1 y se agrega a la lista 2. A continuacién se selecciona
al azar un nombre de la lista 2 aumentada. Dado que el nombre seleccionado es de un hombre, ¢ cudl es
la probabilidad de que un nombre de mujer se haya seleccionado originalmente de la lista 1?

Cinco tazones idénticos estdn marcados 1, 2, 3, 4 y 5. El tazén i contiene i bolas blancas y 5 — i bolas
negras, coni = 1,2, ..., 5. Un tazdn se selecciona al azar y dos bolas se seleccionan al azar (sin restitu-
cién) de él.

a (Cudl es la probabilidad de que ambas bolas seleccionadas sean blancas?

b Dado que ambas bolas seleccionadas son blancas, ;cudl es la probabilidad de que el taz6n 3 haya sido
seleccionado?

A continuacién estd una descripcién del juego de craps. Un jugador tira dos dados y calcula el total de
puntos de sus caras superiores. Si el primer tiro del jugador es un 7 o un 11, el jugador gana el juego. Si
el primer tiro es un 2, 3 0 12, el jugador pierde el juego. Si el jugador tira cualquier otra cosa (4, 5, 6, 8,
9 0 10) en el primer tiro, el valor serd el punto del jugador. Si el jugador no gana ni pierde en el primer
tiro, lanza los dados en forma repetida hasta que obtenga su punto o un 7. Gana si tira su punto antes de
tirar un 7 y pierde si tira un 7 antes de su punto. ;Cudl es la probabilidad de que el jugador gane un juego
de craps? [Sugerencia: recuerde el Ejercicio 2.119.]

Eventos numéricos y variables aleatorias

Los eventos de mayor interés para el cientifico, ingeniero u hombre de negocios son los iden-
tificados por nimeros, llamados eventos numéricos. El médico investigador estd interesado en
el evento de que diez de cada diez pacientes tratados sobreviva a una enfermedad; el hombre
de negocios estd interesado en el evento de que sus ventas en el afio préximo lleguen a 5 mi-
llones de ddlares. Denote con Y una variable a ser medida en un experimento. Como el valor
de Y varia dependiendo del resultado del experimento, se denomina variable aleatoria.

A cada punto del espacio muestral le asignaremos un nimero real que denote el valor de la
variable Y. El valor asignado a Y varia de un punto muestral a otro, pero a algunos puntos se
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FIGURA 2.14
Division de S en sub-
conjuntos que defi-
nen los eventos
Y=0,1,2,3y4

DEFINICION 2.12

les puede asignar el mismo valor numérico. Entonces, hemos definido una variable que es una
funcién de los puntos muestrales en S'y {todos los puntos muestrales donde Y = a} es el evento
numérico asignado al niimero a. De hecho, el espacio muestral S se puede dividir en subcon-
juntos para que a todos los puntos dentro de un subconjunto se les asigne el mismo valor de
Y. Estos subconjuntos son mutuamente excluyentes porque a ningiin punto se le asignan dos
valores numéricos diferentes. La divisién de S estd simbdlicamente indicada en la Figura 2.14
para una variable aleatoria que puede tomar valores 0, 1,2, 3 y 4.

Una variable aleatoria es una funcién de valor real para la cual el dominio es un espacio
muestral.

EJEMPLO 2.24

Solucion

Definir un experimento como lanzar dos monedas al aire y observar los resultados. Sea Y igual
al nimero de caras obtenido. Identifique los puntos muestrales en S, asigne un valor de Y a
cada punto muestral e identifique los puntos muestrales asociados con cada valor de la varia-
ble aleatoria Y.

Represente con Hy T cara y cruz, respectivamente, e identifique con un par ordenado de sim-
bolos al resultado de las monedas primera y segunda. (Asi, HT implica una cara en la primera
moneda y una cruz en la segunda.) Entonces los cuatro puntos muestrales en S son E;: HH,
E,: HT, E;: TH y E,: TT. Los valores de Y asignados a los puntos muestrales dependen del
ndmero de caras asociado con cada punto. Para E;: HH, se observaron dos caras, y a E, se le
asigna el valor Y = 2. Del mismo modo, asignamos los valores Y = 1aE,yE;,yY=0akE,.
Resumiendo, la variable aleatoria Y puede tomar tres valores, ¥ = 0, 1 y 2, que son eventos
definidos por conjuntos de puntos muestrales:

{Y =0} = {E4}, {Y = 1} ={E>, E3}, {Y =2} ={E\}. u

Denote con y un valor observado de la variable aleatoria Y. Entonces P(Y = y) es la suma
de las probabilidades de los puntos muestrales a los que se asigna el valor y.
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EJEMPLO 2.25

Solucion

Calcule las probabilidades para cada valor de Y del Ejemplo 2.24.

El evento {Y = 0} resulta s6lo del punto muestral E,. Si las monedas estdn balanceadas, los
puntos muestrales son igualmente probables; por tanto,

P(Y =0) = P(Ey) = 1/4.
Del mismo modo,

P(Y =1)=P(Ey) + P(E3) =1/2 y P(Y =2) = P(E)) = 1/4. |

2.139
2.140
2.141

2.142
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En los dos capitulos siguientes veremos un examen mads detallado de variables aleatorias.

Ejercicios

Consulte el Ejercicio 2.112. Con la variable aleatoria Y represente al nimero de aparatos de radar que
detectan un avidn particular. Calcule las probabilidades asociadas con cada valor de Y.

Consulte el Ejercicio 2.120. Con la variable aleatoria Y represente el nimero de refrigeradores defectuo-
sos hallados después de probar tres de ellos. Calcule las probabilidades para cada valor de Y.

Consulte de nuevo el Ejercicio 2.120. Con la variable aleatoria Y represente el nimero de la prueba en
la que se identifica el ultimo refrigerador defectuoso. Calcule las probabilidades para cada valor de Y.

Un proyectil puede aterrizar en cualquiera de cuatro posiciones, A, B, C'y D, con igual probabilidad. El
proyectil se usa dos veces y la posicion se anota en cada vez. Con la variable aleatoria Y denote el nimero
de posiciones en las que el proyectil no aterrizé. Calcule las probabilidades para cada valor de Y.

Muestreo aleatorio

Como tema final en este capitulo pasamos de la teorfa a la aplicaciéon y examinamos la na-
turaleza de experimentos realizados en estadistica. Un experimento estadistico involucra la
observacion de una muestra seleccionada de un conjunto més grande de datos, existente o
conceptual, llamado poblacion. Las mediciones de la muestra, vistas como observaciones de
los valores de una o mds variables aleatorias, se emplean entonces para hacer una inferencia
acerca de las caracteristicas de la poblacion objetivo.

(Como se hacen estas inferencias? Una respuesta exacta a esta pregunta se pospone para
mds adelante, pero una observacion general se deduce de nuestra exposicion en la Seccién 2.2.
Ahf aprendimos que la probabilidad de la muestra observada desempefia un importante papel
para hacer una inferencia y evaluar su credibilidad.

Sin extendernos sobre el punto, es claro que el método de muestreo afectard la probabilidad
del resultado de una muestra particular. Por ejemplo, supongamos que una poblacion ficticia
contiene s6lo N = 5 elementos, de los cuales pensamos tomar una muestra de tamafio n = 2.
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Se podrian revolver muy bien los elementos y seleccionar dos en forma tal que todos los pares
de elementos tengan igual probabilidad de seleccién. Un segundo procedimiento de muestreo
podria hacer necesario seleccionar un solo elemento, restituirlo en la poblacién y después
sacar de nuevo un solo elemento. Los dos métodos de seleccién de muestra se denominan
muestreo sin'y con reemplazo, respectivamente.

Silos todos los elementos de la poblacién N = 5 son claramente diferentes, la probabilidad de
sacar un par especifico, cuando se haga muestreo sin restitucion, es 1/10. La probabilidad
de sacar el mismo par especifico, cuando se haga muestreo con restitucion, es 2/25. Con toda
facilidad se pueden verificar estos resultados.

Se debe hacer notar que el método de muestreo, conocido como disefio de un experimento,
afecta la cantidad de informacién en una muestra y la probabilidad de observar un resultado
especifico de muestra. Por tanto, todo procedimiento muestral debe describirse con claridad si
deseamos hacer inferencias validas de muestra a poblacién.

El estudio del disefio de experimentos, los diversos tipos de disefios junto con sus propieda-
des, es en si mismo un curso. En consecuencia, en esta primera etapa de estudio presentamos
solo el procedimiento de muestreo mas sencillo, el muestreo aleatorio simple. La nocién de
muestreo aleatorio simple serd necesaria en subsecuentes exposiciones de las probabilidades
asociadas con variables aleatorias e inyectard algin realismo a nuestro examen de estadis-
tica. Eso es porque el muestreo aleatorio simple se emplea frecuentemente en la practica.
Definamos ahora el término muestreo aleatorio.

Represente con Ny n los nimeros de elementos en la poblacion y la muestra, respectiva-
mente. Si el muestreo se realiza en forma tal que cada una de las (1;’ ) muestras tiene igual
probabilidad de ser seleccionada, se dice que el muestreo es aleatorio y que el resultado
es una muestra aleatoria.

El muestreo aleatorio perfecto es dificil de alcanzar en la préctica. Si la poblacién no es
demasiado grande, podriamos escribir cada uno de los N nimeros en fichas, revolverlas todas
y seleccionar una muestra de » fichas. Los niimeros de las fichas especificarian las mediciones
que aparezcan en la muestra.

En computadora se han elaborado tablas de niimeros aleatorios para agilizar la seleccion
de muestras aleatorias. Un ejemplo de esas tablas es la Tabla 12, Apéndice 3. Una tabla de
nimero aleatorio es un conjunto de enteros (0, 1, ..., 9) generado de modo que, a la larga,
la tabla contendra los diez enteros en proporciones aproximadamente iguales, sin tendencias
en las formas en las que los digitos se generan. En consecuencia, si un digito se selecciona de
un punto aleatorio en la tabla, es igualmente probable que sea cualquiera de los digitos del O
al 9.

Escoger nimeros de la tabla es andlogo a sacar fichas numeradas de una pila revuelta, como
ya dijimos. Suponga que deseamos una muestra aleatoria de tres personas a seleccionarse de
una poblacién de siete personas. Podriamos numerar las personas del 1 al 7, poner los niime-
ros en fichas, revolver muy bien las fichas y luego sacar tres de ellas. De una forma andloga,
podrian poner la punta de un l4piz en un punto inicial aleatorio de la Tabla 12, Apéndice 3.
Suponga que la punta cae en la linea 15 de la columna 9 y que decidimos usar el digito de la
extrema derecha del grupo de cinco, que es un 5 en este caso. Este proceso es como sacar una
ficha con el nimero 5. Ahora proseguiriamos en cualquier direccién para obtener los nimeros
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restantes de la muestra. Si decidimos continuar hacia abajo de la pagina, el siguiente nimero
(inmediatamente abajo del 5) es un 2. Entonces nuestra segunda persona muestreada seria
el nimero 2. Continuando, llegamos a un 8 pero hay sélo siete elementos en la poblacién.
Entonces el 8 se pasa por alto y continuamos bajando por la columna; aparecen entonces dos
nimeros 5 pero ambos deben ser ignorados porque la persona 5 ya ha sido seleccionada. (La
ficha nimero 5 se ha retirado del montén.) Por tltimo, llegamos a un 1 y nuestra muestra de
tres estd completa con personas numeradas 5,2y 1.

Cualquier punto inicial se puede usar en una tabla de nimeros aleatorios y podemos con-
tinuar en cualquier direccién desde el punto inicial. No obstante, si se ha de usar mas de una
muestra en cualquier problema, cada una debe tener un punto inicial Gnico.

En muchas situaciones la poblacién es conceptual, como en una observacién hecha du-
rante un experimento de laboratorio. Aqui la poblacién se visualiza como las infinitamente
numerosas mediciones que se obtendrian si el experimento fuera a repetirse una y otra vez. Si
deseamos una muestra de n = 10 mediciones de esta poblacion, repetirfamos el experimento
10 veces y esperariamos que los resultados representen, con un grado razonable de aproxima-
cién, una muestra aleatoria.

Aun cuando el propdsito principal de esta exposicion fue aclarar el significado de una
muestra aleatoria, nos gustaria mencionar que algunas técnicas de muestreo son sélo parcial-
mente aleatorias. Por ejemplo, si deseamos determinar la preferencia electoral de la nacién en
una eleccién presidencial, es probable que no escojamos una muestra aleatoria de la poblacién
de votantes. Por pura casualidad, todos los votantes que aparezcan en la muestra podrian ser
sacados de una sola ciudad, San Francisco, por ejemplo, que no podria ser representativa de
la poblacién de todos los votantes de Estados Unidos. Preferirfamos una seleccion aleatoria
de votantes provenientes de distritos politicos mds pequefios, quizd estados, asignando un
nimero especifico a cada estado. La informacién de las submuestras seleccionadas al azar
sacadas de los estados respectivos se combinaria para formar una prediccién respecto a toda
la poblacién de votantes del pais. En general, deseamos seleccionar una muestra para obtener
una cantidad especifica de informacién a un costo minimo.

Resumen

Este capitulo se ha ocupado de dar un modelo para la repeticién de un experimento y, en con-
secuencia, un modelo para las distribuciones de frecuencia de poblacién del Capitulo 1. La
adquisicion de una distribucién de probabilidad es el primer paso para formar una teoria que
modele la realidad y para desarrollar la maquinaria para hacer inferencias.

Un experimento se definié como el proceso de hacer una observacion. Los conceptos de
evento, evento simple, espacio muestral y los axiomas de probabilidad han dado un modelo
probabilistico para calcular la probabilidad de un evento. Los eventos numéricos y la defini-
cién de una variable aleatoria se introdujeron en la Seccién 2.11.

Inherente al modelo es el método de punto muestral para calcular la probabilidad de un
evento (Seccion 2.5). Las reglas de conteo ttiles para aplicar el método de punto muestral se estu-
diaron en la Seccidén 2.6. El concepto de probabilidad condicional, las operaciones de dlgebra de
conjuntos, asi como las leyes de probabilidad ponen el escenario para el método de composi-
cién de evento para calcular la probabilidad de un evento (Seccién 2.9).

(De qué valor es la teoria de probabilidad? Proporciona la teoria y las herramientas para
calcular las probabilidades de eventos numéricos y por tanto las distribuciones de probabili-
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2.144
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dad para las variables aleatorias que se estudiaran en el Capitulo 3. Los eventos numéricos
de interés para nosotros aparecen en una muestra y vamos a calcular la probabilidad de una
muestra observada para hacer una inferencia acerca de la poblacién objetivo. La probabilidad
proporciona la base y las herramientas para la inferencia estadistica, objetivo de la estadis-
tica.
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Ejercicios complementarios

Demuestre que el Teorema 2.7 se cumple para probabilidades condicionales. Esto es, si P(B) > 0, en-
tonces P(A|B) = 1 — P(A|B).

Suponga que S contiene cuatro puntos muestrales, E|, E,, E; y E,.
a Haga una lista de todos los posibles eventos en S (incluyendo el evento nulo).

b En el Ejercicio 2.68(d), se demostré que >/, (7) = 2". Use este resultado para dar el nimero total
de eventos en S.

¢ SeanAy Bloseventos {E|, E,, E;} y {E,, E,}, respectivamente. Escriba los puntos muestrales en los
siguientes eventos: AU B, ANB, ANByAU B.

Un paciente que se somete a un examen fisico anual debe pasar por 18 verificaciones o pruebas. La
secuencia en la que las pruebas se realizan es importante porque el tiempo perdido entre pruebas va
a variar dependiendo de la secuencia. Si una experta en eficiencia fuera a estudiar las secuencias para
hallar la que requirié menor tiempo, ;cudntas secuencias estarfan incluidas en su estudio si todas las
posibles secuencias fueran admisibles?

Se sacan cinco cartas de una baraja estandar de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de que las cinco sean
del mismo “palo”?

Consulte el Ejercicio 2.146. Un jugador ha recibido cinco cartas: dos ases, un rey, un cinco y un 9. El
desechael 5y el 9y recibe dos cartas mds. ;Cudl es la probabilidad de que termine con un fi//?
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Una tolva contiene tres componentes provenientes del proveedor A, cuatro del proveedor B y cinco del
proveedor C. Si cuatro de los componentes se seleccionan al azar para probarlos, ;cudl es la probabili-
dad de que cada proveedor tenga al menos un componente probado?

Un grupo grande de personas se examinard para ver si presentan dos sintomas comunes de cierta enfer-
medad. Se piensa que 20% de las personas tienen sélo el sintoma A, 30% sdlo el sintoma B, 10% tienen
ambos sintomas y el resto no tiene ningtin sintoma. Para una persona escogida al azar de este grupo,
encuentre las siguientes probabilidades:

a La persona no tiene ningtin sintoma.
b La persona tiene al menos un sintoma.
¢ La persona tiene ambos sintomas, dado que tiene el sintoma B.

Consulte el Ejercicio 2.149. Con la variable aleatoria Y represente el nimero de sintomas que tiene una
persona escogida al azar del grupo. Calcule las probabilidades asociadas con cada uno de los valores de Y.

Un modelo para la Serie Mundial Dos equipos A y B juegan una serie de partidos hasta que un equipo
gane cuatro de ellos. Suponemos que los partidos se juegan de manera independiente y que la probabili-
dad de que A gane cualquier juego es p. ;Cudl es la probabilidad de que la serie dure exactamente cinco
partidos?

Sabemos lo siguiente acerca de un método colorimétrico que se utiliza para probar la existencia de ni-
tratos en el agua de lagos. Si los especimenes del agua contienen nitratos, una solucién que se aplica al
agua hard que el espécimen se vuelva rojo 95% de las veces. Cuando se usa en especimenes de agua sin
nitratos, la solucién hace que el agua se vuelva roja 10% de las veces (porque los elementos quimicos
que no sean nitratos se presentan ocasionalmente y también reaccionan al agente). La experiencia del
pasado en un laboratorio indica que los nitratos estdn contenidos en 30% de los especimenes de agua
que se envian al laboratorio para someterlos a pruebas. Si un espécimen de agua se selecciona al azar

a de entre los enviados al laboratorio, jcudl es la probabilidad de que se vuelva rojo cuando se pruebe?,
b y si se vuelve rojo cuando se prueba, ;cuél es la probabilidad de que en realidad contenga nitratos?

Algunos casos de historias clinicas indican que diferentes enfermedades producen sintomas idénticos.
Suponga que un conjunto particular de sintomas, denotado como H, se presenta sélo con cualquiera de
tres enfermedades, I, I, o I;. Suponga que la presentacién simultinea de mds de una de estas enferme-
dades es imposible y que

P(1,) = .01, P(I) = .005, P(I3) = .02.

Las probabilidades de desarrollar el conjunto de sintomas H, dada cada una de estas enfermedades, se
sabe que son

P(H|I}) =90,  P(H|L)=.95  P(H|L) =.75.

Suponiendo que una persona enferma presenta los sintomas, H, ;cudl es la probabilidad de que la per-

sona tenga la enfermedad /,?

a Un cajén contiene n = 5 pares de calcetines diferentes y distinguibles (un total de diez calcetines). Si
una persona (quiza en la oscuridad) selecciona al azar cuatro calcetines, ;jcudl es la probabilidad de
que no haya un par igual en la muestra?

*b Un cajén contiene n pares de calcetines diferentes y distinguibles (un total de 2n calcetines). Una
persona selecciona al azar 2r de los calcetines, donde 2r < n. En términos de n y r, ;cudl es la pro-
babilidad de que no haya un par igual en la muestra?

Un grupo de hombres comparten las caracteristicas de estar casados (A), tener un titulo universitario

(B) y ser ciudadanos de un estado especificado (C), de acuerdo con las fracciones dadas en el siguiente
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diagrama de Venn. Esto es, 5% de los hombres tienen las tres caracteristicas, mientras que 20% tienen
educacién universitaria pero no estdn casados y no son ciudadanos del estado especificado. Un hombre
se selecciona al azar de este grupo.

(Y

ﬁm

Encuentre la probabilidad de que €l

a sea casado,

b tenga un titulo universitario y sea casado,

¢ no sea del estado especificado pero es casado y tiene un titulo universitario,

d no estd casado ni tiene titulo universitario, dado que es del estado especificado.

La siguiente tabla indica las muertes accidentales por edad y ciertos tipos especificos para Estados
Unidos en 2002.
a Se supo que una persona seleccionada al azar de Estados Unidos tuvo una muerte accidental en 2002.

Encuentre la probabilidad de que

i haya tenido més de 15 afios,

ii la causa de su muerte haya sido un accidente automovilistico,

iii la causa de su fuerte haya sido un accidente automovilistico, dado que la persona tenia entre 15
y 24 afios de edad,

iv La causa de su muerte haya sido por ahogamiento, dado que no fue un accidente automovilisti-
co y que la persona tenfa 34 afios 0 menos.

b De estas cifras, ;se puede determinar la probabilidad de que una persona seleccionada al azar de la
poblacién de Estados Unidos haya tenido un accidente automovilistico mortal en 2002?

Tipo de accidente

. Accidente .

Edad Todos tipos  , tomovilistico ~ Calda  Ahogamiento
Menos de 5 2,707 819 44 568
5-14 2,979 1,772 37 375
15-24 14,113 10,560 237 646
25-34 11,769 6,884 303 419
35-44 15,413 6,927 608 480
45-54 12,278 5,361 871 354
55-64 7,505 3,506 949 217
65-74 7,698 3,038 1,660 179
75 o més 23,438 4,487 8,613 244
Total 97,900 43,354 13,322 3,482

Fuente: compilado de National Vital Statistics Report 50, nim.15, 2002.
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Un estudio de los residentes de una regién mostré que 20% eran fumadores. La probabilidad de muerte
debida a cancer de pulmén si la persona fuma es diez veces mayor que la probabilidad de muerte si la
persona no fuma. Si la probabilidad de muerte debida a cdncer de pulmén en la regioén es .006, ;cudl es
la probabilidad de muerte debida a cdncer de pulmén dado que la persona es fumadora?

Un tazén contiene w bolas blancas y b bolas negras. Una bola se selecciona al azar del tazén, se anota

su color y se devuelve al tazén junto con n bolas adicionales del mismo color. Otra bola individual

se selecciona al azar del tazén (que ahora contiene w + b + n bolas) y se observa que la bola es

negra. Demuestre que la probabilidad (condicional) de que la primera bola seleccionada sea blanca
w

es ———.
w+b+n

Parece obvio que P(J) = 0. Demuestre que este resultado se deduce de los axiomas de la Definicién
2.6.

Una mdquina para producir un nuevo componente electrénico experimental genera piezas defectuosas
de vez en cuando en una forma aleatoria. El ingeniero supervisor para una mdquina particular ha obser-
vado que piezas defectuosas parecen estar agrupandose (es decir apareciendo de un modo no aleatorio),
lo cual sugiere un mal funcionamiento en alguna parte de la maquina. Una prueba para la aleatoriedad
se basa en el nimero de lofes de piezas defectuosas y no defectuosas (un lote es una secuencia ininte-
rrumpida de piezas defectuosas y no defectuosas). Cuanto mds pequefio es el nimero de lotes, mayor
serd la cantidad de evidencia que indica la no aleatoriedad. De 12 componentes sacados de la maquina,
los primeros 10 no fueron defectuosos y los dltimos 2 fueron defectuosos (NNNNNNNN N N D D).
Suponga que no hay aleatoriedad. ;Cudl es la probabilidad de observar

a este arreglo (resultante en dos lotes) dado que 10 de los 12 componentes no son defectuosos?
b dos lotes?

Consulte el Ejercicio 2.160. ;Cuadl es la probabilidad de que el nimero de lotes, R, sea menor o igual a
3?

Suponga que hay nueve espacios de estacionamiento juntos en un lote. Nueve autos necesitan ser esta-
cionados por un empleado. Tres de los autos son costosos autos deportivos, tres son grandes autos de
fabricacién nacional y tres son compactos importados. Suponiendo que el empleado estaciona los autos
al azar, jcudl es la probabilidad de que los tres costosos autos deportivos queden estacionados uno junto al
otro?

Los relevadores empleados en la construccién de circuitos eléctricos funcionan de manera adecuada con
probabilidad .9. Suponiendo que el circuito opera independientemente, ;cudl de los siguientes disefios
de circuito da la mds alta probabilidad de que circule corriente cuando los relevadores se activen?

ONC)
® ©
© O
® O

Consulte el Ejercicio 2.163 y considere el circuito A. Si sabemos que la corriente estd circulando, ;cudl
es la probabilidad de que los interruptores 1 y 4 estén funcionando correctamente?

Consulte el Ejercicio 2.163 y considere el circuito B. Si sabemos que la corriente estd circulando, ;cudl
es la probabilidad de que los interruptores 1y 4 estén funcionando correctamente?

Ocho neumaiticos de marcas diferentes se clasifican del 1 al 8 (del mejor al peor) de acuerdo con las
millas recorridas. Si cuatro de estos neumdticos son seleccionados al azar por un cliente, encuentre la
probabilidad de que el mejor de entre los seleccionados por el cliente esté en realidad clasificado tercero
entre los ocho originales.
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Consulte el Ejercicio 2.166. Denote con Y la clasificacién real de calidad del mejor neumadtico selec-
cionado por el cliente. En el Ejercicio 2.166 se calculé P(Y = 3). Dé los posibles valores de Y y las
probabilidades asociadas con todos estos valores.

Al igual que en los Ejercicios 2.166 y 2.167, ocho neumaticos de diferentes marcas fueron clasificados
del 1 al 8 (del mejor al peor) de acuerdo con las millas recorridas.

a Si cuatro de estos neumadticos son seleccionados al azar por un cliente, ;cudl es la probabilidad de que
el mejor neumadtico seleccionado sea clasificado 3 y el peor sea clasificado 7?

b En el inciso a se calculd la probabilidad de que el mejor neumatico seleccionado esté clasificado 3 y
el peor esté clasificado 7. Si ése es el caso, la amplitud de las clasificaciones, R = clasificacién mas
grande — clasificacién mds pequefia = 7 —3 = 4. ;Cudl es P(R = 4)?

¢ Dé todos los posibles valores para R y las probabilidades asociadas con todos estos valores.

Tres bebedores de cerveza (I, I y III) van a clasificar cuatro marcas diferentes de cerveza (A, B, C'y D)
en una prueba a ciegas. Cada bebedor clasifica las cuatro cervezas como 1 (para la cerveza que mds le
gustd), 2 (para la siguiente mejor), 3 o 4.

a Con todo cuidado describa un espacio muestral para este experimento (observe que necesitamos es-
pecificar la clasificacion de las cuatro cervezas para los tres bebedores). ; Cudntos puntos muestrales
hay en el espacio muestral?

b Suponga que los bebedores no pueden discriminar entre las cervezas, de modo que cada asignacién
de lugares a las cervezas es igualmente probable. Después de que las cervezas han sido clasificadas
por los bebedores, se suman los lugares de cada marca de cerveza. ;Cudl es la probabilidad de que
alguna cerveza reciba una clasificacién total de 4 o menos?

Tres nombres se van a seleccionar de una lista de siete para una encuesta de opinion publica. Encuentre
la probabilidad de que el primer nombre de la lista sea seleccionado para la encuesta.

Un caso del servicio de noticias AP, impreso en el Gainesville Sun el 20 de mayo de 1979, indica lo
siguiente con respecto a los restos del Skylab que golpearon a alguien en tierra: “Las probabilidades son
1 en 150 de que una pieza del Skylab golpee a alguien. Pero 4 mil millones de personas. . . viven en la
zona en la que podrian caer piezas. Entonces, las probabilidades de que cualquier persona sea golpeada
son una en 150 por 4 mil millones o sea una en 600 mil millones”. ; Ve el lector algunas imprecisiones
en este razonamiento?

Sean A y B dos eventos. (Cudles de los siguientes planteamientos, en general, son falsos?

a P(A|B)+ P(A|B) = 1.
b P(A|B)+ P(A|B) = 1.
¢ P(A|B) + P(A|B) = 1.

A medida que salen piezas del final de una linea de produccidn, un inspector selecciona cudles han de
someterse a una inspeccion completa. Diez por ciento de todas las piezas producidas son defectuosas.
Sesenta por ciento de todas las piezas defectuosas pasan por una inspeccién completa y 20% de todas
las piezas en buenas condiciones pasan por una inspeccién completa. Dado que una pieza se inspecciona
por completo, ;cudl es la probabilidad de que sea defectuosa?

Muchas escuelas publicas estdn poniendo en préctica una regla de “pasa o no pasa” para atletas. De
acuerdo con este sistema, un estudiante que no apruebe un curso es descalificado para participar en ac-
tividades extracurriculares durante el siguiente periodo de calificacién. Suponga que la probabilidad es
.15 de que un atleta que no ha sido descalificado previamente sea descalificado en el siguiente periodo.
Para atletas que han sido descalificados previamente, la probabilidad de descalificacién en el siguiente
periodo es .5. Si 30% de los atletas han sido descalificados en periodos previos. ;cudl es la probabilidad
de que un atleta seleccionado al azar sea descalificado durante el siguiente periodo de calificacién?
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Se dice tres eventos, A, By C que son mutuamente independientes si

P(ANB) = P(A) X P(B), P(BNC) = P(B) X P(C),
P(ANC) = P(A) X P(C), P(ANBNC) = P(A) X P(B) X P(C).

Suponga que una moneda balanceada se lanza al aire dos veces, de manera independiente. Defina los
siguientes eventos:

A: aparece una cara en el primer tiro.
B: aparece una cara en el segundo tiro.
C: ambos tiros dan el mismo resultado.
(A, By C son mutuamente independientes?
Consulte el Ejercicio 2.175 y suponga que los eventos A, By C son mutuamente independientes.
a Demuestre que (A U B) y C son independientes.
b Demuestre que A y (B N C) son independientes.

Consulte el Ejercicio 2.90(b) donde un amigo dijo que si hay 1 en 50 probabilidades de lesién en un solo
salto, entonces hay un 100% de probabilidad de lesion si un paracaidista salta 50 veces. Suponga que
los resultados de saltos repetidos son mutuamente independientes.

a (Cudl es la probabilidad de que se completen 50 saltos sin una lesion?
b ;Cudl es la probabilidad de que ocurra al menos una lesién en 50 saltos?

¢ (Cudl es el nimero maximo de saltos, n, que el paracaidista puede hacer si la probabilidad es al me-
nos .60 de que los n saltos se completen sin lesién?

Suponga que la probabilidad de exposicion a la gripe durante una epidemia es .6. La experiencia ha
demostrado que un suero tiene 80% de €xito para prevenir que una persona inoculada contraiga la gripe
si se expone a ella. Una persona no inoculada enfrenta una probabilidad de .90 de contraer la gripe si se
expone a ella. Dos personas, una inoculada y otra no, realizan un trabajo altamente especializado en un
negocio. Suponga que no estdn en el mismo lugar, no estdn en contacto con las mismas personas y no
pueden contagiarse entre si a la gripe. /Cudl es la probabilidad de que al menos una de ellas se enfer-
me?

Dos jugadores apuestan $1 cada uno en los tiros sucesivos al aire de una moneda. Cada uno tiene una
banca de $6. ;Cual es la probabilidad de que

a salgan a mano después de seis tiros de la moneda?,
b un jugador, Jones, por ejemplo, gane todo el dinero en el décimo tiro de la moneda?

Suponga que las calles de una ciudad son trazadas en una cuadricula con calles corriendo de norte a sur
y de este a oeste. Considere el siguiente esquema para patrullar una zona de 16 manzanas por 16 man-
zanas. Un oficial empieza a caminar en el crucero del centro de la zona. En la esquina de cada manzana
el oficial elige al azar ir al norte, sur, este u oeste. ;Cudl es la probabilidad de que el oficial

a llegue al limite de la zona de patrullaje después de caminar las primeras 8 manzanas?,
b regrese al punto de partida después de caminar exactamente 4 manzanas?,

Suponga que n pelotas que no se pueden distinguir unas de otras se van a acomodar en N cajas que si se
pueden distinguir, de modo que cada arreglo distinguible sea igualmente probable. Si n = N, demuestre
que la probabilidad de que no haya una caja vacia estd dada por

(")
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Definicion basica

Como ya dijimos en la Seccién 2.12, una variable aleatoria es una funcién de valor real defi-
nida sobre un espacio muestral. Por tanto, una variable aleatoria se puede usar para identificar
eventos numéricos que son de interés en un experimento. Por ejemplo, el evento de interés
en un sondeo de opinidn con respecto a las preferencias de votantes no suele ser la persona
particular muestreada o el orden en el que se obtuvieron las preferencias, sino Y = el niimero
de votantes que estdn a favor de cierto candidato o tema. El valor observado de esta variable
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aleatoria debe ser cero o un entero entre 1 y el tamafio muestral. Entonces, esta variable alea-
toria puede tomar sélo un nimero finito de valores con probabilidad diferente de cero. Se dice
que una variable aleatoria de este tipo es discreta.

Se dice que una variable aleatoria Y es discreta si puede tomar s6lo un nimero finito o
contablemente infinito! de valores distintos.

Se puede obtener una caracterizacién menos formidable de variables aleatorias discretas si
se consideran algunos ejemplos practicos. El niimero de bacterias por unidad de area en el
estudio de control de medicamentos sobre el crecimiento de bacterias es una variable aleatoria
discreta, como lo es el nimero de televisores defectuosos en un envio de 100 aparatos. De
hecho, las variables aleatorias discretas representan con frecuencia cantidades asociadas con
fenémenos reales.

Consideremos ahora la relacidn entre el material del Capitulo 2 y el de este capitulo. ;Por
qué estudiar la teoria de probabilidad? La respuesta es que se necesita la probabilidad de un
evento observado para hacer inferencias acerca de una poblacién. Los eventos de interés son
con frecuencia numéricos y corresponden a valores de variables aleatorias discretas. Por tanto,
es imperativo que conozcamos las probabilidades de estos eventos numéricos. Como ciertos
tipos de variables aleatorias se presentan frecuentemente en la practica, es util tener a mano la
probabilidad para cada valor de una variable aleatoria. Este conjunto de probabilidades recibe
el nombre de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria discreta. Encontraremos
que numerosos experimentos muestran caracteristicas similares y generan variables aleato-
rias con el mismo tipo de distribucién de probabilidad. En consecuencia, el conocimiento
de las distribuciones de probabilidad para variables aleatorias asociadas con tipos comunes de
experimentos eliminara la necesidad de resolver los mismos problemas de probabilidad una
y otra vez.

La distribucion de probabilidad para
una variable aleatoria discreta

De modo notacional, usaremos una letra mayiiscula, por ejemplo Y, para denotar una variable
aleatoria y una letra miniiscula, por ejemplo y, para denotar un valor particular que puede
tomar una variable aleatoria. Por ejemplo, denotemos con Y cualquiera de los seis posibles
valores que podrian ser observados en la cara superior cuando se tira un dado. Después de tirar
el dado, el nimero observado serd denotado por el simbolo y. Observe que Y es una variable
aleatoria, pero el valor especifico observado, y, no es aleatorio.

La expresion (Y = y) se puede leer como el conjunto de todos los puntos en S a los que la
variable aleatoria Y asigna el valor y.

Ahora es significativo hablar de la probabilidad de que Y tome el valor y, denotado por P(Y
= y). Al igual que en la Seccién 2.11, esta probabilidad estd definida como la suma de las
probabilidades de puntos muestrales apropiados en S.

1. Recuerde que un conjunto de elementos es contablemente infinito si los elementos del conjunto se pueden poner
en correspondencia biunivoca con los enteros positivos.
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La probabilidad de que Y tome el valor y, P(Y = y), se define como la suma de las pro-
babilidades de todos los puntos muestrales en S a los que se asigna el valor y. A veces
denotaremos P(Y = y) por p(y).

Como p(y) es una funcién que asigna probabilidades a cada valor y de la variable aleatoria
Y, a veces recibe el nombre de funcion de probabilidad para Y.

La distribucion de probabilidad para una variable discreta Y puede ser representada por
una férmula, una tabla o una gréfica que produzca p(y) = P(Y = y) para toda y.

Notese que p(y) = 0 para toda y, pero la distribucién de probabilidad para una variable
aleatoria discreta asigna probabilidades diferentes de cero a s6lo un nimero contable de valo-
res y distintos. Se entiende que cualquier valor y no explicitamente asignado a una posibilidad
positiva es tal que p(y) = 0. Ilustramos estas ideas con un ejemplo.

EJEMPLO 3.1

Solucion

Un supervisor en una planta manufacturera tiene tres hombres y tres mujeres trabajando para
él y desea escoger dos trabajadores para un trabajo especial. No queriendo mostrar sesgo en
su seleccion, decide seleccionar los dos trabajadores al azar. Denote con Y el nimero de mu-
jeres en su seleccion. Encuentre la distribucion de probabilidad para Y.

El supervisor puede seleccionar dos trabajadores de entre seis en (g) = 15 formas. Entonces,
S contiene 15 puntos muestrales que suponemos son igualmente probables porque se em-
pleé muestreo aleatorio. Asi, P(E;) = 1/15, parai = 1, 2,...,15. Los valores para Y que
tienen probabilidad diferente de cero son 0, 1 y 2. El nimero de formas de seleccionar
Y = O mujeres es (8)(;) porque el supervisor debe seleccionar cero trabajadores de las tres mu-
jeresy dos delos tres hombres. Entonces, hay (S)G) = 1:3 = 3 puntos muestrales en el evento
Y=0,y

= P(Y =0) = ((3))(3) _3 1
p0) =P =0) = 15 15 5

Del mismo modo,
= p(Y = _(?)(?)_ 9o _3
D ( D 15 15 5
2 2 (;)((3)) 3 1
P()—P()—)—lis—rs—g-

Observe que (Y = 1) es por mucho el resultado mas probable. Esto debe parecer razonable
porque el nimero de mujeres es igual al de hombres en el grupo original. |

La tabla para la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Y considerada en el
Ejemplo 3.1 se resume en la Tabla 3.1. La misma distribucién se da en forma grafica en la
Figura 3.1. Si consideramos el ancho de cada barra de la Figura 3.1 como una unidad, enton-
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Tabla 3.1 Distribucion de probabilidad
para el Ejemplo 3.1

)

0 1/5

1 3/5

2 1/5

1463

35 |
15 |

0 | | |

0 1 2 y

ces el drea de una barra es igual a la probabilidad de que Y tome el valor sobre el cual estd
centrada la barra. Este concepto de dreas que representan probabilidades se introdujo en la
Seccién 1.2.

El método mas conciso para representar distribuciones de probabilidad discretas es por medio
de una férmula. Para el Ejemplo 3.1, vemos que la férmula para p(y) se puede escribir como

3\/ 3

(y) (2 7y)
6 9’
()

Observe que las probabilidades asociadas con todos los valores distintos de una variable

aleatoria discreta deben sumar 1. En resumen, las siguientes propiedades deben cumplirse
para cualquier distribucién de probabilidad discreta:

py) = y=0,1, 2.

Para cualquier distribucién de probabilidad discreta, lo siguiente debe ser verdadero:

1. 0 = p(y) = 1 para toda y.
2. Zy p(y) = 1, donde la sumatoria es para todos los valores de y con probabilidad
diferente de cero.

Como ya se menciond en la Seccién 1.5, las distribuciones de probabilidad que dedujimos
son modelos, no representaciones exactas, por las distribuciones de frecuencia de poblaciones
de datos reales que ocurren (o serfan generadas) en la naturaleza. Entonces, son modelos para
distribuciones reales de datos semejantes a las distribuciones examinadas en el Capitulo 1. Por
ejemplo, si fuéramos a seleccionar al azar dos trabajadores de entre los seis descritos en el
Ejemplo 3.1, observariamos un solo valor y. En este caso el valor y observado seria 0, 1 o 2. Si
el experimento se repitiera muchas veces, se generarian numerosos valores y. Un histograma de
frecuencia relativa para los datos resultantes, construido en la forma descrita en el Capitulo 1,
serfa muy similar al histograma de probabilidad de la Figura 3.1.
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Estos estudios de simulacién son muy ttiles. Al repetir algunos experimentos una y otra vez
podemos generar mediciones de variables aleatorias discretas que tienen distribuciones de
frecuencia muy semejantes a las distribuciones de probabilidad deducidas en este capitulo,
reforzando la conviccién de que nuestros modelos son muy precisos.

Ejercicios

Cuando el departamento de salud examind pozos privados en un condado en busca de dos impurezas que
comuinmente se hallan en el agua potable, se encontré que 20% de los pozos no tenian ninguna impureza,
40% tenian la impureza A y 50% tenian la impureza B. (Obviamente, algunos tenian ambas impurezas.) Si
un pozo de los existentes en el condado se escoge al azar, encuentre la distribucién de probabilidad para Y,
el nimero de impurezas halladas en el pozo.

Usted y un amigo participan en un juego donde cada uno tira al aire una moneda balanceada. Si las caras
superiores de las monedas son cruces en ambos casos, el lector gana $1; si salen caras en ambos tiros,
gana $2; si las caras de las monedas no son iguales (cara en una y cruz en la otra), el lector pierde $1
(gana (=$1)). Obtenga la distribucién de probabilidad para sus ganancias, Y, en un solo intento.

Se sabe que un grupo de cuatro componentes dos de ellos son defectuosos. Una inspectora prueba los
componentes uno por uno hasta hallar los dos defectuosos. Una vez que los localiza, suspende la prueba
pero el segundo defectuoso es probado para asegurar la precision. Denote con Y el nimero de la prueba en
la que se hall6 el segundo componente defectuoso. Encuentre la distribucién de probabilidad para Y.

Considere un sistema de agua que circula por valvulas de A a B. (Vea el diagrama siguiente.) Las valvulas
1, 2 y 3 operan de manera independiente y cada una abre correctamente a una sefial con probabilidad .8.
Encuentre la distribucién de probabilidad para Y, el nimero de trayectorias abiertas de A a B después que
se da la sefial. (Observe que Y puede tomar los valores 0, 1y 2.)

1
1
L

— —1

2 3

Un problema en un examen aplicado a nifios pequeios les pide relacionar cada una de tres imagenes de
animales con la palabra que identifica a ese animal. Si un nifio asigna las tres palabras al azar a las tres
imagenes, encuentre la distribucién de probabilidad para Y, el nimero de pares correctos.

Cinco pelotas numeradas 1, 2, 3,4 y 5 se ponen en una urna. Dos de ellas se seleccionan al azar de entre
las cinco y se toma nota de sus nimeros. Encuentre la distribucion de probabilidad para lo siguiente:

a El mayor de los dos nimeros muestreados.

b La suma de los dos nimeros muestreados.

Cada una de tres bolas se colocan al azar en uno de tres tazones. Encuentre la distribucién de probabili-
dad para Y = el nimero de tazones vacios.

Una sola célula puede morir, con probabilidad .1 o dividirse en dos células, con probabilidad .9, producien-
do una nueva generacién de células. Cada célula en la nueva generacién muere o se divide independien-
temente en dos células, con las mismas probabilidades que la célula inicial. Encuentre la distribucién de
probabilidad para el nimero de células de la siguiente generacion.
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Para verificar la exactitud de sus cuentas financieras, las empresas emplean regularmente auditores para
verificar asientos de contabilidad. Los empleados de la compafifa hacen asientos erréneos 5% de las
veces. Suponga que un auditor verifica al azar tres asientos.

a Encuentre la distribucién de probabilidad para Y, el nimero de errores detectados por el auditor.
b Construya un histograma de probabilidad para p(y).
¢ Encuentre la probabilidad de que el auditor detecte mds de un error.

Una agencia de rentas, que alquila equipo pesado por dia, ha encontrado que, en promedio, se renta una
costosa maquina sélo un dia de cada cinco. Si la renta en un dia es independiente de la renta en cualquier
otro dia, encuentre la distribucién de probabilidad de Y, el nimero de dias entre un par de rentas.

Las personas que entran a un banco de sangre son tales que 1 de cada 3 tienen tipo de sangre O* y 1 de
cada 15 tienen sangre tipo O™. Considere tres donantes seleccionados al azar para el banco de sangre.
Denote con X el nimero de donadores con sangre tipo O* y denote con Y el niimero con sangre tipo O,
Encuentre las distribuciones de probabilidad para X y Y. También encuentre la distribucién de probabi-
lidad para X + Y, el nimero de donadores que tienen tipo de sangre O.

El valor esperado de una variable aleatoria
o una funcion de una variable aleatoria

Hemos observado que la distribucién de probabilidad para una variable es un modelo teérico
para la distribucién empirica de datos asociados con una poblacidn real. Si el modelo es una
representacion precisa de la naturaleza, las distribuciones tedricas y empiricas son equivalen-
tes. En consecuencia, al igual que en el Capitulo 1, tratamos de hallar la media y la varianza
para una variable aleatoria y por tanto adquirir medidas numéricas descriptivas, pardme-
tros, para la distribucién de probabilidad p(y) que son consistentes con las estudiadas en el
Capitulo 1.

Sea Y una variable aleatoria discreta con la funcién de probabilidad p(y). Entonces el
valor esperado de Y, E(Y), se define como?

E(Y) =) yp().
y

Si p(y) es una caracterizacion precisa de la distribucidn de frecuencia poblacional, entonces
E(Y) = u es la media poblacional.

La Definicién 3.4 es completamente consistente con la definicién de la media de un con-
junto de mediciones que se dio en la Definicién 1.1. Por ejemplo, considere una variable alea-
toria discreta Y que puede tomar valores 0, 1 y 2 con distribucién de probabilidad p(y) como

2. Para ser precisos, se dice que el valor esperado de una variable aleatoria discreta existe si la suma, como se dio
antes, es absolutamente convergente, es decir, si

> 1y p(y) < oo.

Esta convergencia absoluta se cumplird para todos los ejemplos de este texto y no se mencionard cada vez que se
defina un valor esperado.
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FIGURA 3.2
Distribucion

de probabilidad
paraY

Tabla 3.2 Distribucion de probabilidad

para Y

y p(y)

0 1/4

1 1/2

2 1/4
P)

S
25 —

0 | | |

0 1 2 y

se muestra en la Tabla 3.2 y el histograma de probabilidad de la Figura 3.2. Una inspeccién
visual revelard que la media de la distribucién estd ubicadaeny = 1.

Para demostrar que E(Y) = Zy yp(y) es la media de la distribucién de probabilidad p(y),
suponga que el experimento se realiz6 4 millones de veces, dando 4 millones de valores ob-
servados para Y. Si observamos p(y) de la Figura 3.2, esperariamos que aproximadamente
1 millén de los 4 millones de repeticiones se manifieste en el resultado ¥ = 0, 2 millones en
Y =1y 1 millén en Y = 2. Para hallar el valor medio de Y, promediamos estos 4 millones de
mediciones y obtenemos

Y v (1,000,000)(0) + (2,000,000)(1) + (1,000,000)(2)
n 4,000,000
= (0)(1/4) +(1)(1/2) +(2)(1/4)

2
=Y yp(y) = 1.
¥=0

Entonces, E(Y) es un promedio, y la Definicién 3.4 es consistente con la definicién de una
media dada en la Definicion 1.1. Del mismo modo, frecuentemente estamos interesados en
lamedia o el valor esperado de una funcién de una variable aleatoria Y. Por ejemplo, las molécu-
las en el espacio se mueven a velocidades que varian, donde Y, la velocidad de una molécula
determinada, es una variable aleatoria. La energifa transmitida al impactarse con un cuerpo
en movimiento es proporcional al cuadrado de la velocidad. En consecuencia, para hallar la
cantidad media de energia transmitida por una molécula en el impacto, debemos hallar el valor
medio de Y2. Lo que es mds importante, observamos en la Definicién 1.2 que la varianza de
un conjunto de mediciones es la media del cuadrado de las diferencias entre cada valor del
conjunto de mediciones y su media o el valor medio de (¥ — w)*.
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Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p(y) y sea g(¥) una
funcion de valor real de Y. Entonces, el valor esperado de g(Y) esta dado por

E[g(Y)] =) g(»p(y).

today

Demostramos el resultado en el caso que la variable aleatoria ¥ toma el nimero finito

de valores y,, y,,..., ¥,. Como la funcién g(y) puede no ser biunivoca, suponga que g(Y)
toma valores g, &,,..., &, (donde m = n). Se deduce que g(¥) es una variable aleatoria
tal que parai =1, 2,..., m,

Pl(Y) =gl =) p(y)) = p*(g).

toda y; tal que
8(yj)=8i

Entonces, por la Definicion 3.4,
E[g(Y)] = E 8ip*(8i)
—

= ligii ZP()’]’)}

i=1 toda y; tal que
8(yj)=8i

= Z Zgip(yj)

i=1 today;tal que
8(y;)=gi

=Y 8r)p(y))
=1

J

Regresemos ahora a nuestro objetivo inmediato, hallar medidas numéricas descriptivas
(o pardmetros) para caracterizar p(y). Como ya dijimos, E(Y) proporciona la media de la
poblacién con distribucién dada por p(y). A continuacién buscamos la varianza y la des-
viacién estdndar de esta poblacidn. El lector recordard del Capitulo 1 que la varianza de
un conjunto de mediciones es el promedio del cuadrado de las diferencias entre los valo-
res de un conjunto de mediciones y su media. Entonces, deseamos hallar el valor medio de
la funcién g(¥) = (¥ — w)>

Si Y es una variable aleatoria con media E(Y) = w, la varianza de una variable aleatoria
Y se define como el valor esperado de (Y — w)?. Esto es,

V(Y) = E[(Y = w)’].

La desviacion estdndar de Y es la raiz cuadrada positiva de V(Y).

Si p(y) es una caracterizacion precisa de la distribucién de frecuencia poblacional (y para
simplificar la notacién, supondremos que esto es cierto), entonces E(Y) = u, V(Y) = 02, la
varianza poblacional, y o es la desviacion estandar poblacional.
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EJEMPLO 3.2

FIGURA 3.3
Histograma de
probabilidad para el
Ejemplo 3.2

La distribucién de probabilidad para una variable aleatoria Y estd dada en la Tabla 3.3.
Encuentre la media, la varianza y la desviacion estdndar de Y.

Tabla 3.3 Distribucién de probabilidad

para’Y
y p(y)
0 1/8
1 1/4
2 3/8
3 1/4

Solucién Por las Definiciones 3.4 y 3.5,
3
p=EY) = Zyp(y) = (0)(1/8) + (1)(1/4) +(2)(3/8) + (3)(1/4) = 1.75,
y=0

3
o> = E[(Y =’ =Y (y = w’p(y)

y=0
(0 —1.75)%(1/8) + (1 — 1.75)%(1/4) + (2 — 1.75)%(3/8) + (3 — 1.75)*(1/4)
19375,
+Vo? =\/.9375 = .97.

o

El histograma de probabilidad se muestra en la Figura 3.3. Localice u en el eje de medicién
y observe que ubica el “centro” de la distribucién de probabilidad no simétrica de Y. También
observe que el intervalo (u = o) contiene los puntos discretos Y = 1 y ¥ = 2, que constituyen
5/8 de la probabilidad. Asi, la regla empirica (Capitulo 1) proporciona una aproximacién
razonable a la probabilidad de una medicién que cae en este intervalo. (Recuerde que las
probabilidades se concentran en los puntos ¥ = 0, 1, 2 y 3 porque Y no puede tomar valores
intermedios.)

Py

3/8 [~

1/4 (—

1/8

Serd util adquirir unas pocas herramientas y definiciones adicionales antes de tratar de
hallar los valores y varianzas esperados de variables aleatorias discretas mas complicadas, por
ejemplo la binomial o de Poisson. Es asi que presentamos tres utiles teoremas de expectativa
que se deducen directamente de la teorfa de sumatoria. (Otras técnicas ttiles se presentan en
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las Secciones 3.4 y 3.9.) Para cada teorema suponemos que Y es una variable aleatoria discreta
con funcién de probabilidad p(y).

El primer teorema expresa el resultado més bien obvio de que la media o valor esperado de
una cantidad no aleatoria c es igual a c.

TEOREMA 3.3 Sea Y una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad p(y) y sea ¢ una cons-
tante. Entonces E(c) = c.

Demostracion Considere la funcién g(Y) = c. Por el Teorema 3.2,
E(c) =) epy) =c)_ p(y)
y y

Pero ) p(y) = 1 (Teorema 3.1) y, por tanto, E(c) = c(1) = c.

El segundo teorema expresa que el valor esperado del producto de una constante ¢ por una
funcién de una variable aleatoria es igual a la constante multiplicada por el valor esperado de
la funcidn de la variable.

TEOREMA 3.4 Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p(y), g(¥) una funcién
de Yy c una constante. Entonces

Elcg(Y)] = cE[g(Y)].
Demostracion Por el Teorema 3.2,

Elcg()] =Y cg(y)p(y) =c Y _ g0 p(y) = cE[g(Y)].
y y

El tercer teorema expresa que la media o valor esperado de una suma de funciones de una
variable aleatoria Y es igual a la suma de sus respectivos valores esperados.

TEOREMA 3.5 Sea Yuna variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p(y) y sean g,(Y), g,(Y), ...,
8(Y) k funciones de Y. Entonces

E[gi(Y) + &) + - + (V)] =E[gi(V)] + E[g2(Y)] +--- + E[g(Y)].
Demostracion Demostraremos la prueba s6lo para el caso k = 2, pero pasos andlogos se cumplirdn para

cualquier k finita. Por el Teorema 3.2,

E[gi(Y) + &(V)] = Y _[1()) + &(»1p(y)
y

=Y 2P + Y &(»py)
y y
= E[g1(Y)] + E[g2(Y)].

Los Teoremas 3.3, 3.4 y 3.5 se pueden usar de inmediato para desarrollar un teorema ttil
para hallar la varianza de una variable aleatoria discreta.
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TEOREMA 3.6

Demostracion

Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad p(y) y media E(y) = w;
entonces

V(Y) =0 = E[(Y - w)?’] = E(Y") - u’.

o’ = E[(Y = w)’] = E(Y? = 2uY +p?)
= E(Y? - EQuY) + E(/uz) (por el Teorema 3.5).
Si se observa que u es una constante y se aplican los Teoremas 3.4 y 3.3 a los términos
segundo y tercero, respectivamente, tenemos

0% = E(Y?) = 2uE(Y) + u’.

Pero u = E(Y) y, por tanto,
o’ =E(Y? —2u* +u? = EQY? - u’

En ocasiones el Teorema 3.6 reduce considerablemente el trabajo de hallar la varianza
de una variable aleatoria discreta. Demostraremos la utilidad de este resultado al calcular de
nuevo la varianza de la variable aleatoria considerada en el Ejemplo 3.2.

EJEMPLO 3.3

Solucion

Use el Teorema 3.6 para hallar la varianza de la variable aleatoria Y en el Ejemplo 3.2.
La media u = 1.75 se encontré en el Ejemplo 3.2. Como
E(Y?) ="y p(y) = (0)°(1/8) + (1)°(1/4) + (2)°(3/8) + (3)*(1/4) = 4,
5

el Teorema 3.6 dice que

o2 = E(Y? - u? =4 -(1.75)% = .9375. [ ]

EJEMPLO 3.4

El gerente de una planta industrial estd planeando comprar una nueva maquina ya sea del tipo A
o del B. Si t denota el nimero de horas de operacién diaria, el nimero Y, de reparaciones
diarias requeridas para mantener una maquina de tipo A es una variable aleatoria con media
y varianza iguales a .10z. El nimero Y, de reparaciones diarias para una maquina de tipo B es
una variable aleatoria con media y varianza iguales a .12¢. El costo diario de operaciéon A
es Ca(t) = 10t +30Y?; para B es Cp(t) = 8¢ + 30Y3. Suponga que las reparaciones toman
un tiempo insignificante y que cada noche las maquinas se afinan para que puedan operar
esencialmente como maquinas nuevas al empezar el dia siguiente. ;Cudl maquina minimiza
el costo diario esperado si un dia de trabajo consta de (a) 10 horas y (b) 20 horas?
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Solucion  El costo diario esperado para A es
E[C4(t)] = E[10t +30Y7] = 10t + 30E(Y?7)
=107 + 30{V(Y}) + [E(Y])]*} = 107 + 30[.10¢ + (.10¢)?]
=13t + .3¢%.
En este cdlculo, usamos los valores conocidos para V(Y,) y E(Y,) y el hecho de que
V(Y1) = E(Y}) - [E(Y)]? para obtener que E(Y2) = V() + [E(Y)]* =.10r +
(.101). De manera similar,
E[Cp(1)] = E[8t +30Y3] = 8¢ +30E(Y3)
=8¢ +30{V(Y>) + [E(Y2)]*} = 8¢ +30[.12¢ + (.12¢)*]
= 11.6¢ +.432¢°.
Por tanto, para la situacién (a) donde ¢ = 10,
E[C,(10)] = 160 y E[C4(10)]= 159.2,
resulta en la seleccion de la maquina B.
Para la situacion (b), r = 20y
E[C,(20)] = 380 y E[C4(20)] = 404.8,
resultando en la seleccién de la maquina A.

En conclusién, las maquinas de tipo B son mas econdémicas para periodos cortos por su
menor costo de operacién por hora. No obstante, para periodos largos, las maquinas de tipo A
son mas econdémicas porque tienden a ser reparadas con menos frecuencia. |

El propésito de esta seccion fue introducir el concepto de un valor esperado y desarrollar
algunos teoremas ttiles para hallar medias y varianzas de variables aleatorias o funciones de
variables aleatorias. En las secciones siguientes presentamos algunos tipos especificos de varia-
bles aleatorias discretas y damos férmulas para sus distribuciones de probabilidad y sus medias
y varianzas. Como verd, en realidad deducir algunos de estos valores esperados requiere de ex-
periencia en la suma de series algebraicas y conocimiento de unos cuantos trucos. [lustraremos
algunos de ellos en varias de las deducciones de las secciones siguientes.

Ejercicios
3.12 Sea Y una variable aleatoria con p(y) dada en la tabla siguiente. Encuentre E(Y), E(1/Y), E(Y? - 1)

y V(D).
y | 1 2 3 4
P |4 3 2 1
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3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18
3.19

3.20

3.21

Consulte el juego de tiro al aire de una moneda del Ejercicio 3.2. Calcule la media y la varianza de Y,
que son sus ganancias en un solo intento. Observe que E(Y) > 0. ; Cudnto debe pagar usted por participar
en este juego si sus ganancias netas, es decir, la diferencia entre pago y costo de jugar han de tener una
media de 0?

La vida médxima de la patente para un nuevo medicamento es 17 afios. Si restamos el tiempo requerido
por la FDA para someter a pruebas y aprobar el medicamento, se obtiene la vida real de la patente para
el medicamento, es decir, el tiempo que la compafiia tiene para recuperar los costos de investigacion y
desarrollo y para obtener una utilidad. La distribucién de los tiempos de vida reales de las patentes para
nuevos medicamentos se da a continuacion:

Afios, y | 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p(y) |.03 05 07 10 .14 20 .18 .12 .07 .03 .01

a Encuentre la vida media de la patente para un nuevo medicamento.

b Encuentre la desviacion estandar de Y = tiempo de vida de un nuevo medicamento seleccionado al
azar.

¢ (Cudl es la probabilidad de que el valor de Y caiga en el intervalo u = 20°?
(Quién es el rey de los programas de TV por la noche? Una encuesta en Internet estima que, cuando se
les da a elegir entre David Letterman y Jay Leno, 52% de la poblacién prefiere ver a Jay Leno. Al azar

se seleccionan tres personas que ven TV hasta tarde y se les pregunta cudl de los dos presentadores de
programas prefieren.

a Encuentre la distribucién de probabilidad para Y, el nimero de personas de la muestra que prefieren
a Leno.

Construya un histograma de probabilidad para p(y).

(Cudl es la probabilidad de que exactamente una de esas tres personas prefiera a Leno?

(Cudles son la media y la desviacion estandar para Y?

o o n T

(Cudl es la probabilidad de que el nimero de personas a favor de Leno caiga a no més de 2 desvia-
ciones estdndar de la media?

Al secretario del Ejercicio 2.121 se le dieron n contrasefias de computadora e intenta usarlas al azar.
Exactamente una contrasefia permitird el acceso a un archivo de computadora. Encuentre la media y la
varianza de Y, que es el nimero de intentos necesarios para abrir el archivo, si se eliminan las contrase-
fias no exitosas (como en el Ejercicio 2.121).

Consulte el Ejercicio 3.7. Encuentre la media y la desviacién estdndar para ¥ = ndimero de tazones
vacios. (Cudl es la probabilidad de que el valor de Y caiga a no mds de 2 desviaciones estdndar de la
media?

Consulte el Ejercicio 3.8. ;Cudl es el nimero medio de células de la segunda generacién?

Una compaiifa de seguros expide una péliza de un afio por $1000 ddlares contra el suceso A que histérica-
mente le ocurre a 2 de cada 100 propietarios de la péliza. Las tarifas administrativas son de $15 por péliza
y no son parte de la “utilidad” de la compaiifa. ; Cudnto debe cobrar la compaiiia por la pdliza si requiere
que la utilidad esperada por péliza sea de $50? [Sugerencia: si C es la prima por la p6liza, la “utilidad” de la
compaiifa es C — 15 si A no ocurre y C— 15 — 1000 si A ocurre.]

Una compaiiia manufacturera envia su producto en camiones con remolques de dos tamafios diferentes.
Cada embarque se hace en un remolque con dimensiones de 8 pies X 10 pies X 30 pies o de 8 pies X 10
pies X 40 pies. Si 30% de sus envios se hacen usando remolques de 30 pies y 70% en remolques de 40
pies, encuentre el volumen medio enviado en cada remolque. (Suponga que los remolques siempre estan
llenos.)

El nimero N de casas residenciales a las que una compafifia de bomberos da servicio depende de la
distancia r (en manzanas) que una motobomba puede alcanzar en un tiempo especificado (fijo). Si
suponemos que N es proporcional al drea de un circulo de R manzanas desde la estacién de bomberos,
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entonces N = CR?, donde C es una constante, 77 = 3.1416. . ., y R, la variable aleatoria, es el nimero
de manzanas que una motobomba se puede trasladar en el tiempo especificado. Para una compaiiia
particular de bomberos, C = 8, la distribucién de probabilidad para R es como se muestra en la tabla
siguiente y p(r) = Oparar =20y r = 27.

r |2l 2223 24 25 26
p(r) | 05 20 30 25 .15 .05

Encuentre el valor esperado de N, el nimero de casas a las que el departamento de bomberos puede
atender.

Un dado balanceado se tira una vez. Sea Y el nimero en su cara superior. Encuentre el valor esperado y
la varianza de Y.

En un juego de azar una persona saca una sola carta de una baraja ordinaria de 52 cartas. A una persona
le pagan $15 por sacar una “sota” o una reina y $5 por sacar un rey o un as. Alguien que saque cualquier
otra carta paga $4. Si una persona participa en este juego, ;cudl es la ganancia esperada?

Aproximadamente 10% de las botellas de vidrio que salen de una linea de produccién presentan defec-
tos serios en el vidrio. Si dos botellas se seleccionan al azar, encuentre la media y la varianza del nimero
de botellas que presentan defectos serios.

Dos contratos de construccion se van a asignar al azar a una o mas de tres empresas: I, Il y III. Cualquier
empresa puede recibir ambos contratos. Si cada contrato dard una utilidad de $90,000 para la empresa,
encuentre la utilidad esperada para la empresa 1. Si las empresas I y II son propiedad de la misma per-
sona, ;cudl es la utilidad esperada total del propietario?

Un vendedor de equipo pesado puede comunicarse con uno o dos clientes por dia con probabilidades 1/3
y 2/3, respectivamente. Cada contacto resultard ya sea en que no haya venta o en una venta de $50,000,
con las probabilidades .9 y .1, respectivamente. Obtenga la distribucién de probabilidad para ventas al dia.
Encuentre la media y la desviacién estandar de las ventas al dfa.’

Un cliente potencial para una péliza de seguro contra incendio por $85,000 es propietario de una casa
en una zona que, de acuerdo con la experiencia, puede sostener una pérdida total en un afio determinado
con probabilidad de .001 y un 50% de pérdida con probabilidad .01. Si se ignoran todas las otras pérdidas
parciales, ;qué prima debe cobrar la compaiifa de seguros por una pdliza anual para que no haya pérdida
ni ganancia en todas las pélizas de $85,000 en esta zona?

Consulte el Ejercicio 3.3. Si el costo de probar un componente es $2 y el costo de reparar uno defectuoso
es $4, encuentre el costo total esperado por probar y reparar el lote.

Si Y es una variable aleatoria discreta que asigna probabilidades positivas a s6lo los enteros positivos,
demuestre que

E(Y) = i P(Y = k).
i=1

Suponga que Y es una variable aleatoria discreta con media u y varianza 0>y sea X = Y + 1.

a ;Se espera que la media de X sea mayor, menor o igual que u = E(Y)? ;Por qué?

b Use los Teoremas 3.3 y 3.5 para expresar E(X)= E(Y + 1) en términos de u = E(Y). ;Este resultado
estd de acuerdo con la respuesta al inciso (a)?

¢ Recordando que la varianza es una medida de dispersion, ;espera usted que la varianza de X sea
mayor, menor o igual que o = V(¥)? {Por qué?

3. Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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3.31

3.32

3.33

3.34

3.4

d Use la Definici6n 3.5 y el resultado del inciso b para demostrar que

V(X) = E{[(X — EX)I} = E[(Y - w’] = 07
estoes, X = Y + 1y Ytienen varianzas iguales.
Suponga que Y es una variable aleatoria discreta con media g y varianza o> y sea W = 2Y.
a (Espera usted que la media de W sea mayor, menor o igual que u = E(Y)? ;Por qué?

b Use el Teorema 3.4 para expresar E(W)= E(2Y) en términos de u = E(Y). ;Este resultado estd de
acuerdo con la respuesta al inciso a?

¢ Recordando que la varianza es una medida de dispersion, ;espera usted que la varianza de W sea
mayor, menor o igual que o = V(¥)? ;Por qué?

d Use la Definicién 3.5 y el resultado del inciso b para demostrar que

V(W) = E{IW — E(W)P’} = E[4(Y — p)’] = 40,
esto es, W = 2Y tiene una varianza que cuadriplica la de Y.
Suponga que Y es una variable aleatoria discreta con media g y varianza o> y sea U = Y/10.

a Espera usted que la media de U sea mayor, menor o igual a u = E(Y)? ;Por qué?

b Use el Teorema 3.4 para expresar E(U)= E(Y/10) en términos que u = E(Y). ;Este resultado estd de
acuerdo con la respuesta al inciso a?

¢ Recordando que la varianza es una medida de dispersion, ;espera usted que la varianza de U sea
mayor, menor o igual que o> = V(¥)? {Por qué?
d Use la Definici6n 3.5 y el resultado del inciso (b) para demostrar que

V(U) = E{[U — E(U))*} = E[.OL(Y — p)?] = .0l6%;
estoes, U = Y/10 tiene varianza .01 veces la de Y.

Sea Y una variable aleatoria discreta con media w y varianza . Si a y b son constantes, use los Teoremas
3.3 y 3.6 para demostrar que

a E(aY +b)=aEY)+b=an+b,
b V(aY +b) =a*V(Y) = a*c’.

El gerente del almacén de una fébrica ha construido la siguiente distribucion de probabilidad para la
demanda diaria (nimero de veces que se usa) de una herramienta en particular.

y |0 1 2
p(y)|.l S 4

Cuesta a la fabrica $10 cada vez que la herramienta se usa. Encuentre la media y la varianza del costo
diario por usar la herramienta.

La distribucion de probabilidad binomial

Algunos experimentos consisten en la observacién de una secuencia de intentos idénticos e
independientes, cada uno de los cuales puede resultar en una de dos salidas. Cada articulo que
sale de la linea de produccién de manufacturas es defectuoso o no defectuoso. Cada disparo en
una secuencia de tiros a un blanco puede resultar en un acierto o en no acierto y cada una de
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las n personas entrevistadas antes de una eleccion local estd a favor del candidato Jones o no
lo estd. En esta seccion estamos interesados en experimentos, conocidos como experimentos
binomiales, que presentan las siguientes caracteristicas.

Un experimento binomial presenta las siguientes propiedades:

1. Consiste en un nimero fijo, n, de pruebas idénticas.

2. Cada prueba resulta en uno de dos resultados: €xito, S, o fracaso, F.

3. La probabilidad de éxito en una sola prueba es igual a algin valor p y es el mismo
de una prueba a la otra. La probabilidad de fracaso es igual a g = (1 — p).

4. Las pruebas son independientes.

5. La variable aleatoria de interés es Y, el niimero de éxitos observado durante las n
pruebas.

Determinar si un experimento particular es binomial requiere examinar el experimento en bus-
ca de cada una de las caracteristicas recién enlistadas. Observe que la variable aleatoria de interés
es el niimero de éxitos observado en las n pruebas. Es importante ver que un éxito no es necesaria-
mente “bueno” en el sentido diario de la palabra. En nuestras exposiciones, €xito es simplemente
un nombre para uno de los dos posibles resultados en una sola prueba de un experimento.

EJEMPLO 3.5

Solucion

Un sistema de deteccién de alarma temprana para aviones consta de cuatro unidades de ra-
dar idénticas que operan de manera independiente entre si. Suponga que cada una tiene una
probabilidad de .95 de detectar un avién intruso. Cuando un avién intruso entra en escena, la
variable aleatoria de interés es Y, el niimero de unidades de radar que no detecta el avién. ;Es
éste un experimento binomial?

Para decidir si éste es un experimento binomial, debemos determinar si cada uno de los cinco
requisitos de la Definicién 3.6 se satisface. Observe que la variable aleatoria de interés Y, es
el nimero de unidades de radar que no detecta un avién. La variable aleatoria de interés en
un experimento binomial es siempre el nimero de éxitos; en consecuencia, este experimento
puede ser binomial sélo si llamamos éxito al evento de no detectar. Ahora examinemos el
experimento en cuanto a las cinco caracteristicas del experimento binomial.

1. El experimento comprende cuatro pruebas idénticas; cada una de ellas consiste en de-
terminar si una unidad particular de radar detecta (o no) el avién.

2. Cada prueba arroja uno de dos resultados. Como la variable aleatoria de interés es el
nimero de éxitos, S denota que el avién no fue detectado y F denota que fue detec-
tado.

3. Como todas las unidades de radar detectan el avién con igual probabilidad, la probabi-
lidad de una S en cada prueba es la misma y p = P(S) = P (no detectar) = .05.
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4. Las pruebas son independientes porque las unidades operan de manera independiente.
5. La variable aleatoria de interés es Y, el niimero de éxitos en cuatro pruebas.

Entonces, el experimento es binomial conn =4,p = .05y g =1-.05= .95. ]

EJEMPLO 3.6

Solucion

Suponga que 40% de una poblacién grande de votantes registrados esta a favor del candidato
Jones. Una muestra aleatoria de n = 10 votantes sera seleccionada y se ha de observar Y, el
nimero de quienes estdn a favor de Jones. ;El experimento satisface los requisitos de un ex-
perimento binomial?

Si cada una de las diez personas se selecciona al azar de entre la poblacién, entonces tenemos
diez pruebas casi idénticas con cada prueba resultando en una persona que estd a favor de Jones
(S) o no esta a favor de Jones (F). La variable aleatoria de interés es entonces el nimero de €xi-
tos en las diez pruebas. Para la primera persona seleccionada, la probabilidad de estar a favor
de Jones (S) es .4. Pero, ;qué se puede decir acerca de la probabilidad incondicional de que la
segunda persona esté a favor de Jones? En el Ejercicio 3.35 se demostrara que la probabilidad
incondicional de que la segunda persona esté a favor de Jones también es .4. Entonces, la pro-
babilidad de un éxito S sigue siendo la misma de una prueba a otra. No obstante, la probabili-
dad condicional de un éxito en pruebas posteriores depende del nimero de éxitos en las prue-
bas previas. Si la poblacién de electores es grande, eliminar una persona no cambia en forma
importante la fraccién de electores que estan a favor de Jones y la probabilidad condicional de
que la segunda persona esté a favor de Jones serd muy cercana a .4. En general, si la poblacién
es grande y el tamafio muestral es relativamente pequefio, la probabilidad condicional de éxito
en una prueba posterior dado el nimero de éxitos en las pruebas previas seguird siendo mas
o menos igual cualesquiera que sean los resultados en pruebas previas. Por tanto, las pruebas
seran aproximadamente independientes y entonces los problemas de muestreo de este tipo son
aproximadamente binomiales. |

Si el tamafio muestral del Ejemplo 3.6 fue grande con respecto al tamafio poblacional (por
ejemplo 10% de la poblacién), la probabilidad condicional de seleccionar un partidario de
Jones en una eleccidn posterior serd alterada de manera importante por las preferencias de las
personas seleccionadas antes en el experimento y éste no serfa binomial. La distribucién de
probabilidad hipergeométrica, tema de la Seccién 3.7, es el modelo apropiado de probabilidad a
usarse cuando el tamafio muestral es grande con respecto al tamafio poblacional.

Usted puede refinar su capacidad de identificar experimentos binomiales si reexamina los
ejercicios del final del Capitulo 2. Varios de los experimentos en esos ejercicios son experi-
mentos binomiales o aproximadamente binomiales.

La distribucién p(y) de probabilidad binomial se puede deducir al aplicar el método de pun-
to muestral para hallar la probabilidad de que el experimento produzca y éxitos. Cada punto
muestral del espacio muestral puede estar caracterizado por un mdltiplo n (rearreglo) que con-
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tiene las letras Sy F, correspondientes a €xito y fracaso. Un punto muestral tipico apareceria
entonces como

SSFSFFFSFS...FS,

n posiciones

donde la letra en la i-ésima posicién (de izquierda a derecha) indica el resultado de la iésima
prueba.

Consideremos ahora un punto muestral particular correspondiente a y éxitos y por tanto
contenido en el evento numérico Y = y. Este punto muestral,

SSSSS...SSSFFF...FF,
y n—y

representa la interseccion de n eventos independientes (los resultados de las n pruebas), en
las que hubo y éxitos seguidos por (n — y) fracasos. Como las pruebas fueron independientes
y la probabilidad de S, p, sigue igual de una prueba a otra, la probabilidad de este punto
muestral es

ppppp - pPP 99999 =p’q" .
R

términos y términosn — y

Cada uno de los puntos muestrales del evento Y = y se puede representar como un rearreglo
que contenga un nimero y de €xitos S'y (n — y) fracasos. Cualquier punto muestral también
tiene probabilidad p*q"™. Como el nimero de arreglos que contienen la cantidad y de éxitos S
y de (n —y) fracasos F es (del Teorema 2.3)

(n) _ n!
y)  ylmn—y

se deduce que el evento (Y = y) estd formado por (:) puntos muestrales, cada uno con proba-

bilidad p’¢"™, y que p(y) = (z)qu"fy, y =0, 1, 2,..., n.Elresultado que hemos deducido
es la formula para la distribucion de probabilidad binomial.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion binomial basada en n pruebas
con probabilidad p de éxito si y s6lo si

= n Yy =
p(y) = y)Pa y=0,1,2,...,n y0=p=1.

La Figura 3.4 representa p(y) graficamente como histogramas de probabilidad, el primero
paran = 10, p = .1; el segundo paran = 10, p = .5; y el tercero paran = 20, p = .5. Antes de
continuar, reconsideremos la representacion para los puntos muestrales de este experimento.
Hemos visto que un punto muestral puede estar representado por una secuencia de n letras,
cada una de las cuales es S o F. Si el punto muestral contiene exactamente una S, la proba-
bilidad asociada con ese punto muestral es pg"'. Si otro punto muestral contiene 2 letras
Sy (n —2) letras F la probabilidad de este punto muestral es p*>q" . Observe que los puntos
muestrales para un experimento binomial no son equiparables a menos que p = .5.

El término experimento binomial se deriva del hecho de que cada prueba arroja uno de
dos posibles resultados y de que las probabilidades p(y), y = 0, 1, 2,...,n, son términos de la
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FIGURA 3.4 »p(
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expansion binomial

n n n n 1 _n—1 n 2 n—2 n n
(g +p)"= q" + pq* pq “F A )P
0 1 2 n

Se observaque (;)g" = p(0), ({)p'q" "' = p(1)y,engeneral, p(y) = (") p*q"~- También
se cumple que p(y) satisface las propiedades necesarias para una funcién de probabilidad por-
que p(y) es positivaparay = 0, 1,..., n y [porque (¢ + p) = 1]

n

dpm =Y. (i)p”q””’ =@+p"=1"=1

=0
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La distribucién de probabilidad binomial tiene muchas aplicaciones porque el experimento
binomial se presenta al muestrear defectos en control de calidad industrial, en el muestreo de
preferencia de los consumidores o en poblaciones de votantes y en muchas otras situaciones
fisicas. Ilustraremos con algunos ejemplos. Otros modelos practicos apareceran en los ejerci-
cios al final de esta seccidn y también al final del capitulo.

EJEMPLO 3.7

Solucion

Suponga que un lote de 5000 fusibles eléctricos contiene 5% de piezas defectuosas. Si se
prueba una muestra de 5 fusibles, encuentre la probabilidad de hallar al menos uno defec-
tuoso.

Es razonable suponer que Y, el nimero observado de defectuosos, tiene una distribucion bi-
nomial aproximada porque el lote es grande. Retirar unos cuantos fusibles no cambia lo sufi-
ciente la composicion de los restantes como para preocuparnos. Entonces,

5
P (al menos uno defectuoso) =1 — p(0) =1 — (0> »’q¢

=1-(95°=1-.774 = .226.

Observe que hay una probabilidad mds bien grande de ver al menos uno defectuoso, aun cuan-
do la muestra sea muy pequefia. |

EJEMPLO 3.8

Solucion

La experiencia ha demostrado que 30% de todas las personas afectadas por cierta enfermedad
se recuperan. Una empresa fabricante de medicamentos ha inventado una nueva medicina. Diez
personas con la enfermedad se seleccionaron al azar y recibieron la medicina; nueve se recupe-
raron al poco tiempo. Suponga que la medicina no es eficaz en absoluto. ;Cual es la probabili-
dad de que se recuperen al menos nueve de entre diez que recibieron la medicina?

Denote con Y el niimero de personas que se recuperan. Si la medicina no funciona, la probabi-
lidad de que una sola persona enferma se recupere es p = .3. Entonces el nimero de pruebas
es n = 10y la probabilidad de que exactamente nueve se recuperen es
10 o
P(Y =9)=p9) = 9 (.3)°(.7) = .000138.

Del mismo modo, la probabilidad de que exactamente diez se recuperen es

P(Y = 10) = p(10) = <18>(.3)10(.7)0 = 000006,

P(Y =9) = p(9) + p(10) = .000138 + .000006 = .000144.

Si la medicina no es eficaz, la probabilidad de observar al menos nueve que se recuperen es
sumamente pequefia. Si administramos la medicina a diez personas y observamos que al menos
nueve se recuperan, entonces (1) la medicina no sirve y hemos observado un evento raro o bien
(2) la medicina es en verdad qtil para curar la enfermedad. Nos apegamos a la conclusién 2.

]
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Una tabulacién de probabilidades binomiales de la forma ) {_, p(y), presentada en la
Tabla 1, Apéndice 3, reducird en gran medida los célculos para algunos de los ejercicios. Las
obras de consulta que aparecen al final del capitulo citan varias tabulaciones mas amplias de
probabilidades binomiales. Debido a limitaciones précticas de espacio, las tablas impresas
por lo general se aplican sélo a valores seleccionados de n y p. Las probabilidades binomiales
también se pueden hallar con el uso de varios paquetes de software. Si Y tiene una distribu-
cién binomial basada en n intentos con probabilidad de éxito . P(Y = yo) = p(yo) se
puede hallar con el comando dbinom(yo, n, p), mientras que P(Y =< y,) se encuentra con
el comando pbinom(yo,n,p) de R (o S-Plus). Una ventaja distintiva de usar software para
calcular probabilidades binomiales es que practicamente se pueden usar cualesquiera valores
de n y p. Ilustramos el uso de la Tabla 1 (y, de manera simultdnea, el uso de la salida del co-
mando R pbinom(yo,n,p)) en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.9

Solucion

Se supone que el voluminoso lote de fusibles eléctricos del Ejemplo 3.7 contiene s6lo 5% de de-
fectuosos. Si n = 20 fusibles se muestrean al azar de este lote, encuentre la probabilidad de que se
observen al menos cuatro defectuosos.

Si se denota con Y el nimero de defectuosos de la muestra, suponemos el modelo binomial
para Y, con p = .05. Entonces,

PY=4)=1-PY =23),
y usando la Tabla 1, Apéndice 3 [0 el comando pbinom(3,20,.05)]de R, obtenemos

3
P(Y =3) =) p(y) =.984.
y=0

El valor.984 se encuentraen latabla marcadan = 20 enlaTabla 1, Apéndice 3. Especificamente,
aparece en la columna marcada p = .05 y en la fila marcada a = 3. Se deduce que

P(Y =4) =1 —.984 = .016.

Esta probabilidad es muy pequena. Si en realidad observamos mads de tres defectuosos de en-
tre 20 fusibles, podriamos sospechar que el porcentaje reportado de 5% es erréneo. |

La media y la varianza asociadas con una variable aleatoria binomial se deducen en el
siguiente teorema. Como veremos en la prueba del teorema, es necesario evaluar la suma de
algunas series aritméticas. En el curso de la prueba ilustramos algunas de las técnicas que
existen para sumar esas series. En particular, usamos el hecho de que ), p(y) = 1 para cual-
quier variable aleatoria discreta. '
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TEOREMA 3.7 Sea Y una variable aleatoria binomial basada en n pruebas y probabilidad p de éxito.
Entonces

pw=EY)=np y o>=V({Y)=npq.

Demostracion Por las Definiciones 3.4 y 3.7,

E(Y) = Zyp(y) Z ()pq

Observe que el primer término de la suma es 0 y, por tanto, que

!
y n—y
E(Y) = Zy(n Y
n

n! n—
"L e

y=1

Los sumandos de esta tultima expresion presentan un sorprendente parecido con las
probabilidades binomiales. De hecho, si factorizamos np en cada término de la suma y
hacemos z =y — 1,

=D
E(Y y~lgny
o ””;mfy)!(yfl)!” !

(n_l)‘ z, n—1-z
pZ(n—l—z)‘Z‘pq

Ao

n—1-z

Observe que p(z) = ("zl)pzq es la funcién de probabilidad binomial basada en
(n—1) pruebas. Asi, Y p(z) = 1y se deduce que
%

n = E(Y) = np.

Del Teorema 3.6 sabemos que o> = V(Y) = E(Y?) — u? Entonces, o se puede calcular
si hallamos E(Y?). Hallar E(Y?) directamente es dificil porque

E(Y) =Y y'p(y) = Zy ( )pyq" 7= Zy ,(n —p'q"
=0 y)

y la cantidad y2 no aparece como factor de y!. ;Hacia donde vamos ahora? Observe que

E[Y(Y —1)] = E(Y2—Y) = E(Y?) — E(Y)

y, por tanto,
E(Y?) = E[Y(Y — )] + E(Y) = E[Y(Y — )] +
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En este caso,

E[Y(Y = D] = Zy(y - )—,p"q"*y.
= (n = y)!

Los términos primero y segundo de esta suma son iguales a cero (cuandoy = 0y y =
1). Entonces

n n!
EY(Y —D] =) ————pg"
e R

(Observe la cancelacion que llevo a este tltimo resultado. La anticipacion de esta can-
celacion es lo que en realidad motivé la consideracion de E[Y(Y — 1)].) De nuevo, los
sumandos de la dltima expresiéon se asemejan mucho a probabilidades binomiales.
Factorice n(n — 1)p? en cada término de la suma y sea z = y — 2 para obtener

. (n —2)! s
E[Y(Y - D] =nn—1Dp*y ————p’2g"">
[Y(Y — D] = n(n —1)p ;(y_z)!(n_y)!

= n(n — 1)p’ Z g

|(n— _Z)'
n—2
_”(nfl)pzz< > n—2—z

De nuevo observe que p(z) = ("_2) p*q" % es la funcién de probabilidad binomial
basada en (n —2) pruebas. Asi ) "~ g p(z) = 1 (de nuevo usando el dispositivo ilustrado
en la obtencién de la media) y

E[Y(Y — D] =n(n —1)p>.
Entonces,

E(Y®» =E[Y(Y — D] +p =n(n—1)p>+np

2= EY? —,uz =n(n — 1)p2 +np —nzp2
=npl(n = Dp + 1 —np] =np(l = p) =npq.

Ademas de proporcionar las férmulas para la media y la varianza de una variable aleatoria
binomial, la deduccién del Teorema 3.7 ilustra el uso de dos de los trucos mas comunes, por
ejemplo, usar el hecho de que Y _p(y) = 1 si p(y) es una funcién de probabilidad vélida y ha-
llar E(Y?) para determinar E[Y(Y — 1)]. Estas técnicas también serén dtiles en las secciones
siguientes donde consideramos otras distribuciones de probabilidad discreta y las medias y
varianzas asociadas.

Una fuente de error frecuente al aplicar la distribucion de probabilidad binomial a problemas
practicos es no definir cudl de los dos posibles resultados de una prueba es el exitoso. Como
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consecuencia de ello, ¢ puede usarse erroneamente en lugar de p. Defina con todo cuidado un
éxito y asegurese de que p sea igual a la probabilidad de un €xito para cada aplicacion.

Hasta aqui en esta seccién hemos supuesto que el nimero de pruebas, n, y la probabilidad
de éxito, p, se conocian y usamos la férmula p(y) = (;‘) pYq" Y para calcular probabilidades
asociadas con variables aleatorias binomiales. En el Ejemplo 3.8 obtuvimos un valor para
P(Y = 9) y usamos esta probabilidad para llegar a una conclusién acerca de la efectividad del
medicamento. El siguiente ejemplo exhibe otro uso estadistico, mas que probabilistico, de la

distribucién binomial.

EJEMPLO 3.10

Solucion

Suponga que se hace una encuesta a 20 personas que trabajan para una gran empresa y se les
pregunta a cada uno si estdn a favor de la implantacién de una nueva politica respecto de
los fondos de jubilacién. Si en nuestra muestra, 6 estan a favor de la nueva politica, encuentre
una estimacion de p, la verdadera pero desconocida proporcién de empleados que estin a
favor de la nueva politica.

Si Y denota el nimero entre los 20 que estdn a favor de la nueva politica, es razonable concluir
que Y tiene una distribucién binomial con n = 20 para algtin valor de p. Cualquiera que sea el
verdadero valor de p, concluimos que la probabilidad de observar 6 de entre 20 a favor de la
politica es

P(Y =6) = (260);760 -nt

Usaremos como nuestra estimacion para p el valor que maximice la probabilidad de obser-
var el valor que realmente observamos (6 a favor en 20 pruebas). ; Cémo encontramos el valor
de p que maximice P(Y = 6)?

Como (2:) es una constante (respecto de p) y In(w) es una funcién creciente de w, el va-
lor de p que maximiza P(Y = 6) = (%) p®(1 — p)'* es igual al valor de p que maximiza
In[p®(1 — p)'*] = [6In(p) + 14In(1 — p)].

Si evaluamos la derivada de [6 In(p) + 14 In(1 — p)] con respecto a p, obtenemos

dI6In(p) + 14In(1 = p)] _ (é) ~ <i>
dp 14 I=p)

El valor de p que maximiza (o minimiza) [6 In(p) + 14 In(1 — p)][y, lo que es mds importante,
p(Y = 6)] es la solucién de la ecuacion

Resolviendo, obtenemos p = 6/20.

Como la segunda derivada de [6 In(p) + 14 In(1 — p)] es negativa cuando p = 6/20, se
deduce que [6 In(p) + 14 In(1 — p)][y P(Y = 6)] se maximiza cuando p = 6/20. Nuestra
estimacién para p, basada en 6 “éxitos” entre 20 pruebas es por tanto 6/20.

La respuesta final que obtuvimos debe parecer bastante razonable. Como p es la probabili-
dad de un “éxito” en cualquier prueba determinada, una estimacién razonable es, en realidad,

la proporcién de “éxitos” en nuestra muestra, en este caso 6/20. En la siguiente seccién apli-
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caremos esta misma técnica para obtener una estimacion que no es inicialmente tan intuitiva.
Como veremos en el Capitulo 9, la estimacién que acabamos de obtener es la estimacion de
mdxima probabilidad para p y el procedimiento empleado lineas antes es un ejemplo de la
aplicacién del método de mdxima probabilidad. |

3.35

3.36

3.37

3.38

Ejercicios

Considere la poblacién de electores descrita en el Ejemplo 3.6. Suponga que hay N = 5000 electores
en la poblacién, 40% de los cuales estdn a favor de Jones. Identifique el evento estd a favor de Jones
como el éxito S. Es evidente que la probabilidad de S en el intento 1 es .40. Considere el evento B de
que S suceda en la segunda prueba. Entonces B puede ocurrir en dos formas: las primeras dos pruebas
son exitosas o bien la primera prueba es un fracaso y la segunda es un éxito. Demuestre que P(B) = .4.
(Cuél es P(B|la primera prueba es S)? ;Esta probabilidad condicional difiere marcadamente de P(B)?

a Un meteordlogo en Denver registré Y = el nimero de dias de lluvia durante un periodo de 30 dias.
(Tiene Y una distribucién binomial? Si es asi, ;se dan los valores de n 'y p?

b Una empresa de investigacion de mercado ha contratado operadoras para que realicen encuestas por
teléfono. Se usa una computadora para marcar al azar un nimero telefénico y la operadora pregunta
a la persona que contesta si tiene tiempo para responder unas preguntas. Sea ¥ = el nimero de lla-
madas hechas hasta que la primera persona contesta que estd dispuesta a responder las preguntas.
(Es éste un experimento binomial? Explique.

En 2003, el promedio de calificacién combinada del examen Scholastic Aptitude Test (SAT) (matematicas
y verbal) para estudiantes que van a la universidad en Estados Unidos fue 1026. Suponga que aproximada-
mente 45% de todos los graduados de preparatoria hizo este examen y que 100 egresados de preparatoria
se seleccionan al azar de entre todos los egresados en Estados Unidos. De las siguientes variables aleato-
rias, /cudl tiene una distribucidn que puede ser aproximada por una distribucién binomial? Siempre que
sea posible, dé los valores parany p.

El nimero de estudiantes que hizo el SAT
Las calificaciones de los 100 estudiantes de la muestra
El niimero de estudiantes de la muestra que obtuvo calificaciones arriba del promedio del SAT

El tiempo necesario para que cada estudiante terminara el SAT

o Qo A T N

El nimero de egresadas (mujeres) de preparatoria de la muestra

El fabricante de una bebida lactea de bajo contenido de calorfas desea comparar el atractivo del gusto de

una nueva férmula (férmula B) con el de la férmula estandar (férmula A). A cada uno de cuatro jueces

se les dan tres vasos en orden aleatorio, dos de ellos cont la férmula A y el otro con la férmula B. A cada

uno de los jueces se les pide indicar cudl vaso fue el que disfruté mas. Suponga que las dos férmulas son

igualmente atractivas. Sea Y el niimero de jueces que indican una preferencia por la nueva férmula.

a Encuentre la funcién de probabilidad para Y.

b (Cudl es la probabilidad de que al menos tres de los cuatro jueces indique una preferencia por la
nueva férmula?

¢ Encuentre el valor esperado de Y.

d Encuentre la varianza de Y.
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3.40

3.41

3.42

3.43

3.44

3.45

Ejercicios 111

Se construye un complejo sistema electrénico con cierto nimero de piezas de respaldo en sus subsiste-
mas. Un subsistema tiene cuatro componentes idénticos, cada uno con una probabilidad de .2 de fallar
en menos de 1000 horas. El subsistema va a operar si dos de los cuatro componentes estdn operando.
Suponga que los componentes operan de manera independiente. Encuentre la probabilidad de que

a exactamente dos de los cuatro componentes dure mas de 1000 horas,
b el subsistema opere mds de 1000 horas.

La probabilidad de que un paciente se recupere de una enfermedad estomacal es .8. Suponga que se sabe
que 20 personas han contraido la enfermedad. ;Cuadl es la probabilidad de que

exactamente 14 se recuperen?,
al menos 10 se recuperen?,

al menos 14 pero no mds de 18 se recuperen?,

o n T N

a lo sumo 16 se recuperen?

Un examen de opcién multiple tiene 15 preguntas, cada una con cinco posibles respuestas, s6lo una de
las cuales es correcta. Suponga que uno de los estudiantes que hace el examen contesta cada una de las
preguntas con una adivinacion aleatoria independiente. ;Cudl es la probabilidad de que conteste correc-
tamente al menos diez preguntas?

Consulte el Ejercicio 3.41. ;Cudl es la probabilidad de que un estudiante conteste correctamente al me-
nos diez preguntas si

a para cada pregunta, el estudiante puede eliminar correctamente una de las respuestas equivocadas y
contesta a continuacion cada una de las preguntas con una adivinacion aleatoria independiente entre
las respuestas restantes?,

b puede eliminar correctamente dos respuestas equivocadas para cada pregunta y al azar selecciona de
entre las respuestas restantes?

Muchas empresas que generan energia eléctrica promueven el ahorro de energia, para lo cual ofrecen
tarifas de descuento a consumidores que mantengan su uso por debajo de ciertos estdndares establecidos
de subsidio. Un reciente informe de la EPA (agencia de proteccién ambiental observa que 70% de los
residentes en Puerto Rico han reducido su consumo de electricidad lo suficiente para tener derecho a
tarifas de descuento. Si se seleccionan al azar cinco suscriptores residenciales de San Juan, Puerto Rico,
encuentre la probabilidad de cada uno de los siguientes eventos:

a Los cinco tienen derecho a las tarifas favorables,
b Al menos cuatro tienen derecho a tarifas favorables,

Un nuevo procedimiento quirdrgico es exitoso con una probabilidad de p. Suponga que la operacion se
realiza cinco veces y los resultados son independientes entre si. ;Cudl es la probabilidad de que

a todas las operaciones sean exitosas si p = .8?
b exactamente cuatro sean exitosas si p = .6?

¢ menos de dos sean exitosas si p = .3?

Un aparato detector de incendios utiliza tres celdas sensibles a la temperatura que actian de manera
independiente una de otra, en forma tal que una o mas pueden activar la alarma. Cada celda presenta una
probabilidad de p = .8 de activar la alarma cuando la temperatura alcanza 100°C o mads. Sea Y igual al
nimero de celdas que activan la alarma cuando la temperatura alcanza los 100°.

a Encuentre la distribucién de probabilidad para Y.

b Encuentre la probabilidad de que la alarma funcione cuando la temperatura alcance los 100°.
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3.46

3.47

3.48

3.49

3.50

3.51

3.52

3.53

Construya histogramas de probabilidad para las distribuciones de probabilidad binomiales para n = .5,
p="_.1,.5y.9.(LaTabla 1, Apéndice 3, reducird la cantidad de célculos.) Nétese la simetria parap = .5
y la direccién del sesgo parap = .1y .9.

Use la Tabla 1, Apéndice 3, para construir un histograma de probabilidad para la distribucién de proba-
bilidad binomial paran = 20y p = .5. Observe que casi toda la probabilidad cae en el intervalo 5 =y
= 15.

Un sistema de proteccién contra proyectiles esta formado por n aparatos de radar que operan de manera
independiente, cada uno con una probabilidad de .9 de detectar un proyectil que penetre en una zona que
estd cubierta por todas las unidades.

a Sin = 5y un proyectil entra en la zona, /cudl es la probabilidad de que exactamente cuatro aparatos
lo detecten? ; Al menos un aparato?

b ;Qué tan grande debe ser n si requerimos que la probabilidad de detectar un proyectil que entre en
la zona sea .999?

Un fabricante de cera para pisos ha creado dos nuevas marcas, A y B, que desea someter a evaluacién
de propietarios de casas para determinar cudl de las dos es superior. Ambas ceras, A y B, se aplican a
superficies de pisos en cada una de 15 casas. Suponga que en realidad no hay diferencia en la calidad de
las marcas. ;Cual es la probabilidad de que diez o mds propietarios de casas expresen preferencia por

a lamarcaA?,
b yasealamarcaA olamarca B?

En el Ejercicio 2.151 consideramos un modelo para la Serie Mundial de Beisbol. Dos equipos A 'y B
juegan una serie de partidos hasta que un equipo gane cuatro de ellos. Suponemos que los partidos
se juegan de manera independiente y que la probabilidad de que A gane cualquier partido es p. Calcule la
probabilidad de que la serie dure exactamente cinco partidos. [Sugerencia: use lo que sepa acerca de
la variable aleatoria, Y, el niimero de partidos que A gane entre los primeros cuatro partidos.]

En el siglo xvi, Chevalier de Mere pidi6 a Blaise Pascal comparar las probabilidades de dos eventos. A
continuacién, usted va a calcular la probabilidad de los dos eventos que, antes de una experiencia contraria
en juegos, eran considerados por de Mere como igualmente probables.

a (Cudl es la probabilidad de obtener al menos un 6 en cuatro tiros de un dado sin cargar?

b Siun par de dados sin cargar se lanza 24 veces en una mesa, ;cudl es la probabilidad de que salga al
menos un doble seis?

La prueba de gusto para la PTC (feniltiocarbamida) es un ejercicio favorito en grupos de estudiantes
principiantes de genética humana. Se ha establecido que un solo gen determina si un individuo es un
“probador” o no lo es. Si 70% de norteamericanos son “probadores” y 20 de ellos se seleccionan al azar,
(cudl es la probabilidad de que

a al menos 17 sean “probadores™?,
b menos de 15 sean “probadores™?

La enfermedad de Tay-Sachs es una afeccién genética que suele ser mortal en nifios. Si ambos padres
son portadores de la enfermedad, la probabilidad de que sus hijos desarrollen la enfermedad es aproxi-
madamente .25. Suponga que un esposo y esposa son portadores y que tienen tres hijos. Si los resultados
de los tres embarazos son mutuamente independientes, ;cudles son las probabilidades de los siguientes
eventos?

a Los tres hijos desarrollan la enfermedad.
b Sélo uno de los hijos desarrolla la enfermedad.
¢ El tercer hijo desarrolla la enfermedad, dado que los primeros dos no la desarrollaron.
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Suponga que Y es una variable aleatoria binomial basada en n intentos con probabilidad p de éxito y
considere Y =n—Y.

a Demuestre que paray = 0,2,...,n

P(Y'=vy)=Pn—-Y'=y)=PY =n—-Y")

b Use el resultado del inciso a para demostrar que

P(Y" =y = ( : )P"”‘*q"* - (7*>q”*p"*"*.
n—y y

¢ El resultado del inciso b implica que Y tiene una distribucién binomial basada en n pruebas y pro-
babilidad de “éxito” p* = g = 1 — p. {Por qué este resultado es “obvio™?

Suponga que Y es una variable aleatoria binomial con n > 2 pruebas y una probabilidad p de éxito. Use
la técnica presentada en el Teorema 3.7 y el hecho de que E{Y(Y - 1)(Y - 2)} = E(Y?)—3E(Y?) + 2E(Y)
para deducir E(Y?).

Una empresa de exploracién petrolera se forma con suficiente capital para financiar diez exploraciones. La
probabilidad de que una exploracién particular sea exitosa es .1. Suponga que las exploraciones son indepen-
dientes. Encuentre la media y la varianza del niimero de exploraciones exitosas.

Consulte el Ejercicio 3.56. Suponga que la empresa tiene un costo fijo de $20,000 por preparar equipo
antes de hacer su primera exploracién. Si cada exploracion exitosa cuesta $30,000 y cada una no exitosa
cuesta $15,000, encuentre el costo esperado total para la empresa por sus diez exploraciones.

Una venta particular comprende cuatro articulos seleccionados al azar de un lote voluminoso que se
sabe contiene 10% de articulos defectuosos. Denote con Y el niimero de los defectuosos entre los cuatro
vendidos. El comprador de los articulos devolverd los defectuosos para su reparacion y el costo de ésta
estd dado por C = 3Y% 4+ Y + 2. Encuentre el costo de reparacién esperado. [Sugerencia: el resultado
del Teorema 3.6 implica que, para cualquier variable aleatoria Y, E(Y?) = 02 + u?]

Diez motores se empacan para su venta en cierto almacén. Los motores se venden en $100 cada uno,
pero una garantfa de devolucién del doble de su dinero es efectiva por cualquier unidad defectuosa que
el comprador pueda recibir. Encuentre la ganancia neta esperada para el vendedor si la probabilidad de
que cualquier motor sea defectuoso es .08. (Suponga que la calidad de cualquier motor es independiente
de la de los otros.)

Una concentracion particular de un producto quimico detectado en agua contaminada se encuentra que
es letal para 20% de los peces que queden expuestos a la concentracién durante 24 horas. Veinte peces
se colocan en un tanque que contiene esta concentracién del producto quimico en agua.

a Encuentre la probabilidad de que exactamente 14 sobrevivan.
b Encuentre la probabilidad de que al menos 10 sobrevivan.

¢ Encuentre la probabilidad de que a lo sumo 16 sobrevivan.

d Encuentre la media y la varianza del nimero que sobrevive.

De los donadores voluntarios de sangre en una clinica, 80% presentan factor Rhesus (Rh) en su sangre.

a Sicinco voluntarios se seleccionan al azar, ;cudl es la probabilidad de que al menos uno no presente
el factor Rh?

b Si cinco voluntarios se seleccionan al azar, ;cudl es la probabilidad de que a lo sumo cuatro presen-
ten el factor Rh?

¢ ;Cudl es el nimero mds pequefio de voluntarios que deben seleccionarse si deseamos tener certeza
de al menos 90% de obtener al menos cinco donadores con factor Rh?
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Goranson y Hall (1980) explican que la probabilidad de detectar una grieta en el ala de un avién es el
producto de p,, la probabilidad de inspeccionar un avién con una grieta en un ala; p,, la probabilidad de
inspeccionar el detalle donde se ubica la grieta; y p,, la probabilidad de detectar el dafio.

a ;Qué suposiciones justifican la multiplicacion de estas probabilidades?

b Suponga que p, = .9, p, = .8 y p; = .5 para cierta flota de aviones. Si se inspeccionan tres aviones
de esta flota, encuentre la probabilidad de que una grieta en el ala sea detectada en al menos uno de
ellos.

Considere la distribucién binomial con n pruebas y P(S) = p.

n—y+1
a Demuestre que Q) = ¢ ) )P paray = 1, 2,...,n. De modo equivalente, para
p(y =1 yq
. —y+1 . .-
y=1,2,...,n,laecuacién p(y) = up(y — 1) da una relacidn repetitiva entre las

probabilidades asociadas con valores sucesivos de Y.

b Sin =90y p = .04, use la relacién citada en el inciso anterior para hallar P(Y < 3).

—y+1 )
¢ Demuestre que PQ) = (n=y*Dp >1siy<(@m+1)p,que Py <lsiy>@m+
piy —1 ¥q p(y — 1)
1p,y que % = 1si(n+1)esunenteroyy = (n + 1)p. Esto establece que p(y) > p(y — 1) siy
ply —

espequefia (y < (n + 1)p)yp(y) <p(y—1)siyesgrande (y > (n + 1)p). Entonces, las probabilidades
binomiales sucesivas aumentan por algin tiempo y disminuyen de ahi en adelante.

d Demuestre que el valor de y asignado a la probabilidad més grande es igual al médximo entero menor
oigual que (n + 1)p. Si (n + 1)p = m para algin entero m, entonces p(m) = p(m — 1).

Considere una extension de la situacién estudiada en el Ejemplo 3.10. Si hay n pruebas en un experi-
mento binomial y observamos y, “éxitos”, demuestre que P(Y = y,) se maximiza cuando p = y,/n. De
nuevo, estamos determinando (en general esta vez) el valor de p que maximice la probabilidad del valor
de Y que observamos realmente.

Consulte el Ejercicio 3.64. El estimador de la mdxima probabilidad para p es Y /n (nétese que Y es la
variable aleatoria binomial, no un valor particular de ella).

a Deduzca E(Y/n). En el Capitulo 9 veremos que este resultado implica que Y/h es un estimador
no sesgado para p.

b Deduzca V(Y/n). ;Qué le ocurre a V(Y /n) cuando n se hace grande?

La distribucion de probabilidad geométrica

La variable aleatoria con distribucién de probabilidad geométrica estd asociada con un
experimento que comparte algunas de las caracteristicas de un experimento binomial.
Este experimento también comprende pruebas idénticas e independientes, cada una de
las cuales puede arrojar uno de dos resultados: éxito o fracaso. La probabilidad de éxito
esigual a p y es constante de una prueba a otra. No obstante, en lugar del nimero de éxitos que
se presentan en n pruebas, la variable aleatoria geométrica Y es el nimero de prueba en la
que ocurre el primer éxito. Entonces, el experimento consiste en una serie de pruebas que con-
cluye con el primer éxito. En consecuencia, el experimento podria terminar con la primera prue-
ba si se observa un éxito en la misma o el experimento podria continuar de manera indefinida.
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El espacio muestral S para el experimento contiene el conjunto infinitamente contable de
puntos muestrales:

Ei: S (éxito en la primera prueba)

E,: FS (fracaso en la primera, éxito en la segunda)

Es: FFS (primer éxito en la tercera prueba)

Ey,: FFFS (primer éxito en la cuarta prueba)

E.: FFFF...FS (primer éxito en la késima prueba )
~—————

k—1

Como la variable aleatoria Y es el nimero de intentos hasta el primer éxito, incluido éste los
eventos (Y = 1), (Y = 2) y (Y = 3) contienen sélo los puntos muestrales E,, E, y E;, respec-
tivamente. En forma mds general, el evento numérico (Y = y) contiene s6lo a E,. Como las
pruebas son independientes, para cualquiery = 1, 2, 3,...,

= = = = = .
p(y) =P =y)=P(Ey)=P(FFFF...FS) =qqq-"'qp=q" p.

y—l y—1

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion de probabilidad geométrica
siy solo si

p»=¢"'p, y=1,23.., 0=p=IL.

En la Figura 3.5 se ilustra un histograma de probabilidad para p(y), p = .5. Las dreas sobre
los intervalos corresponden a probabilidades, como correspondieron a las distribuciones de
frecuencia de datos en el Capitulo 1, excepto que Y puede tomar sélo valores discretos, y =
1,2,..., co. Por inspeccién de los valores respectivos es obvio que p(y) = 0 . En el Ejercicio
3.66 demostrara que estas probabilidades ascienden a 1, como se requiere para cualquier dis-
tribucion de probabilidad discreta vélida.

p(y)
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La distribucién de probabilidad geométrica se emplea con frecuencia para modelar dis-
tribuciones de la duracién de tiempos de espera. Por ejemplo, suponga que el motor de un
avién comercial recibe atencién periddicamente para cambiar sus diversas partes en puntos
diferentes de tiempo y que, por tanto, son de edades que varian. Entonces la probabilidad p
de mal funcionamiento del motor durante cualquier intervalo de operacién de una hora ob-
servado al azar podria ser el mismo que para cualquier otro intervalo de una hora. El tiempo
transcurrido antes de que el motor falle es el nimero de intervalos de una hora, Y, hasta que
ocurra la primera falla. (Para esta aplicacion, el mal funcionamiento del motor en un periodo
determinado de una hora se define como éxito. Observe que como en el caso del experimento
binomial, cualquiera de los dos resultados de una prueba se puede definir como éxito. De
nuevo, un “éxito” no es necesariamente lo que podria considerarse como “bueno” en nuestra
conversacién de todos los dias.)

EJEMPLO 3.11

Solucion

Suponga que la probabilidad de mal funcionamiento de un motor durante cualquier periodo
de una hora es p = .02. Encuentre la probabilidad de que un motor determinado funcione bien
dos horas.

Si denotamos con Y el nimero de intervalos de una hora hasta la primera falla, tenemos

0
P (funciona bien dos horas) = P(Y =3) = Z p(y).
y=3
[ee}
Como Y p(y) =1,
y=1
2
P(funciona bien dos horas) = 1 — Z p(y)
y=1
=1—p—gp=1-—.02—(98)(.02) =.9604. u

TEOREMA 3.8

Demostracion

Si examina la férmula para la distribucién geométrica dada en la Definicién 3.8, verd que
valores mas grandes de p (y por tanto valores menores de g) llevan a probabilidades mas altas
para los valores mas pequefios de Y y en consecuencia a menores probabilidades para los
valores mas grandes de Y. Asi, el valor medio de Y parece ser inversamente proporcional a p.
Como demostramos en el siguiente teorema, la media de una variable aleatoria con distribu-
cién geométrica en realidad es igual a 1 /p.

Si Y es una variable aleatoria con una distribucién geométrica,

L—p

w=EY)= y o’=V()= =

N | =

00 o0

EY)=Yy¢'p=p) vy .
y=1 Y

=1
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Esta serie podria parecer dificil de sumarse directamente. En realidad, se puede sumar
con facilidad si tomamos en cuenta que, paray = 1,

d
Iy = y-1
dq (@) =yq"

Yy, por tanto,

d o0 oo 1
_ y = y—

(El intercambio de derivada y suma aqui se puede justificar.) Sustituyendo, obtenemos

o0 - d (o 0] i
EXY)=p) yg' ' = P2 (ZW)-
y=1 y=1

La dltima suma es la serie geométrica, ¢ + ¢° + ¢° + ..., que es igual a ¢/(1 — g)(vea
el Apéndice A1.11). Por tanto,

d q 1 p _ 1
EV)=p— (-2 )=p|l—— | =L =2,
W Paq (1—q> p[(l—q)2] P> p

Para resumir, nuestro método es expresar una serie que no se puede sumar directamente
como la derivada de una serie para la cual la suma se puede obtener con facilidad. Una
vez que evaluemos la serie mas facilmente manejable, derivamos para completar el pro-
ceso.

La derivacion de la varianza se deja como Ejercicio 3.85.

EJEMPLO 3.12

Solucion

Si la probabilidad de falla de un motor durante cualquier periodo de una hora es p = .02 y
Y denota el nimero de intervalos de una hora hasta la primera falla, encuentre la media y la
desviacion estdndar de Y.

Al igual que en el Ejemplo 3.11, se deduce que Y tiene una distribucién geométrica con
p = .02. Entonces, E(Y) = 1/p = 1/(.02) = 50, y esperariamos unas pocas horas antes de en-
contrar una falla. Ademds, V(Y) = .98/.0004 = 2450, y se deduce que la desviacién estandar
de Yes o =V2450 = 49.497. u

Aun cuando el cdlculo de probabilidades asociado con variables aleatorias geométricas se
puede efectuar al evaluar un solo valor o sumas parciales asociadas con una serie geométrica,
estas probabilidades también se pueden hallar con el uso de varios paquetes de software. Si
Y tiene una distribucién geométrica con probabilidad p de éxito, P(Y = y,) = p(y,) se puede
hallar con el uso del comando dgeom (yo-1,p) de R (o S-Plus), mientras que P(Y =< y,) se
encuentra usando el comando Pgeom (vo-1,p) de R (o S-Plus). Por ejemplo el comando
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pgeom(1,0.02) de R (o S-Plus) da el valor para P(Y = 2) que implicitamente se usé en el
Ejemplo 3.11. Observe que el argumento en estos comandos es el valor y, — 1, no el valor y,. Esto
es porque algunos autores prefieren definir que la distribucién geométrica sea la de la variable
aleatoria Y" = el niimero de fracasos antes del primer éxito. En nuestra formulacion, la varia-
ble aleatoria geométrica Y se interpreta como el niimero de intento en los que ocurre el primer
éxito. En el Ejercicio 3.88 verd que Y = Y — 1. Debido a esta relacién entre las dos versio-
nes de variables aleatorias geométricas, P(Y = yg) = P(Y —1 =yo—1) = P(Y* = yo— 1).
R calcula probabilidades asociadas con Y”, explicando por qué los argumentos para dgeom y
pgeom son y, — 1 en lugar de y,,.

El siguiente ejemplo, semejante al Ejemplo 3.10, ilustra la forma en que la distribucién de
probabilidad geométrica se puede usar para estimar un valor desconocido de p, la probabilidad
de un éxito.

EJEMPLO 3.13

Solucion

Suponga que entrevistamos personas sucesivas que trabajan para la gran empresa estudiada en
el Ejemplo 3.10 y detenemos las entrevistas cuando encontramos a la primera persona que le
guste esa politica. Si la quinta persona entrevistada es la primera que estd a favor de la nueva
politica, encuentre una estimacién para p, la proporcién verdadera pero desconocida de em-
pleados que estdn a favor de la nueva politica.

Si Y denota el nimero de personas entrevistadas hasta que hallemos la primera a quien le
guste el nuevo plan de retiro, es razonable concluir que Y tiene una distribucion geométrica
para algin valor de p. Cualquiera que sea el verdadero valor para p, concluimos que la proba-
bilidad de observar la primera persona a favor de la politica en el quinto intento es

P(Y =5) = (1 —p)*p.

Usaremos como nuestra estimacion para p, el valor que maximice la probabilidad de observar
el valor que en realidad observamos (el primer éxito en el intento 5).

Para hallar el valor de p que maximice a P(Y = 5), de nuevo observamos que el valor de p
que maximice a P(Y = 5) = (1 — p)*p es igual que el valor de p que maximice a In[(1 — p)* p]
= [4In(1 —p) + In(p)].

Si evaluamos la derivada de [4 In(1 — p) + In(p)] con respecto a p, obtenemos

di4In(l—p) +In(p)] _ —4 1
dp l—-p p

Si igualamos a cero esta derivada y resolvemos, obtenemos p=1/5.

Como la segunda derivada de [4 In(1 — p) + In(p)] es negativa cuando p = 1/5, se deduce
que [4 In(1 = p) + In(p)][y P(Y = 5)] se maximiza cuando p = 1/5. Nuestra estimacién para
p, basada en observar el primer éxito en el quinto intento es 1/5.

Quiza este resultado es un poco mas sorprendente que la respuesta que obtuvimos en el
Ejemplo 3.10 cuando estimamos p con base en observar 6 a favor del nuevo plan en una mues-
tra de tamafio 20. De nuevo, éste es un ejemplo del uso del método de mdxima probabilidad
que estudiaremos con mds detalle en el Capitulo 9. ]
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Ejercicios
Suponga que Y es una variable aleatoria con distribucién geométrica. Demuestre que
a L, )= ¢"p=1

Py
p(y —1)

des geométricas estdn decreciendo en forma monoténica como funcién de y. Si Y tiene una distribucién
geométrica, ;qué valor de Y es el mds probable (tiene la més alta probabilidad)?

b =g, paray = 2, 3,.... Estarelacién es menor que 1, lo cual implica que las probabilida-

Suponga que 30% de los solicitantes para cierto trabajo industrial posee capacitacién avanzada en pro-
gramacién computacional. Los candidatos son elegidos aleatoriamente entre la poblacién y entrevista-
dos en forma sucesiva. Encuentre la probabilidad de que el primer solicitante con capacitacién avanzada
en programacion se encuentre en la quinta entrevista.

Consulte el Ejercicio 3.67. ;Cudl es el nimero esperado de solicitantes que serd necesario entrevistar
para hallar el primero con capacitacién avanzada?

Unos seis meses después del segundo periodo de George W. Bush como presidente, una encuesta
de Gallup indic6 que un nivel (bajo) muy cerca del récord de 41% de adultos expresaron “mucha”
o “bastante” confianza en la suprema corte de Estados Unidos (http:/www.gallup.com./poll/content/
default.aspx?ci=17011), junio de 2005). Supongamos que usted realizé su propia encuesta telefoni-
ca en ese tiempo y al azar llamé a personas y les pidié describieran su nivel de confianza en la su-
prema corte. Encuentre la distribucién de probabilidad de Y, el nimero de llamadas hasta que se en-
cuentre la primera persona que no exprese “mucha” o “bastante” confianza en la suprema corte de
Estados Unidos.

Una empresa de exploracion petrolera va a hacer una serie de perforaciones de sondeo en una zona deter-
minada en busca de un pozo productivo. La probabilidad de que tenga €xito en un intento dado es .2.

a (Cudl es la probabilidad de que la tercera perforacién sea la primera en dar un pozo productivo?

b Silaempresa puede darse el lujo de perforar a lo sumo diez pozos, ¢cudl es la probabilidad de que no
encuentre un pozo productivo?

Denote con Y una variable aleatoria geométrica con probabilidad de éxito p.

a Demuestre que para un entero positivo a,
P(Y > a) = ¢°.

b Demuestre que para los enteros positivos a y b,
P(Y >a+b|lY >a) =q" = P(Y > D).

Este resultado implica que, por ejemplo, P(Y > 7|Y > 2) = P(Y > 5). ;Por qué supone que esta
propiedad recibe el nombre de propiedad sin memoria de la distribucién geométrica?

¢ En el desarrollo de la distribucién de la variable aleatoria geométrica supusimos que el experimento con-

sistid en realizar intentos idénticos e independientes hasta que se observo el primer éxito. En vista de estas
suposiciones, por qué es “obvio” el resultado en el inciso b?

Dado que ya hemos lanzado al aire una moneda balanceada diez veces y no obtuvimos caras, ;cudl es la
probabilidad de que debemos lanzarla al menos dos veces mas para obtener la primera cara?

Un contador publico certificado (CPA, por sus siglas en inglés) ha encontrado que nueve de entre diez
compafifas auditadas contienen errores importantes. Si el CPA hace auditoria a una serie de cuentas de
empresas, /cudl es la probabilidad de que la primera cuenta que contenga errores importantes

a sea la tercera en ser auditada?,

b sea la tercera cuenta auditada la que le sigue?
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Consulte el Ejercicio 3.73. ;Cuales son la media y la desviacién estdndar del nimero de cuentas que
deben ser examinadas para hallar la primera con errores importantes?

La probabilidad de que llegue un cliente al mostrador de servicio de una tienda en un segundo cualquiera
es igual a .1. Suponga que llegan clientes en forma aleatoria y por tanto que una llegada en un segundo
cualquiera es independiente de las otras. Encuentre la probabilidad de que la primera llegada

a ocurra durante el tercer intervalo de un segundo.

b no ocurra hasta al menos el tercer intervalo de un segundo.

Si Y tiene una distribucién geométrica con probabilidad de éxito .3, ;cudl es el maximo valor, y,, tal que
P(Y >y, = .17

Si Y tiene una distribucién geométrica con probabilidad p de éxito, demuestre que

P(Y =un entero impar) = .
1—q?

De una poblacién de consumidores, 60% tienen fama de preferir una marca particular, A, de pasta

dental. Si se entrevista a un grupo de consumidores escogidos al azar, ;cudl es la probabilidad de que

exactamente cinco personas tengan que ser entrevistadas para hallar el primer consumidor que prefiera

la marca A? ; Al menos cinco personas?

Al contestar una pregunta de encuesta en un tema delicado (por ejemplo: “;Ha fumado mariguana
alguna vez?”), muchas personas prefieren no contestar de manera afirmativa. Suponga que 80% de la
poblacién no ha fumado mariguana y que todos contestan negativamente con verdad a la pregunta. El
20% restante de la poblacién han fumado mariguana y 70% de ellos mentirdn. Deduzca la distribucién
de probabilidad de Y, el nimero de personas a las que seria necesario preguntar para obtener una sola
respuesta afirmativa.

Dos personas, por turnos, tiran un dado imparcial hasta que una de ellas lanza un 6. La persona A tiré
primero, la B en segundo, A en tercero y asi sucesivamente. En vista de que la persona B tir6 el primer
6, (cudl es la probabilidad de que B obtenga el primer 6 en su segundo tiro (es decir, en el cuarto tiro
total)?

(Cudntas veces esperaria usted lanzar al aire una moneda balanceada para obtener la primera cara?

Consulte el Ejercicio 3.70. La empresa hace perforaciones de exploracion hasta que encuentra un pozo
productivo. ;Cudntas perforaciones esperaria hacer la empresa? Interprete intuitivamente su respuesta.

Al secretario de los Ejercicios 2.121 y 3.16 se le dieron n contrasefias de computadora y la prueba al azar.
Exactamente una de las contrasefias permite el acceso a un archivo de computadora. Suponga ahora que
el secretario selecciona una contrasefia, la intenta y si no funciona, la regresa con las otras antes de selec-
cionar al azar la siguiente (jno es muy buen secretario!) (Cudl es la probabilidad de hallar la contrasefia
correcta en el sexto intento?

Consulte el Ejercicio 3.83. Encuentre la media y la varianza de Y, el nimero de intento en el que se
identifica la contrasefia correcta.

Encuentre E[Y(Y — 1)] para una variable aleatoria geométrica Y al hallar 4> /dqz(Zi‘;] q~“>. Use este
resultado para hallar la varianza de Y. '

Considere una extension de la situacién examinada en el Ejemplo 3.13. Si observamos y, como el valor
para una variable aleatoria geométrica ¥, demuestre que P(Y = y,) se maximiza cuando p = 1/y,. De
nuevo, estamos determinando (en general esta vez) el valor de p que maximiza la probabilidad del valor
de Y que en realidad observamos.
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Consulte el Ejercicio 3.86. El estimador de la mdxima probabilidad para p es 1/Y (observe que Y es la
variable aleatoria geométrica, no un valor particular de ella). Deduzca E(1/Y). [Sugerencia: si |r] < 1,

Yori/i=—In(1-r)]

Si Y es una variable aleatoria geométrica, defina Y* = Y —1. Si Y se interpreta como el nimero del intento
en el que ocurre el primer éxito, entonces Y™ se puede interpretar como el nimero de fracasos antes del
primer éxito. Si Y  =Y-1,P(Y* =y)=PY-1=y)=P(Y =y + l)paray = 0, 1, 2,... Demuestre
que

PY' =y)=¢p, y=012,...

La distribucién de probabilidad de Y* es empleada en ocasiones por actuarios como modelo para la
distribucién del nimero de reclamaciones de seguro hechas en un tiempo especifico.

Consulte el Ejercicio 3.88. Deduzca la media y la varianza de la variable aleatoria Y~
a usando el resultado del Ejercicio 3.33 y la relacion Y* = Y — 1, donde Y es geométrica,

*b directamente, usando la distribucién de probabilidad para Y* dada en el Ejercicio 3.88.

La distribucion de probabilidad
binomial negativa (opcional)

Una variable aleatoria con distribucidén binomial negativa se origina de un contexto semejante
al que da la distribucién geométrica. De nuevo nos concentramos en intentos independientes e
idénticos, cada uno de los cuales conduce a uno de dos resultados: éxito o fracaso. La proba-
bilidad p de éxito sigue siendo igual de un intento a otro. La distribucién geométrica maneja el
caso donde estamos interesados en el nimero de intento en el que ocurre el primer éxito. ;Qué
pasa si estamos interesados en conocer el nimero de intento en el que ocurre el éxito segundo,
tercero o cuarto? La distribucidn que se aplica a la variable aleatoria Y igual al nimero del in-
tento en el que ocurre el r—€simo éxito (r = 2, 3, 4, etc.) es la distribucién binomial negativa.

Los pasos siguientes se asemejan estrechamente a los de la seccidn anterior. Seleccionemos
valores fijos para r y y y consideremos los eventos A y B, donde

A = {los primeros (y —1) intentos contienen (» — 1) éxitos}

B = {el intento y resulta en un éxito}.

Como suponemos que los intentos son independientes, se deduce que A y B son eventos inde-
pendientes y las suposiciones previas implican que P(B) = p. Por tanto,

p(y) = p(Y =y) = P(ANB) = P(A) X P(B).

Observe que P(A) es 0si (y—1) < (r—1) o, de igual manera, siy < r. Si y = r, nuestro trabajo
previo con la distribucién binominal implica que

-1\
P<A>=(f_])p' '
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DEFINICION 3.9

Por 1ltimo,

y - 1 r_y—r
p(y) = lpq‘, y=rr+1,r+2...
.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion de probabilidad binomial
negativa si'y solo si

-1
mw=(y Jﬂwﬂ, y=rr+l,r+2.., 0=p=1.
.

EJEMPLO 3.14

Solucion

Un estudio geoldgico indica que un pozo petrolero de exploracién perforado en una regién
particular debe producir petréleo con probabilidad .2. Encuentre la probabilidad de que el
tercer descubrimiento de petrdleo llegue en el quinto pozo perforado.

Suponiendo perforaciones independientes y probabilidad .2 de descubrir petréleo en cualquie-
ra de los pozos, denote con Y el niimero del intento en el que ocurre el tercer descubrimiento
de petréleo. Entonces, es razonable suponer que Y tiene una distribucién binomial negativa
con p = .2. Como estamos interesadosenr = 3yy =5,

5 — _ (4 30 @2
P(Y =5) = p(5) ) (:2)°(.8)
= 6(.008)(.64) = .0307.

Sir=2,3,4,... y Ytiene una distribucién binomial negativa con probabilidad p de éxito,
P(Y =y,) = p(y,) se puede hallar usando el comando pnbinom(yo-r,r,p) deR (o S-Plus) .
Si queremos utilizar R para obtener p(5) en el Ejemplo 3.14, usamos el coman-
do dnbinom(2,3,.2). Alternativamente, P(Y = y,) se encuentra usando el comando
pnbinom(yo-r,r,p) de R (o S-Plus) . Observe que el primer argumento de estos coman-
dos es el valor y, — r, no el valor y,. Esto es porque algunos autores prefieren definir que la
distribucién binomial negativa sea la de la variable aleatoria Y * = el nimero de fracasos antes
del r-ésimo éxito. En nuestra formulacion, la variable aleatoria binomial negativa, Y, se inter-
preta como el nimero del intento en el que ocurre el r-ésimo éxito. En el Ejercicio 3.100 vera
que Y* = Y —r. Debido a esta relacion entre las versiones de variables aleatorias binomiales
negativas, P(Y = yo) = P(Y —r = yp —r) = P(Y* = yo —r). R calcula probabilidades
asociadas con Y*, lo que explica por qué los argumentos para dnbinomy pnbinom son
Yo — ren lugar de y,.

La media y la varianza de una variable aleatoria con distribucién binomial negativa se
pueden deducir directamente de las Definiciones 3.4 y 3.5 mediante el uso de técnicas como
las ilustradas previamente, pero sumar la serie infinita resultante es tedioso. Estas deduccio-
nes serdn mucho mads féciles después que hayamos desarrollado algunas de las técnicas del
Capitulo 5. Por ahora, expresamos el siguiente teorema sin prueba.
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Si Y es una variable aleatoria con una distribucion binomial negativa,

n=EY)= y o°-=V(¥)=

’
p

EJEMPLO 3.15

Solucion

Una gran acumulacién de bombas usadas contiene 20% que necesitan ser reparadas. Una tra-
bajadora de mantenimiento es enviada a esas bombas con tres juegos de piezas de reparacion.
Ella selecciona bombas al azar y las prueba una por una. Si la bomba funciona, la separa para
usarla mds adelante pero, si no funciona, utiliza uno de los conjuntos de reparacién en la bom-
ba. Suponga que le lleva 10 minutos probar una bomba que estd en buenas condiciones y 30
minutos para probar y reparar una bomba que no funciona. Encuentre la media y la varianza
del tiempo total que tarda la trabajadora para usar sus tres equipos de reparacion.

Denote con Y el nimero del intento en el que se localiza la tercera bomba que no funciona. Se
deduce que Y tiene una distribucién binomial negativa conp = .2. Entonces, E(Y) =3 /(.2) = 15
y V(Y) = 3(.8)/ (.2)*> = 60. Debido a que se requieren otros 20 minutos para reparar cada
bomba defectuosa, el tiempo total necesario para usar los tres equipos de reparacién es

T = 10Y + 3(20).

Usando el resultado obtenido en el Ejercicio 3.33, vemos que
E(T) =10E(Y) + 60 = 10(15) + 60 = 210

V(T) = 102V(Y) = 100(60) = 6000.

En consecuencia, el tiempo total necesario para usar los tres equipos de reparacién tiene me-
dia de 210 y desviacion estandar \/6000 = 77.46. u

3.90

3.91

3.92

Ejercicios

Los empleados de una empresa que manufactura aislamientos estdn siendo examinados en busca de in-
dicios de asbesto en sus pulmones. La empresa ha sido requerida para enviar tres empleados que tengan
indicios positivos de asbesto a un centro médico para realizarles exdmenes adicionales. Si 40% de los
empleados tienen indicios positivos de asbesto en sus pulmones, encuentre la probabilidad de que diez
empleados deban ser examinados para hallar tres positivos.

Consulte el Ejercicio 3.90. Si cada examen cuesta $20, encuentre el valor y la varianza esperados del
costo total de realizar los exdmenes necesarios para hallar los tres positivos.

Diez por ciento de los motores fabricados en una linea de ensamble son defectuosos. Si los motores se
seleccionan al azar uno a la vez y se prueban, ;cudl es la probabilidad de que el primer motor no defec-
tuoso sea hallado en el segundo intento?
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3.93

3.94

3.95

3.96

3.97

*3.98

*3.99

*3.100

Consulte el Ejercicio 3.92. ;Cudl es la probabilidad de que el tercer motor no defectuoso sea hallado

a en el quinto intento?,

b en el quinto intento o antes?

Consulte el Ejercicio 3.92. Encuentre la media y la varianza del nimero del intento en el que
a sea hallado el primer motor no defectuoso,

b sea hallado el tercer motor no defectuoso.

Consulte el Ejercicio 3.92. Dado que los primeros dos motores probados resultaron defectuosos, cual
es la probabilidad de que al menos dos motores mds deban ser probados antes de hallar el primero no
defectuoso?

Las lineas telefénicas que dan servicio a la oficina de reservaciones de una aerolinea estdn todas ocupa-
das alrededor de 60% del tiempo.

a Siuna persona llama a esta oficina, ;cudl es la probabilidad de que complete su llamada en el primer
intento? ;En el segundo intento? ;En el tercero?

b Si usted y un amigo deben ambos completar llamadas a esta oficina, ;cudl es la probabilidad de que
un total de cuatro intentos sean necesarios para que los dos terminen su comunicaciéon?

Un estudio geoldgico indica que un pozo petrolero de exploracién debe descubrir petréleo con probabi-
lidad .2.

(Cudl es la probabilidad de que el primer hallazgo sea en el tercer pozo perforado?

a
b (Cudl es la probabilidad de que el tercer hallazgo sea en el séptimo pozo perforado?
¢ (Qué suposiciones se hicieron para obtener las respuestas a los incisos a y b?

d

Encuentre la media y la varianza del nimero de pozos que deben ser perforados si la compaiifa desea
abrir tres pozos productores.

Considere la distribucién binomial negativa dada en la Definicién 3.9.

. y ) — 1 . ...
a Demuestre que siy =r + 1, (p())l) = () ) g. Esto establece una relacion repetitiva entre
p(y — y-r
- . . . . -1
probabilidades binomiales negativas sucesivas, porque p(y) = p(y — 1) X (L> q.
y—r
P(y)

p(y —1)

< 1si

b Demuestre que

) b — 1 - .
Py () )q > 1siy < "79 Del mismo modo,
p(y—1 yor l—q
> —.
y 1—¢
C Aplique el resultado del inciso b para el caso r = 7, p = .5 para determinar los valores de y para los
que p(y) > p(y = 1).

En una secuencia de intentos idénticos e independientes con dos posibles resultados en cada intento, S'y
F, y con P(S) = p, ;cudl es la probabilidad de que exactamente y intentos ocurran antes que se presente
el r— ésimo éxito?

Si Y es una variable aleatoria binomial negativa, defina Y* = Y —r. Si Y se interpreta como el nimero de
intento en el que ocurre el r-ésimo éxito, entonces Y™* se puede interpretar como el nimero de fracasos
antes del r-ésimo éxito.

a SiY'=Y-r,P(Y'=y)=P(Y —r=y)=P =y+r)paray =0, 1, 2, ... demuestre

N y+r—1 .
que P(Y*' =y) = pqg’ y=0,1,2,...

r—1

b Deduzca la media y la varianza de la variable aleatoria Y" usando la relacién Y* = Y- r, donde Y es
binomial negativa y el resultado del Ejercicio 3.33.
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a Observamos una sucesion de intentos idénticos e independientes con dos posibles resultados en cada
intento, S'y F, y con P(S) = p. El nimero del intento en el que observamos el quinto éxito, Y, tiene
una distribucién binomial negativa con pardmetros r = 5y p. Suponga que observamos el quinto
éxito en el onceavo intento. Encuentre el valor de p que maximice P(Y = 11).

b Generalice el resultado del inciso a para hallar el valor de p que maximice P(Y = y,) cuando Y tiene
una distribucién binomial negativa con pardmetros r (conocidos) y p.

La distribucion de probabilidad
hipergeométrica

En el Ejemplo 3.6 consideramos una poblacion de votantes, 40% de los cuales estaban a favor
del candidato Jones. Se seleccioné una muestra de votantes y Y (el nimero a favor de Jones)
habia de ser observado. Concluimos que si el tamafio muestral »n era pequefio con respecto al
tamafio poblacional N, la distribucién de Y podria ser calculada por medio de una distribucién
binomial. También determinamos que si n era grande con respecto a N, la probabilidad con-
dicional de seleccionar un votante a favor de Jones en un muestreo posterior seria afectado de
manera importante por las preferencias observadas de personas seleccionadas en muestreos
anteriores. Entonces los intentos no eran independientes y la distribucién de probabilidad para
Y no podria ser calculada en forma adecuada por una distribucién de probabilidad binomial.
Entonces, necesitamos desarrollar la distribucién de probabilidad para Y cuando n es grande
con respecto a N.

Suponga que una poblacién contiene un nimero finito N de elementos que posee una de
dos caracteristicas. Asi, r de los elementos podrian ser rojos y b = N — r, negros. Una muestra
de n elementos se selecciona al azar de la poblacién y la variable aleatoria de interés es Y, el
niimero de elementos rojos de la muestra. Esta variable aleatoria tiene lo que se conoce como
la distribucion de probabilidad hipergeométrica. Por ejemplo, el nimero de trabajadores que
son mujeres, Y, en el Ejemplo 3.1 tiene la distribucion hipergeométrica.

La distribucién de probabilidad hipergeométrica se puede obtener usando los teoremas
combinatorios dados en la Seccién 2.6 y el método de punto muestral. Un punto muestral del
espacio muestral S corresponderd a una seleccién tnica de n elementos, algunos rojos y el
resto negros. Al igual que en el experimento binomial, cada punto muestral puede ser caracte-
rizado por un n arreglo cuyos elementos correspondan a una seleccién de n elementos del total
de N. Si cada elemento de la poblacién fuera a ser numerado de 1 a &, el punto muestral que
indique la seleccién de articulos 5, 7, 8, 64, 17,..., 87 apareceria como n arreglo.

(5,7,8,64,17,..., 87).

n posiciones

El nimero total de puntos muestrales en S, por tanto, serd igual al nimero de formas de se-
leccionar un subconjunto de n elementos de entre una poblacién de N, o sea (,}:’ ) Como la
seleccién aleatoria implica que todos los puntos muestrales sean igualmente probables,
la probabilidad de un punto muestral en S es
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DEFINICION 3.10

P(El) = toda El' S

1
N
(x)
El niimero total de puntos muestrales del evento numérico Y = y es el niimero de puntos mues-
trales en S que contenga y elementos rojos y (n — y) negros. Este ntimero se puede obtener al
aplicar la regla mn (Seccién 2.6). El nimero de formas de seleccionar y elementos rojos, para
llenar y posiciones del n arreglo que representa un punto muestral, es el nimero de formas de
seleccionar y de un total de r, o sea (i) [Usamos la convencién ()=0 si b > a.] El nimero total
de formas de seleccionar (n — y) elementos negros para llenar las restantes (n — y) posiciones
en el n arreglo es el nimero de formas de seleccionar (n — y) elementos negros de un posible
(N-1ro (2’:") Entonces el nimero de puntos muestrales del evento numérico ¥ = y es el
nimero de formas de combinar un conjunto de y elementos rojos y (n —y) negros. Por la regla
mn, este es el producto () X (¥~7). Sumando las probabilidades de los puntos muestrales del
evento numérico ¥ = y (multiplicando el nimero de puntos muestrales por la probabilidad
comun por punto muestral), obtenemos la funcién de probabilidad hipergeométrica.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion de probabilidad hipergeomé-

trica si'y solo si
()G-)
y/\n—Y
N ,
n

donde y es un entero 0, 1, 2,..., n, sujeto a las restriccionesy =ryn—-y=N-—r.

p(y) =

Con la convencién (Z) = 0si b > a, es evidente que p(y) = 0 para las probabilidades hi-
pergeométricas. El hecho de que las probabilidades hipergeométricas ascienden a 1 se deduce

del hecho que
2": P\(N-r\_ (N
—\i)\n—i n)

Un bosquejo de la prueba de este resultado aparece en el Ejercicio 3.216.

EJEMPLO 3.16

Solucion

Un problema importante encontrado por directores de personal y otros que se enfrentan a
la seleccion del mejor candidato en un conjunto finito de elementos, queda ejemplificado en la
siguiente situacién. De un grupo de 20 ingenieros con titulo de Ph.D, 10 de ellos son seleccio-
nados al azar para un empleo. ;Cudl es la probabilidad de que los 10 seleccionados incluyan
los cinco mejores ingenieros del grupo de 20?

Para este ejemplo, N = 20, n = 10 y r = 5. Esto es, hay s6lo 5 en el conjunto de 5 mejores
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ingenieros y buscamos la probabilidad de que Y = 5, donde Y denota el niimero de me-
jores ingenieros entre los diez seleccionados. Entonces

o(5) = (:2)22‘55) :< 15! )(10!10!) _ 2 e =

(29 510! 20! ) 1292

TEOREMA 3.10

Suponga que una poblacién de tamafio N estd formada por r unidades con el atributo y
N — r sin éste. Si se toma una muestra de tamafio #, sin restitucion, y Y es el niimero de ele-
mentos con el atributo en la muestra, P(Y = y,) = p(y,) se puede hallar con el comando
dhyper (yo,r,N-r,n) de R (o S-Plus). El comando dhyper(5,5,15,10) da el valor
para p(5) en el Ejemplo 3.16. De manera alternativa, P(Y =< y,) se encuentra usando el coman-
do phyper (yo,r,N-r,n)de R (o S-Plus).

La media y la varianza de una variable aleatoria con distribucién hipergeométrica se puede
deducir directamente de las Definiciones 3.4 y 3.5. No obstante, deducir expresiones de forma
cerrada para las sumatorias resultantes es un tanto tedioso. En el Capitulo 5 desarrollaremos
métodos que permiten una deduccién de los resultados mucho mas sencilla que se presenta en
el siguiente teorema.

Si Y es una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica,

= E(Y) =2 o> =v(r) =n (%) (N_r)(N_”>
H N 7 AN VAV YA

Aun cuando la media y la varianza de la variable aleatoria hipergeométrica parecen ser mas

bien complicadas, presentan un sorprendente parecido con la media y la varianza de una varia-
Lo . . . . B e

ble aleatoria binomial. De hecho, si definimos p = Fyg =1—-p = =, podemos expresar

también la media y la varianza de la hipergeométrica como u = np 'y

a?=n N Zn
Pq N-1)

N —n
N —1

Se puede ver el factor

en V(Y) como un ajuste que es apropiado cuando n es grande con respecto a N. Para n fija,
cuando N — oo,

EJEMPLO 3.17

Un producto industrial se envia en lotes de 20. Es costoso realizar pruebas para determinar si
un articulo es defectuoso y, por tanto, el fabricante muestrea su produccion en lugar de usar un
plan de inspeccién al 100%. Un plan de muestreo, construido para minimizar el nimero de
piezas defectuosas enviadas a los clientes, exige muestrear cinco articulos de cada lote y re-
chazar el lote si se observa mas de una pieza defectuosa. (Si el lote es rechazado, cada articulo
del mismo se prueba posteriormente.) Si un lote contiene cuatro piezas defectuosas, ¢cudl es
la probabilidad de que sea rechazado? ;Cuadl es el nimero esperado de piezas defectuosas en
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Solucion

la muestra de tamaiio 5?7 ;Cudl es la varianza del nimero de piezas defectuosas de la muestra
de tamatfio 57

Sea E igual al nimero de piezas defectuosas de la muestra. Entonces N = 20, r =4yn = 5.
El lote sera rechazado si Y = 2, 3 o 4. Entonces

P(rechazar el lote) = P(Y =2) = p(2) + p(3) + p(4)

1= p(0) — p(1)
~E) O
%) (%)

1 — 2817 —.4696 = .2487.

La media y varianza del nimero de piezas defectuosas de la muestra de tamafio 5 son

54 5 4 20—4\ [20—=5\
b () () (2 e

3.102

3.103

El Ejemplo 3.17 comprende muestrear un lote de N productos industriales, de los cuales r
son defectuosos. La variable aleatoria de interés es Y, el numero de defectuosos en la muestra
de tamafio n. Como se observo al principio de esta seccion, Y posee una distribucién aproxi-
madamente binomial cuando N es grande y n es relativamente pequefia. En consecuencia,
esperariamos que las probabilidades asignadas a valores de Y por la distribucién hipergeomé-
trica se aproximen a las asignadas por la distribucién binomial cuando N se hace grande y
r/N, la fraccién de piezas defectuosas de la poblacidon, se mantiene constante e igual a p. El
estudiante puede verificar esta expectativa si usa teoremas de limite, que encontrard en sus
cursos de célculo, para demostrar que

r\(N-r
lim 7(”)(,3”) = <';)p~"(1 -p)",

N— 00 (”)

donde

r —_

N P
(La prueba de este resultado se omite.) Por tanto, para una fraccién fija defectuosa p = r/N, la
funcién de probabilidad hipergeométrica converge hacia la funcién de probabilidad binomial
cuando N se hace grande.

Ejercicios

Una urna contiene diez canicas, de las cuales cinco son verdes, dos son azules y tres son rojas. Tres
canicas se van a sacar de la urna, una a la vez sin reemplazo. ;Cudl es la probabilidad de que las tres
canicas sacadas sean verdes?

Un almacén contiene diez mdquinas impresoras, cuatro de las cuales son defectuosas. Una compaiifa
selecciona cinco de las mdquinas al azar pensando que todas estdn en buenas condiciones. ;Cudl es la
probabilidad de que las cinco no sean defectuosas?
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Se tienen 20 paquetes de polvo blanco, de idéntico aspecto, 15 de ellos contienen cocaina y 5 no la
tienen. Cuatro paquetes se seleccionaron al azar, se probd su contenido y se encontrd que contenian
cocaina. Se seleccionaron otros dos paquetes del resto y fueron vendidos por policias secretos a un solo
comprador. (Cudl es la probabilidad de que los 6 paquetes escogidos al azar sea tal que los primeros
4 contengan cocaina y los 2 vendidos al comprador no la contengan?

En el sur de California, un nimero creciente de personas que tratan de obtener credenciales de profeso-
res estdn escogiendo internados pagados en vez de los programas tradicionales de ensefianza a estudian-
tes. Un grupo de ocho candidatos para tres plazas de ensefianza locales estaba formado por cinco que se
habian inscrito en internados pagados y tres que se inscribieron en programas tradicionales de ensefianza
a estudiantes. Los ocho candidatos parecen estar igualmente capacitados, de modo que se seleccionan
tres al azar para ocupar las plazas abiertas. Sea Y el nimero de candidatos capacitados en internados que
son contratados.

a (Tiene Y una distribucién hipergeométrica o binomial? ;Por qué?
b Encuentre la probabilidad de que sean contratados dos o mds candidatos capacitados en internados.
¢ (Cudles son la media y la desviacion estdndar de Y?

Consulte el Ejercicio 3.103. La compaiiia repara las impresoras defectuosas a un costo de $50 cada una.
Encuentre la media y la varianza del costo total de reparacion.

Un grupo de seis paquetes de software que hay para resolver un problema de programacién ha sido
clasificado del 1 al 6 (del mejor al peor). Una firma de ingenieria, no informada de la clasificacidn,
selecciona al azar y luego compra dos de los paquetes. Denote con Y el nimero de paquetes comprados
por la empresa que estdn clasificados 3, 4, 5 0 6. Dé€ la distribucién de probabilidad para Y.

Un embarque de 20 cdmaras incluye 3 que son defectuosas. ;Cudl es el nimero minimo de cdmaras que
debe ser seleccionado si requerimos que P(al menos 1 defectuosa) = .8?

Es frecuente que las semillas sean tratadas con fungicidas para protegerlas en ambientes himedos y con
desecacion defectuosa. Un intento a pequefia escala, que comprende cinco semillas tratadas y cinco no
tratadas, fue realizado antes de un experimento a gran escala para explorar cudnto fungicida aplicar. Las
semillas se plantaron en un suelo himedo y se conté el nimero de plantas que brotaron. Si la solucién
no era efectiva y cuatro plantas brotaron en realidad, ;cudl es la probabilidad de que

a las cuatro plantas brotaran de semillas tratadas?
b tres o menos brotaran de semillas tratadas?
¢ al menos una brotara de semillas no tratadas?

Una corporacién estd muestreando sin reemplazo para n = 3 firmas para determinar aquella de la cual
comprar ciertos abastecimientos. La muestra se ha de seleccionar de un grupo de seis firmas, de las
cuales cuatro son locales y dos no. Denote con Y el niimero de firmas no locales de entre las tres selec-
cionadas.

a P(Y=1).
b P(Y=1).
c P(Y=1).

Las especificaciones exigen que un termistor se pruebe entre 9000 y 10,000 ohms a 25° Celsius. Se dis-
pone de diez termistores y tres de éstos han de ser seleccionados para usarlos. Denote con Y el nimero
de entre los tres que no se apegan a las especificaciones. Encuentre las distribuciones de probabilidad
para Y (en forma tabular) dadas las siguientes condiciones:

a Dos termistores no se apegan a las especificaciones de entre los diez disponibles.

b Cuatro termistores no se apegan a las especificaciones de entre los diez disponibles.
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Unas fotocopiadoras usadas son enviadas al proveedor, limpiadas y luego devueltas segiin convenios de
renta. No se hacen reparaciones importantes y en consecuencia algunos clientes reciben maquinas que
no funcionan bien. Entre ocho fotocopiadoras disponibles hoy, tres de ellas estdn funcionando mal. Un
cliente desea rentar cuatro maquinas de inmediato. Para satisfacer la fecha limite fijada por el cliente,
cuatro de las ocho méquinas se seleccionan al azar y, sin mds pruebas, son enviadas al cliente. ;Cudl es
la probabilidad de que el cliente reciba

a madquinas que no funcionen mal?
b al menos una maquina que funcione mal?

Un jurado de 6 personas fue seleccionado de entre un grupo de 20 miembros de jurado potenciales, de
los cuales 8 eran afroamericanos y 12 de raza blanca. Supuestamente, el jurado se seleccioné al azar
pero contenia sélo un afroamericano. ;Piensa el lector que hay alguna razén para dudar de la aleatorie-
dad de la seleccién?

Consulte el Ejercicio 3.113. Si el proceso de seleccion fuera realmente aleatorio, ;cudles serian la media
y la varianza del nimero de afroamericanos seleccionados para el jurado?

Suponga que un radio contiene seis transistores, dos de los cuales estdn defectuosos. Se seleccionan
al azar tres transistores, se retiran del radio y se inspeccionan. Sea Y igual al nimero de defectuosos
observado, donde Y = 0, 1 o 2. Encuentre la distribucién de probabilidad para Y. Exprese sus resultados
graficamente como histograma de probabilidad.

Simule el experimento descrito en el Ejercicio 3.115, al marcar seis canicas o monedas de modo que dos
representen defectuosas y cuatro no defectuosas. Ponga las canicas en un sombrero, revuélvalas, saque
tres y registre Y, el nimero de defectuosas observado. Restituya las canicas y repita el proceso hasta que
se hayan registrado n = 100 observaciones de Y. Construya un histograma de frecuencia relativa para
esta muestra y compdrelo con la distribucién de probabilidad poblacional (Ejercicio 3.115).

En una produccién de linea de ensamble de robots industriales se pueden instalar conjuntos de cajas de
engranes en un minuto cada una si los agujeros han sido taladrados correctamente en las cajas y en diez
minutos si deben taladrarse agujeros. Hay veinte cajas de engranes en existencia, 2 con agujeros taladra-
dos de manera incorrecta. Cinco cajas de engranes deben seleccionarse de entre las 20 disponibles para
instalarse en los siguientes cinco robots.

a Encuentre la probabilidad de que las 5 cajas de engranes ajusten correctamente.

b Encuentre la media, la varianza y la desviacion estdndar del tiempo que toma instalar estas 5 cajas de
engranes.

Se reparten cinco cartas al azar y sin reemplazo de una baraja de 52 cartas. ;Cual es la probabilidad de
que la mano contenga los 4 ases si se sabe que contiene al menos 3 ases?

Se reparten cartas al azar y sin reemplazo de una baraja de 52 cartas. ;Cudl es la probabilidad de que el
segundo rey se reparta en la quinta carta?

Los tamafios de poblaciones de animales se calculan en ocasiones con el método de capturar, marcar y
recapturar. En este método se capturan k animales, se marcan y luego se sueltan en la poblacién. Cierto
tiempo después se capturan n animales y se observa Y, el nimero de animales marcados de entre los n. Las
probabilidades asociadas con Y son una funcién de N, el nimero de animales de la poblacién, de modo
que el valor observado de Y contiene informacién sobre esta N desconocida. Suponga que k = 4 ani-
males son marcados y luego soltados. Una muestra de n» = 3 animales se selecciona entonces al azar
de entre la misma poblacién. Encuentre P(Y = 1) como funcién de N. ;Qué valor de N maximizard
P(Y =1)?
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3.8 La distribucion de probabilidad de Poisson

Suponga que deseamos hallar la distribucién de probabilidad del nimero de accidentes auto-
movilisticos ocurridos en un crucero particular durante un periodo de una semana. A primera
vista esta variable aleatoria, el nimero de accidentes, no parece estar ni remotamente relacio-
nada con una variable aleatoria binomial, pero veremos que existe una relacién interesante.

Considere el periodo, una semana en este ejemplo, como dividido entre n subintervalos,
cada uno de los cuales es tan pequeiio que a lo sumo un accidente podria ocurrir en él con
probabilidad diferente de cero. Denotando con p la probabilidad de un accidente en cualquier
subintervalo, tenemos, para todos los fines practicos,

P(no ocurren accidentes en un subintervalo) = 1 —p,
P(ocurre un accidente en un subintervalo) = p,

P(ocurre mas de un accidente en un subintervalo) = 0.

Entonces el nimero total de accidentes en la semana es precisamente el nimero total de su-
bintervalos que contienen un accidente. Si la ocurrencia de accidentes puede ser considerada
como independiente de un intervalo a otro, el niimero total de accidentes tiene una distribu-
cién binomial.

Aun cuando no hay una forma tnica de seleccionar los subintervalos y por tanto no co-
nocemos ni n ni p, parece razonable que cuando dividimos la semana en un nimero ma-
yor de n subintervalos, disminuye la probabilidad p de un accidente en uno de estos su-
bintervalos mds cortos. Haciendo A = np y tomando el limite de la probabilidad binomial

p(y) = (;)Py(l — p)"™Y cuando n — oo , tenemos

. e (n—y+1) (A A\
1tm (”),;«"(1 — oy = g M D my+ D (-) <1 - —)
n— oo\ y n— 00 y! n n

lim )\_y‘<1_é> nn—1 ...(n—y+1) <l—é)i

nY n

620

Il

| >

é\
7N

Si observamos que

A\ _
lim (1 — —> =e¢?
n— 00 n
y todos los otros términos a la derecha del limite tienen un limite de 1, obtenemos

y
p(y) = ;6 -
(Nota: e = 2.718....) Se dice que las variables aleatorias que poseen esta distribucién tienen

una distribucién de Poisson. En consecuencia, Y, el nimero de accidentes por semana, tiene la
distribucién de Poisson que acabamos de deducir.
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DEFINICION 3.11

Debido a que la funcién de probabilidad binomial converge ala de Poisson, las probabilida-
des de Poisson se pueden usar para calcular sus similares binomiales para n grande, p pequefia'y
A = np menor que, aproximadamente, 7. El Ejercicio 3.134 pide al estudiante calcular proba-
bilidades binomiales y de Poisson correspondientes y demostrara lo adecuado del célculo.

Es frecuente que la distribucion de probabilidad de Poisson brinde un buen modelo para la
distribucion de probabilidad del nimero Y de eventos raros que ocurren en el espacio, tiempo,
volumen o cualquier otra dimensién, donde A es el valor promedio de Y. Como hemos obser-
vado, proporciona un buen modelo para la distribucién de probabilidad del nimero Y de acci-
dentes automovilisticos, industriales y otros tipos en una unidad de tiempo determinada. Otros
ejemplos de variables aleatorias con distribuciones aproximadas de Poisson son el nimero de
llamadas telefénicas manejadas por un conmutador en un intervalo, el nimero de particulas
radiactivas que se desintegran en un periodo particular, el niimero de errores que comete una
mecandgrafa al escribir una pagina y el nimero de automdviles que usan una rampa de acceso
a una autopista en un intervalo de diez minutos.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene distribucion de probabilidad de Poisson si'y
s6lo si

A
p(y)=;e‘% y=0,1,2,... A >0.

Como veremos en el Teorema 3.11, el pardmetro A que aparece en la férmula para la dis-
tribucion de Poisson es en realidad la media de la distribucion.

EJEMPLO 3.18

Solucion

Demuestre que las probabilidades asignadas por la distribucién de probabilidad de Poisson
satisfacen los requisitos de que 0 = p(y) = 1 paratodayy )  p(y) = 1.

Como A > 0, es obvio que p(y) > QO paray = 0, 1, 2,..., y que p(y) = 0 de otro modo.
Ademas,

}Z:(;p(y) =ZO:/;eA =ef)‘zy—f! =e¢ et =1

y y=0

porque la suma infinita Z;O:o AY/y! es una expansion de serie de ¢*. En el Apéndice Al.11
se dan sumas de series especiales. |

EJEMPLO 3.19

Suponga que se disefia un sistema aleatorio de patrulla de policia para que un oficial de patru-
lla pueda estar en un lugarde suruta Y = 0, 1, 2, 3, . . . veces por periodo de media hora, con
cada lugar visitado un promedio de una vez por periodo. Suponga que Y posee, aproximada-
mente, una distribucién de probabilidad de Poisson. Calcule la probabilidad de que el oficial
de patrulla no llegue a un lugar determinado durante un periodo de media hora. ;Cuadl es la
probabilidad de que el lugar sea visitado una vez? ;Dos veces? ; Al menos una vez?
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Para este ejemplo el periodo es media hora y el nimero medio de visitas por intervalo de
media hora es A = 1. Entonces

1)Y -1 -1
()f =S y=olL2..
y! y!
El evento de que un lugar determinado no sea visitado en un periodo de media hora corres-
ponde a (Y =0),y

p(y) =

-1
P(Y=0)=p(0) = S =¢ = 368.

0!
Del mismo modo,
e
p(l) = T el = 368,
y
e’! e’!
2) =—=—=.184
P2 =5 ==
La probabilidad de que el lugar sea visitado al menos una vez es el evento (Y = 1). Entonces
P(Y21)=Zp(y)=1—p(0)=l—e_l=.632. m
y=1

Si Y tiene una distribucién de Poisson con media A, P(Y = y,) = p(y,) se pueden hallar
con el uso del comando dpois (yo, A). de R (o s-Plus). Si desedramos usar R para obtener
p(2) en el Ejemplo 3.19, usamos el comando dpois (2, 1). Alternativamente, P(Y =< y,) se
encuentra con el uso del comando de ppois (yo, A)R (o S-Plus).

EJEMPLO 3.20

Solucion

Cierto tipo de arbol tiene plantas que han crecido de semillas dispersas al azar en una super-
ficie grande, con la densidad media de plantas siendo aproximadamente de cinco por yarda
cuadrada. Si esa zona un guardabosques localiza al azar diez regiones de muestreo de 1 yar-
da cuadrada, encuentre la probabilidad de que ninguna de las regiones contenga plantas que
hayan crecido de semillas.

Si las plantas realmente estan dispersas al azar, el niimero de plantas por regién, Y, se puede
modelar como una variable aleatoria de Poisson con A = 5. (La densidad promedio es de
cinco por yarda cuadrada.) Entonces,

/\()e*/\
P(Y =0) = pl0) = =

= ¢ = .006738.

La probabilidad de que Y = 0 en diez regiones seleccionadas de manera independiente es
(e)'° porque la probabilidad de la interseccién de eventos independientes es igual al pro-
ducto de las probabilidades respectivas. La probabilidad resultante es en extremo pequefia.
Entonces, si este evento ocurriera en realidad, cuestionaria seriamente la suposicién de alea-
toriedad, la densidad promedio de plantas expresada o ambos. |
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Para comodidad del estudiante, damos en la Tabla 3, Apéndice 3, las sumas parciales
Z‘;:O p(y) para la distribucién de probabilidad de Poisson para muchos valores de A entre
.02 y 25. Esta tabla se ha elaborado de manera similar a la tabla de sumas parciales para la
distribucion binomial, Tabla 1, Apéndice 3. El siguiente ejemplo ilustra el uso de la Tabla 3 y
demuestra que la distribucién de probabilidad de Poisson puede aproximar la distribucion de
probabilidad binomial.

EJEMPLO 3.21

Solucion

Suponga que Y posee una distribucion binomial con n = 20y p = .1. Encuentre el valor exacto
de P(Y = 3) usando la tabla de probabilidades binomiales, Tabla 1, Apéndice 3. Use la Tabla 3,
Apéndice 3, para aproximar esta probabilidad, usando una probabilidad correspondiente dada
por la distribucién de Poisson. Compare los valores exacto y aproximado para P(Y = 3).

De acuerdo con la Tabla 1, Apéndice 3, el valor exacto (hasta tres lugares decimales) de P(Y = 3)
= .867. Si W es una variable aleatoria con distribucién de Poisson con A = np = 20(.1) = 2,
los andlisis previos indican que P(Y = 3) es aproximadamente igual a P(W = 3). La Tabla 3,
Apéndice 3, [0 el comando ppois (3, 2)de R], da P(W = 3) = .857. Entonces, se puede
ver que la aproximacién de Poisson es bastante buena, dando un valor que difiere del valor
exacto en sélo .01. |

TEOREMA 3.11

Demostracion

En nuestra deduccién de la media y la varianza de una variable aleatoria con distribucién
de Poisson, de nuevo usamos la propiedad fundamental que ), p(y) = 1 para cualquier dis-
tribucién de probabilidad discreta.

Si Y es una variable aleatoria que posee una distribucién de Poisson con parametro A,
entonces

p=EM)=A y F=VI)=A

Por definicién,

O e A
T

E(Y) =) yp(y) =)y )
y y=0

Observe que el primer término de esta suma es igual a 0 (cuando y = 0) y, por tanto,

X Ve r & et
Er) =Yy "o = -
= y! = O -D!

Asi como estd, esta cantidad no es igual a la suma de los valores de una funcién de pro-
babilidad p(y) para todos los valores de y, pero podemos cambiarla a la forma apropiada
al factorizar A de la expresion y haciendo z = y — 1. Entonces los limites de sumatoria
se convierten en z = 0 (cuandoy = 1) y z = oo (cuando y = o0), y

2 N\l 2 A\eh

E(Y)=)\Z(y_—1)!=/\;

y=1

z!
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Observe que p(z) = A%e™/z! es la funcién de probabilidad para una variable aleatoria
de Poisson, y ZEO:O p(z) = 1. Por tanto, E(Y) = A. Entonces, la media de una variable
aleatoria de Poisson es el parametro individual A que aparece en la expresion para la
funcién de probabilidad de Poisson.

Dejamos la obtencién de la varianza como Ejercicio 3.138.

Una forma comtn de encontrar una variable aleatoria con una distribucién Poisson es
por medio de un modelo llamado proceso Poisson, que es un modelo apropiado para si-
tuaciones como la que se describe al principio de esta seccién. Si observamos un proce-
so Poisson y A es el nimero medio de sucesos por unidad (longitud, area, etc.), entonces
Y = ndmero de sucesos en a unidades tiene una distribucion Poisson con media aA. Una
suposicion clave en el desarrollo de la teoria del proceso Poisson es la independencia de los
nimeros de sucesos en intervalos inconexos (dreas, etc.). Vea en la obra de Hogg, Craigla, y
McKean (2005) un desarrollo tedrico del proceso Poisson.

EJEMPLO 3.22

Solucion

Ocurren accidentes industriales de acuerdo con un proceso Poisson con un promedio de tres
accidentes por mes. Durante los tltimos dos meses ocurrieron diez accidentes. ;Este nimero
parece altamente improbable si el nimero medio de accidentes por mes, u, es todavia igual a
3? ¢Indica un aumento en el nimero medio de accidentes por mes?

El nimero de accidentes en dos meses, Y, tiene una distribucién de probabilidad de Poisson
con media A” = 2(3) = 6. La probabilidad de que Y sea de hasta 10 es

0 £y, —6
P(Y210)=Z6e

1
y=10

El tedioso célculo necesario para hallar P(Y = 10) se puede evitar con el uso de la Tabla 3,
Apéndice 3, de software como R [ppois (9, 6)da P(Y = 9)] o la regla empirica. Del
Teorema 3.11,

w= A*= 6, o? = A* =6, o =V6=245.

La regla empirica nos dice que deberiamos esperar que Y tome valores en el intervalo w = 20
con una alta probabilidad.

Advierta que w + 20 = 6 + (2)(2.45) = 10.90. El numero observado de accidentes, ¥ =
10, no estd a mds de 20 de u, pero estd cerca de la frontera. Por tanto, el resultado observado
no es altamente improbable, pero puede ser suficientemente improbable para garantizar una
investigacion. Vea en el Ejercicio 3.210 la probabilidad exacta P(|Y — A| = 20). |
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3.121

3.122

3.123
3.124

3.125

3.126

3.127

3.128

3.129

3.130

3.131

3.132

Ejercicios
Denote con Y una variable aleatoria que tenga una distribucion de Poisson con media A = 2. Encuentre

a P(Y =4).
b P(Y =4).
c P(Y <4).
d P(Y =4Y|=2).

Llegan clientes a un mostrador de salida en una tienda de departamentos de acuerdo con una distribucién
de Poisson, a un promedio de siete por hora. Durante una hora determinada, ;cudles son las probabili-
dades de que

a no lleguen més de tres clientes?,

b lleguen al menos dos clientes?,

¢ lleguen exactamente cinco clientes?

La variable aleatoria Y tiene una distribucion de Poisson y es tal que p(0) = p(1). ;Cudl es p(2)?

Aproximadamente 4% de las obleas de silicio producidas por un fabricante tienen menos de dos defec-
tos grandes. Si Y, el nimero de defectos por oblea, tiene una distribuciéon de Poisson, ;qué proporcién
de las obleas tiene mds de cinco defectos grandes? [Sugerencia: use la Tabla 3, Apéndice 3.]

Consulte el Ejercicio 3.122. Si se requieren alrededor de diez minutos para servir a cada cliente, encuen-
tre 1a media y la varianza del tiempo total de servicio para clientes que lleguen durante un periodo de
1 hora. (Suponga que hay un nimero suficiente de dependientes para que el cliente no tenga que esperar
ser atendido.) ;Es probable que el tiempo total de servicio exceda de 2.5 horas?

Consulte el Ejercicio 3.122. Suponga que ocurren llegadas de acuerdo con un proceso de Poisson con
un promedio de siete por hora. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente dos clientes lleguen en dos
horas entre

a las 2:00 p.m. y las 4:00 p.m. (un periodo continuo de dos horas)?,

b la 1:00 p.m. y las 2:00 p.m. o entre las 3:00 p.m. y las 4:00 p.m. (dos periodos de una hora separados
que totalizan dos horas)?

El nimero de errores mecanograficos hechos por una secretaria tiene una distribucién de Poisson con
un promedio de cuatro errores por pagina. Si en una pagina se dan mds de cuatro errores, la secretaria
debe volver a escribir toda la pagina. ;Cudl es la probabilidad de que una pagina seleccionada al azar no
tenga que volver a ser escrita?

Llegan autos a una caseta de pago de peaje de acuerdo con un proceso de Poisson con media de 80 autos
por hora. Si el empleado hace una llamada telefénica de 1 minuto, ;cudl es la probabilidad de que al
menos 1 auto llegue durante la llamada?

Consulte el Ejercicio 3.128. ;Cudnto puede durar la llamada telefénica del empleado si la probabilidad
es al menos .4 de que no lleguen autos durante la llamada?

Un lote de estacionamiento tiene dos entradas. Llegan autos a la entrada I de acuerdo con una distri-
bucién de Poisson a un promedio de tres por hora y a la entrada II de acuerdo con una distribucién de
Poisson a un promedio de cuatro por hora. ;Cudl es la probabilidad de que un total de tres autos lleguen
al lote de estacionamiento en una hora determinada? (Suponga que los niimeros de autos que llega a las
dos entradas son independientes.)

El niimero de nudos en un tipo particular de madera tiene una distribucién de Poisson con un promedio
de 1.5 nudos en 10 pies ctibicos de madera. Encuentre la probabilidad de que un bloque de 10 pies cu-
bicos de madera tenga a lo sumo 1 nudo.

El nimero medio de automéviles que entran al tinel de una montafia por periodo de dos minutos es uno.
Un nimero excesivo de autos que entren al tinel durante un breve tiempo produce una situacién peligrosa.
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Encuentre la probabilidad de que el ntimero de autos que entran durante un periodo de dos minutos exceda de
tres. (El modelo de Poisson parece razonable para este problema?

Suponga que el tinel del Ejercicio 3.132 se observa durante diez intervalos de dos minutos, dando asi
diez observaciones independientes Y, Y,, ..., Y,,, en la variable aleatoria de Poisson. Encuentre la pro-
babilidad de que Y > 3 durante al menos uno de los diez intervalos de dos minutos.

Considere un experimento binomial para n = 20, p = .05. Use la Tabla 1, Apéndice 3, para calcular las
probabilidades binomiales para Y = 0, 1, 2, 3 y 4. Calcule las mismas probabilidades usando la aproxi-
macién de Poisson con A = np. Compare.

Un vendedor ha encontrado que la probabilidad de una venta en un solo contacto es aproximadamente
.03. Si el vendedor hace contacto con 100 posibles clientes, (cudl es la probabilidad aproximada de
hacer al menos una venta?

Mais investigacion y andlisis se han concentrado en el nimero de enfermedades en las que aparece el
organismo Escherichia coli (10257:H7), que causa una ruptura de células sanguineas y hemorragia in-
testinal en sus victimas (http: //www.hsus.org /ace /11831, marzo 24, de 2004). Esporadicos brotes
de E.coli han aparecido en Colorado a razén de aproximadamente 2.4 por 100,000 durante un periodo de
dos afios.

a Si este indice no ha cambiado y si 100,000 casos de Colorado se revisan para este afio, ;cudl es la
probabilidad de que se observen al menos 5 casos de E.coli?

b Si 100,000 casos de Colorado se revisan para este aflo y el mimero de casos de E.coli excede de 5, jes
de esperarse que haya cambiado la media estatal del indice de E.coli? Explique.

La probabilidad de que un ratén inoculado con un suero contraiga cierta enfermedad es .2. Usando la
aproximacién de Poisson, encuentre la probabilidad de que al menos 3 de entre 30 ratones inoculados
contraigan la enfermedad.

Sea Y que tiene una distribucién de Poisson con media A. Encuentre E[Y(Y — 1)] y luego use esto para
demostrar que V(Y) = A.

En la produccién diaria de cierta clase de cuerda, el nimero de defectos por pie Y se supone que tiene
una distribucién de Poisson con media A = 2. La utilidad por pie cuando se venda la cuerda estd dada
por X, donde X = 50 — 2Y — Y 2. Encuentre la utilidad esperada por pie.

El propietario de una tienda ha abarrotado cierto articulo y decide usar la siguiente promocién para dis-
minuir la oferta. El articulo tiene un precio marcado de $100. Por cada cliente que compre el articulo du-
rante un dia en particular, el propietario reducird el precio en un factor de un medio. Entonces, el primer
cliente pagara $50 por el articulo, el segundo pagard $25 y asi sucesivamente. Suponga que el nimero de
clientes que compren el articulo durante el dia tiene una distribucién de Poisson con media 2. Encuentre
el costo esperado del articulo al final del dfa. [Sugerencia: el costo al final del dia es 100(1/2)", donde
Y es el nimero de clientes que han comprado el articulo.]

Un fabricante de alimentos usa una maquina de moldeo por inyeccién (que produce galletas del tamafio
de un bocado y botanas) que proporciona un ingreso para la empresa a razén de $200 por hora cuando
estd en operacion. No obstante, la mdquina se descompone a un promedio de dos veces por cada dfa que
trabaja. Si Y denota el nimero de descomposturas por dia, el ingreso diario generado por la mdquina es
R = 1600 — 50Y?. Encuentre el ingreso diario esperado por usar la miquina.

Denote con p(y) la funcién de probabilidad asociada con una variable aleatoria de Poisson con

media A.
p(y) A

a Demuestre que la relacién entre probabilidades sucesivas satisface la ignaldad m = 5, paray =

1,2,...
b ;Para qué valores de y es p(y) > p(y — 1)?
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3.143

3.144

3.9

DEFINICION 3.12

DEFINICION 3.13

c Observe que el resultado del inciso a implica que las probabilidades de Poisson aumentan por un
tiempo cuando y aumenta y disminuyen de ahi en adelante. Demuestre que p(y) es maximizada cuan-
do y = al mdximo entero menor o igual que A.

Consulte el Ejercicio 3.142 c. Si el nimero de llamadas telefonicas al departamento de bomberos, Y, en
un dia tiene una distribucion de Poisson con media de 5.3, ;cudl es el niimero mds probable de llamadas
telefonicas al departamento de bomberos en cualquier dia?

Consulte los ejercicios 3.142 y 3.143. Si el nimero de llamadas telefénicas al departamento de bombe-
ros, Y, en un dia tiene una distribucién Poisson con media 6, demuestre que p(5) = p(6) de modo que 5
y 6 son los dos valores mds probables para Y.

Momentos y funciones generadoras
de momento

Los pardmetros p y o son medidas descriptivas numeéricas significativas que ubican el centro
y describen la dispersion asociada con los valores de una variable aleatoria Y, pero no dan
una caracterizacion unica de la distribucién de Y. Muchas distribuciones diferentes poseen
las mismas medias y desviaciones estdndar. A continuacién consideramos un conjunto de
medidas descriptivas numéricas que (al menos en ciertas condiciones) determinan p(y)
de manera tinica.

El k-ésimo momento de una variable aleatoria Y tomada alrededor del origen se define
como E(Y*) y se denota con p}.

Observe en particular que el primer momento alrededor del origen es E(Y)=u)| = uy que
w5 = E(Y?) se emplea en el Teorema 3.6 para hallar .
Otro momento 1til de una variable aleatoria es el tomado alrededor de su media.

El k-ésimo momento de una variable aleatoria Y tomado alrededor de su media o el
k-ésimo momento central de Y, se define como E[(Y — w)*] y estd denotado por w,.

En particular, 02 = w,.

Concentremos nuestra atencién en los momentos /‘L;c alrededor del origen donde
k=1,2,3,...Suponga que dos variables aleatorias Y y Z poseen momentos finitos con
Wiy = Wiy, Roy = Moz, iy =1z, donde j puede tomar cualquier valor entero. Esto
es, las dos variables aleatorias poseen momentos correspondientes idénticos alrededor del ori-
gen. En algunas condiciones mds bien generales, se puede demostrar que Y'y Z tienen distribu-
ciones de probabilidad idénticas. Asi, un uso importante de los momentos es para calcular la
distribucion de probabilidad de una variable aleatoria (por lo general un estimador o tomador
de decisiones). Por tanto, los momentos M}{-, donde k = 1, 2, 3, . . ., son principalmente de
valor tedrico para k > 3.

Otra expectativa interesante es la funcién generadora de momento para una variable aleatoria,
que hablando en forma figurada, compacta todos los momentos para una variable aleatoria en
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una sola expresién. Definiremos primero la funcién generadora de momento y luego vamos a
explicar la forma en que trabaja.

DEFINICION 3.14 La funcion generadora de momento m(t) para una variable aleatoria Y se define como
m(t) = E(e""). Decimos que una funcién generadora de momento para Y existe si existe
una constante positiva b tal que m(t) es finita para |¢| =< b.

(Por qué E(e") recibe el nombre de funcion generadora de momento para Y? De una ex-
pansion de serie para e”, tenemos

t 2 ¢ 3 Z4
e,),:1+ty+(y)+(y)+(y)+m
2! 3! 4!

Entonces, suponiendo que u'; es finita parak = 1, 2, 3, ..., tenemos

2 3
E@") =) e"p) =) [1 by 2 Wy ... } p(y)
5

20 3l
-
Zp(y)HZyp(y)Jr Zyp(y)+ Zyp(y)+
2 t3
_1+1M1+2,M2 3!M3+"'-

Este argumento comprende un intercambio de sumatorias, que es justificable si m() existe.
Entonces, E(e') es una funcién de todos los momentos ' alrededor del origen, parak = 1, 2,
3, .... En particular, u’ es el coeficiente de ¥ /k! en la expansién de serie de m(?).

La funcién generadora de momento posee dos aplicaciones importantes. Primero, si pode-
mos hallar E(e'), podemos hallar cualquiera de los momentos para Y.

TEOREMA 3.12 Si m(t) existe, entonces para cualquier entero positivo k,
d*m(1)
=] (k) O =] /
a |, m=(0) = p
En otras palabras, si el estudiante encuentra la k-€sima derivada de m(#) con respecto
aty luego hace t = 0, el resultado serd w.

Demostracién d*m(t) /dr*, o m*®(t), es la k-ésima derivada de m(t) con respecto a r. Como
m(t) = E(e') =1+t + 22' 3_3!% 000
se deduce que
mV(t) = u) + zt' 33_t'2ﬂ,3 TR
mP(t) = u), + ; 33_t!2p“£ baan
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y, en general,
t 312
k _
m® (1) = p; + EM;‘“ + ?M;c+2 T
Si hacemos ¢ = 0 en cada una de las derivadas anteriores, obtenemos
1 _ 2 _
m(0) = u, m®(0) = b,

y, en general,

m(k)(O) = ,u,}(.

Estas operaciones implican intercambiar derivadas y sumas infinitas, que se pueden
justificar si existe m(f).

EJEMPLO 3.23

Solucion

Encuentre la funcién generadora de momento m(t) para una variable aleatoria con distribucién
de Poisson y media A.

= X, AVe
m(t) = E(e") =) eV p(y) =) "
y=0 y=0 Y
0 e! ye*/\ 3 o Ae')Y
_ Z (reh) — oA Z (Ae) .
y=0 y' y=0 y'

Para completar la sumatoria, consulte el Apéndice Al.11 para hallar la expansion de la serie
de Taylor

o utilice el método del Teorema 3.11. Asi, multiplique y divida por € ' Entonces

00 t\y ,—Ae
m(t) =e et Y “eye ™

|
y=0 y:

La cantidad a la derecha del signo de sumatoria es la funcién de probabilidad para una variable
aleatoria de Poisson con media Aée'. Asi,

dopy =1y m@) =e e (1) =MD |
y

Los célculos en el Ejemplo 3.23 no son més dificiles que los del Teorema 3.11, donde sélo
se calculd el valor esperado para una variable aleatoria ¥ de Poisson. La evaluacion directa de
la varianza de Y por medio del uso del Teorema 3.6 requiri6 que E(Y?) se hallara al sumar otra
serie [en realidad, obtuvimos E(Y?) de E[Y(Y — 1)] en el Ejercicio 3.138]. El Ejemplo 3.24
ilustra el uso de la funcién generadora de momento de la variable aleatoria de Poisson para
calcular su media y su varianza.
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EJEMPLO 3.24

Solucion

Use la funcién generadora de momento del Ejemplo 3.23 y el Teorema 3.12 para hallar la
media, u, y la varianza, a2, para la variable aleatoria de Poisson.

De acuerdo con el Teorema 3.12, u = p) = mV(0) y pu, = m®(0). Evaluando la primera

y segunda derivadas de m(7), obtenemos

d _ (_
m(l)(t) — E[e)t(et l)] — e/\((‘, 1) _/\ef’

d2 ' d I
(2) — Ae'=1)7 — A’ —1) ,
m'? (1) = i [e 1= o [e Ae'l

_ e)\(e’*l) . (Aet)Z + e)‘(ﬁffl) “\e'.

Entonces, como

w=m00) = [ A e}] =a
=

wh = m®(0) = {eW"“ (A2 + D /\e’” S =R A
-

el Teorema 3.6 nos dice que ¢ = E(Y?) — p? = ) —u? = A2+ 1 —(A)? = X. Observe con
qué facilidad obtuvimos M5 a partir de m(?). [ |

La segunda aplicacion (pero primaria) de una funcién generadora de momento es demostrar
que una variable aleatoria posee una distribucién de probabilidad particular p(y). Si m(t) existe
para una distribucién de probabilidad p(y), es inica. También, si las funciones generadoras de
momento para dos variables aleatorias Yy Z son iguales (para toda [¢| < b para alguna b > 0),
entonces Yy Z deben tener la misma distribucion de probabilidad. Se deduce que, si podemos
reconocer la funcién generadora de momento de una variable aleatoria ¥ como una asociada
con una distribucién especifica, entonces Y debe tener esa distribucion.

En resumen, una funcién generadora de momentos es una expresién matematica que en
ocasiones (pero no siempre) proporciona una forma fécil de hallar momentos asociados con
variables aleatorias. Lo mas importante es que puede usarse para establecer la equivalencia de
dos distribuciones de probabilidad.

EJEMPLO 3.25

Soluciéon

Suponga que Y es una variable aleatoria con funcién generadora de momentomy (1) = 32(¢'—1
(Cudl es la distribucion de Y?

En el Ejemplo 3.23 demostramos que la funcién generadora de momento de una variable
aleatoria con distribucion de Poisson y media A es m(t) = eM¢ =D Observe que la funcién
generadora de momento de Y es exactamente igual a la funcién generadora de momento de
una variable aleatoria con distribucién de Poisson y A = 3.2. Como las funciones generadoras
de momento son unicas, Y debe tener una distribucion de Poisson con media 3.2. [ |
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3.151

3.152

3.153

3.154

3.155

3.156

3.157

Ejercicios

Si Y tiene una distribucién binomial con n intentos y probabilidad de éxito p, demuestre que la funcién
generadora de momento para Y es

m(t) = (pe' + q)", dondeg =1-p.

Derive la funcién generadora de momento del Ejercicio 3.145 para hallar E(Y) y E(Y?). Entonces en-
cuentre V(Y).

Si Y tiene una distribucién geométrica con probabilidad de éxito p, demuestre que la funcién generadora

de momento para Y es
14

pe

r) =
m(t) I —qe

, dondeg =1 — p.

Derive la funcién generadora de momento del Ejercicio 3.147 para hallar E(Y) y E(Y?). Entonces en-
cuentre V(Y).

Consulte el Ejercicio 3.145. Use la unicidad de las funciones generadoras de momento para dar la dis-
tribucién de una variable aleatoria con funcién generadora de momento m(f) = (.6¢’ + .4)3.

Consulte el Ejercicio 3.147. Use la unicidad de las funciones generadoras de momento para dar la dis-
3e'

1 —.7e"

Consulte el Ejercicio 3.145. Si Y tiene una funcién generadora de momento ;(¢) = (.7¢" + .3)'°, ¢cudl

es P(Y = 5)?

tribucion de una variable aleatoria con funcién generadora de momento m(f) =

Consulte el Ejercicio 3.23. Si Y tiene una funcién generadora de momento m(f) = ,6('~1), jcudl es P(|Y
- p| =20)?

Encuentre las distribuciones de las variables aleatorias que tienen cada una de las siguientes funciones
generadoras de momento:

a m(1) = [(1/3)e' +(2/3)P.
b m(t) =

2—el’
c m(t) = 2D,

Consulte el Ejercicio 3.153. Por inspeccion obtenga la media y la varianza de las variables aleatorias
asociadas con las funciones generadoras de momento dadas en los incisos a, by c.

Sea m(t) = (1/6)e' +(2/6)e* + (3/6)e™. Encuentre lo siguiente:

a E(Y).

b V(Y).

¢ La distribucién de Y.

Suponga que Y es una variable aleatoria con una funcién m(f) generadora de momento.
a ;Cuadl es m(0)?

b Si W = 3Y, demuestre que la funcién generadora de momento de W es m(31).

¢ SiX = Y-2, demuestre que la funcién generadora de momento de X es e 2m(t).
Consulte el Ejercicio 3.156.

a Si W = 3Y, use la funcién generadora de momento de W para demostrar que E(W) = 3E(Y) y V(W)
= IV(Y).

b SiX = Y-2, use la funcién generadora de momento de X para demostrar que E(X) = E(Y) -2y V(X)
= V(D).
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Si Y es una variable aleatoria con funcién generadora de momento m(f) y si W estd dada por W = aY

+ b, demuestre que la funcién generadora de momento de W es e™ m(at).

Use el resultado del Ejercicio 3.158 para demostrar que, si W = aY + b, entonces E(W) = aE(Y) + by

V(W) = a®V(Y).

Suponga que Y es una variable aleatoria binomial basada en n intentos con probabilidad de éxito p y sea

Y'W)=n-Y.

a Use el resultado del Ejercicio 3.159 para demostrar que E(Y") = ng y V(Y") = npq, donde
q=1-p.

b Use el resultado del Ejercicio 3.158 para demostrar que la funcién generadora de momento de Y es,
m*(t) = (qe' + p)'ndonde g = 1 —p.

¢ Con base en su respuesta al inciso b, ;cudl es la distribucién de Y*?

d Si Y se interpreta como el nimero de éxitos en una muestra de tamafio n, ;cudl es la interpretacién de
Y*?

e Con base en su respuesta al inciso d, ;por qué las respuestas a los incisos a, b 'y ¢ son “obvias”?

Consulte los Ejercicios 3.147 y 3.158. Si Y tiene una distribuciéon geométrica con probabilidad de éxito
p, considere Y = Y — 1. Demuestre que la funcién generadora de momento de Y" es(m*) = 1 , don-
deg=1-p.

— g

Sea r(f) = In[m(f)] y denote con r¥(0) a la k-ésima derivada de r(f) evaluada para t = 0. Demuestre que
r0) =u) =py r®0) = pu, — (u)? = o> [Sugerencia: m(0) = 1.]

Use los resultados del Ejercicio 3.162 para hallar la media y la varianza de una variable aleatoria de
Poisson con m(r) = ¢ V. Observe que r(f) es més facil de derivar que m() en este caso.

Funciones generadoras
de probabilidad (opcional)

Una clase importante de variables aleatorias discretas es aquella en la que Y representa una
cantidad y, en consecuencia, toma valores enteros: ¥ = 0, 1, 2, 3, ... Las variables aleatorias
binomiales, geométricas, hipergeométricas y de Poisson caen todas en esta clase. Los siguien-
tes ejemplos dan situaciones practicas que resultan en variables aleatorias de valores enteros.
Uno, que comprende la teoria de colas (lineas de espera), se refiere al nimero de personas (u
objetos) que esperan servicio en un punto particular en el tiempo. El conocimiento del compor-
tamiento de esta variable aleatoria es importante para el disefio de plantas de manufactura en
donde la produccién consiste en una secuencia de operaciones, cada una de ellas tomando un
tiempo diferente para completarse. Un niimero insuficiente de estaciones de servicio para
una operacion particular de produccion puede resultar en un cuello de botella, la formacién
de una cola de productos que esperan recibir servicio y en la reduccién en la operacién de
manufactura. La teoria de colas es también importante para determinar el niimero de cajeras
para un supermercado y para disefiar hospitales y clinicas.

Las variables aleatorias de valores enteros también son importantes en estudios de creci-
miento de poblacién. Por ejemplo, algunos epidemidlogos estdn interesados en el crecimien-
to de poblaciones de bacterias y el crecimiento del nimero de personas afectadas por una
enfermedad en particular. Los nimeros de elementos en cada una de estas poblaciones son
variables aleatorias de nimero entero.
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Un procedimiento matematico ttil para hallar las distribuciones de probabilidad y otras
propiedades de variables aleatorias de valor entero es la funcién generadora de probabilidad.

DEFINICION 3.15 Sea Y una variable aleatoria de valor entero para la cual P(Y = i) = p,, donde i = 0, 1,
2, .... La funcion generadora de probabilidad P(t) para Y se define como

o
P(1) = E(t") = po + pit + pot® + "‘:Zlh‘t[
i=0

para todos los valores de ¢ tales que P(f) sea finita.

La razo6n para llamar a P(f) una funcién generadora de probabilidad es clara cuando com-
paramos P(¢) con la funcién generadora de momento m(f). En particular, el coeficiente de ¢’
en P(1) es la probabilidad p,. De manera correspondiente, el coeficiente de ¢’ para m(r) es una
constante multiplicada por el i-ésimo momento u. Si conocemos P(r) y podemos expandirlo
en una serie, podemos determinar p(y) como el coeficiente de 7.

La derivacion repetida de P(f) da momentos factoriales para la variable aleatoria Y.

DEFINICION 3.16 El k-ésimo momento factorial para una variable aleatoria Y se define como

i = EIY(Y = (Y —2)--<(Y —k + D],
donde k es un entero positivo.
Nétese que w;; = E(Y) = w. El segundo momento factorial, p, = E[Y(Y — 1)], fue util

para hallar la varianza para variables aleatorias binomiales, geométricas y de Poisson en el
Teorema 3.7, el Ejercicio 3.85 y el Ejercicio 3.138, respectivamente.

TEOREMA 3.13 Si P(¢) es la funcion generadora de probabilidad para una variable aleatoria de valor
entero, Y, entonces el k-ésimo momento factorial de Y estd dado por

= PP) = pp.
=il

dkP(t)i|
drk |,

Demostracion
Como
P(t) = po + pit +p2t2 +p3t3 +p4t4 + oo

se deduce que
dP(t)

P(l)(l‘) = = D1 +2p2l+3p3l2+4p4t3+"',

@, d*P(D) .
PE() = — 5= = @(p2 + )@ pst + HB)par” + -+,
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y, en general,

d*P(t)
dt*

PO(t) = =) Yo =Dy =2y —k+ DHpyr .
y=k

Haciendo ¢t = 1 en cada una de estas derivadas, obtenemos
POA) = py +2ps +3p3 +4ps + - =y = E(Y),
PA(1) = @)()p2 +(3)(2)ps + H(B)pa + - =pup = E[Y(Y — 1],

y, en general,

o0

POM) = " y(y = D(y —2) - +(y =k + Dp(y)

y=k
=EYY —DY =2)- (Y =k + D] = pp.

EJEMPLO 3.26

Solucion

Encuentre la funcién generadora de probabilidad para una variable aleatoria geométrica.

Observe que p, = 0 porque Y no puede tomar este valor. Entonces

P() = EG") = )0 p = 3 L
y=1

y=1

= Dlat (g + @0’ £

Los términos de la serie son los de una progresién geométrica infinita. Si gt < 1, entonces

t t
Py =22 V=P <1/
qg \1—qt 1 —qt
(Para la sumatoria de la serie, consulte el Apéndice Al1.11.) [ |

EJEMPLO 3.27

Solucion

Use P(t), Ejemplo 3.26, para hallar la media de una variable aleatoria geométrica.

Del Teorema 3.13, y,;, = u = P"(1). Usando el resultado del Ejemplo 3.26,

d ( pt > _ (L=gn)p —(p1)(—q)
dt '

(1) _
Pro=a\i=a (11

Haciendo ¢ = 1, obtenemos

‘+ra _ppta) _
P’ P’

1
POy =2 ~.
P
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*3.164
*3.165

*3.166

3.11

TEOREMA 3.14

Como ya tenemos la funcién generadora de momento para ayudar a hallar los momentos
de una variable aleatoria, ;de qué valor es P(f)? La respuesta es que puede ser dificil encontrar
m(f) pero es mucho mas facil hallar P(r). Entonces, P(f) da una herramienta adicional para
obtener los momentos de una variable aleatoria. Puede o no ser titil en una situacién determi-
nada.

Hallar los momentos de una variable aleatoria no es el principal uso de la funcién genera-
dora de probabilidad. Su principal aplicacion estd en deducir la funcién de probabilidad (y por
tanto la distribucién de probabilidad) para otras variables aleatorias de valor entero relaciona-
das. Para estas aplicaciones, vea la obra de Feller (1968) y Parzen (1992).

Ejercicios

Denote con Y una variable aleatoria binomial con » intentos y probabilidad de éxito p. Encuentre la
funcién generadora de probabilidad para Yy dsela para hallar E(Y).

Denote con Y una variable aleatoria de Poisson con media A. Encuentre la funcién generadora de proba-
bilidad para Yy dsela para hallar E(Y) y V(Y).

Consulte el Ejercicio 3.165. Use la funcién generadora de probabilidad hallada en €l para encontrar
E(Y3).

Teorema de Tchebysheff

Hemos visto en la Seccién 1.3 y el Ejemplo 3.22 que si la probabilidad o histograma poblacional
tiene forma aproximada de campana y se conocen la media y la varianza, la regla empirica es de
gran ayuda para calcular las probabilidades de ciertos intervalos. No obstante, en muchos casos,
las formas de los histogramas de probabilidad difieren marcadamente de la de un monticulo y la
regla empirica puede no dar aproximaciones ttiles a las probabilidades de interés. El siguiente
resultado, conocido como teorema de Tchebysheff, se puede usar para determinar un limi
te inferior para la probabilidad de que la variable aleatoria Y de interés caiga en un intervalo
un = ko.

Teorema de Tchebysheff Sea Y una variable aleatoria con media p y varianza finita
o2. Entonces, para cualquier constante k > 0,

1 1
P(Y —p| <ko) =1-5 o P(Y —p|=ko) = .

Deben sefialarse dos aspectos importantes de este resultado. Primero, el resultado se aplica a
cualquier distribucion de probabilidad, ya sea que el histograma de probabilidad tenga forma
de campana o no. En segundo término, los resultados del teorema son muy conservadores en el
sentido de que la probabilidad real de que Y esté en el intervalo u * ko por lo general excede
del limite inferior para la probabilidad, 1 — 1/ k2, por una cantidad considerable. No obstante,
como dijimos en el Ejercicio 3.169, para cualquier k > 1, es posible construir una distribucién
de probabilidad tal que, para esa k, el limite provisto por el teorema de Tchebysheff se alcance
en realidad. (El estudiante debe verificar que los resultados de la regla empirica no contradi-
gan a los dados por el Teorema 3.14.) La prueba de este teorema se deja hasta la Seccién 4.10.
La utilidad de este teorema queda ilustrada en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 3.28

El nimero de clientes por dia en un mostrador de ventas, Y, ha sido observado durante un largo
periodo y se encontré que tiene una media de 20 y desviacién estdndar de 2. La distribucién
de probabilidad de Y no se conoce. ;Qué se puede decir acerca de la probabilidad de que,
mafiana, Y sea mayor que 16 pero menor que 247

Solucion  Deseamos hallar P(16 < Y < 24). Del Teorema 3.14 sabemos que, para cualquier k = 0,
P(Y —u|<ko) =1—-1/k*o,
1
Pl(p—ko)<Y < (p+ko)l=1- 7
Como u =20y o = 2,sededuce que w— ko = 16 y u + ko = 24 si k = 2. Entonces,
1 3
P16 <Y <24) =P(p—20<Y < u+20) 21_@ =7
En otras palabras, el total de clientes de mafiana serd entre 16 y 24 con una probabilidad més
bien alta (al menos 3/4).
Notese que si o fuera 1, k serfa 4,y
1 15
P16 <Y <24) =P(p —4do<Y <utdo)=1—-—=—.
( ) = P(p w+ 40) 16
En consecuencia, el valor de o tiene un efecto considerable sobre las probabilidades asociadas
con intervalos. |
Ejercicios

3.167  Sea Y una variable aleatoria con media 11 y varianza 9. Usando el Teorema de Tchebysheff, encuentre
a un limite inferior para P(6 < Y < 16),

b el valor de Ctal que P(|Y — 11| = C) = .09.

3.168  Qué preferiria, ;hacer un examen de opcién miiltiple o uno ordinario? Si no sabe nada del material del
examen, obtendrd una calificacién de cero en uno ordinario. No obstante, si se le dan 5 opciones por
cada pregunta de seleccién multiple, tiene al menos una probabilidad en cinco de adivinar cada respues-
ta correcta. Suponga que un examen de opcién multiple contiene 100 preguntas, cada una con 5 posibles
respuestas y supone la respuesta de cada una de las preguntas.

a (Cudl es el valor esperado del nimero Y de preguntas que serdn contestadas correctamente?

b Encuentre la desviacién estdndar de Y.

¢ Calcule los intervalos u = 20y u * 30.

d Si los resultados del examen son curvados de modo que 50 respuestas correctas ameritan una califi-
cacién de aprobacidn, ;es probable que reciba una calificacién aprobaria? Explique.

3.169  Este ejercicio demuestra que, en general, los resultados dados por el teorema de Tchebysheft no se pue-

den mejorar. Sea Y una variable aleatoria tal que

(1) = O©=2 py=-
P g 7 g F 18"
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a Demuestre que E(Y) = 0y V(Y) = 1/9.

b Use la distribucién de probabilidad de Y para calcular P(|Y — u| = 30). Compare esta probabilidad
exacta con el limite superior dado por el teorema de Tchebysheff para ver que el limite dado por
dicho teorema se alcanza en realidad cuando k = 3.

*c En el inciso b garantizamos que E(Y) = 0 al poner toda la masa de probabilidad en los valores —1, 0

y 1, con p(=1) = p(1). La varianza fue controlada por las probabilidades asignadas a p(—1) y p(1).
Usando esta misma idea bésica, construya una distribucién de probabilidad para una variable aleato-
ria X que dard P(|X — uy| = 20y) = 1/4.

*d Si se especifica cualquier k > 1, ;c6mo puede construirse una variable aleatoria W de modo que P(|W

—pw| = koy) = 1/k2

La Casa de Moneda de Estados Unidos produce monedas de diez centavos, las cuales tienen un didmetro
promedio de .5 pulgadas y desviacién estdndar .01. Mediante el teorema de Tchebysheff encuentre un
limite inferior para el nimero de monedas de un lote de 400 que se espera tengan un didmetro entre .48
y .52.

Para cierto tipo de suelo, el nimero de lombrices por pie clibico tiene una media de 100. Suponiendo una
distribucién de Poisson de las lombrices, proponga un intervalo que incluird al menos 5/9 de los valores
muestrales de las cantidades de lombrices obtenida de un nimero grande de muestras de 1 pie cubico.

Consulte el Ejercicio 3.115. Usando el histograma de probabilidad, encuentre la fraccién de valores de
la poblacién que caiga a no mds de 2 desviaciones estdndar de la media. Compare su resultado con el del
teorema de Tchebysheff.

Una moneda balanceada se lanza al aire tres veces. Sea Y igual al nimero de caras observado.

a Use la férmula para la distribucién de probabilidad binomial para calcular las probabilidades asocia-
dasconY=0,1,2y3.

b Construya una distribucién de probabilidad semejante a la de la Tabla 3.1.

¢ Encuentre el valor esperado y la desviacion estdndar de Y usando las féormulas E(Y) = np y
V(1)= npq.

d Usando la distribucién de probabilidad del inciso b, encuentre la fraccién de las medidas de pobla-
cién que se encuentren a no mas de 1 desviacion estandar de la media. Repita para 2 desviaciones es-
tdndar. ;Cémo se comparan sus resultados con los del teorema de Tchebysheff y la regla empirica?

Suponga que una moneda estaba definitivamente no balanceada y que la probabilidad de una cara era
igual a p = .1. Siga las instrucciones a, b, ¢ y d que se expresan en el Ejercicio 3.173. Observe que la
distribucién de probabilidad pierde su simetria y se hace sesgada cuando p no es igual a 1/2.

En mayo de 2005, Tony Blair fue elegido para un histdrico tercer mandato como primer ministro brita-
nico. Una encuesta de Gallup del Reino Unido (http: /gallup.com /poll /content /default.aspx?ci=1710,
junio 28 de 2005) realizada después de la eleccién de Blair indicé que a s6lo 32% de los adultos brita-
nicos les gustaria ver a su hijo o hija ser primer ministro. Si la misma proporcién de estadounidenses
prefiriera que su hijo o hija fuera presidente y se hubieran entrevistado 120 adultos norteamericanos,

a cudl es el nimero esperado de estadounidenses que preferirian que su hijo fuera presidente?
b ;cudl es la desviacién estdndar del nimero Y que preferiria que su hijo fuera presidente?

c (es probable que exceda de 40 el nimero de estadounidenses que preferirian ver que su hijo fuera
presidente?

Una encuesta nacional de 549 adolescentes (de 13 a 17 afios de edad) realizada por Gallup (http: /gallup.
com/content/default.aspex?ci=17110), abril, 2005) indic6 que 85% “pensaban que la ropa con simbo-
los de pandillas” debia prohibirse en las escuelas. Si en realidad los adolescentes estuvieran divididos
por igual en sus opiniones respecto a la prohibicién de ropa que lleve simbolos de pandillas, comente
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sobre la probabilidad de observar el resultado de usar esta encuesta (es decir, observar 85% o mds en
una muestra de 549 que estén a favor de prohibir ropa que lleve simbolos de pandillas). ;Qué suposi-
cién debe hacerse acerca del procedimiento de muestreo para calcular esta probabilidad? [Sugerencia:
recuerde el teorema de Tchebysheff y la regla empirica.]

Para cierta seccién de un bosque de pinos, el nimero de drboles enfermos por acre, Y, tiene una distri-
bucién de Poisson con media A = 10. Los drboles enfermos son rociados con un insecticida a un costo
de $3 por drbol, mds un costo fijo general por renta de equipo de $50. Si se denota con C el costo total de
rociado para un acre seleccionado al azar, encuentre el valor esperado y la desviacion estdndar para C.
(Dentro de qué intervalo espera el lector que se encuentre C con probabilidad de al menos .75?

Se sabe que 10% de una marca de tubos electrénicos para televisién se quema antes de que expire su
garantfa. Si se venden 1000 tubos, encuentre el valor esperado y la varianza de Y, el nimero de tubos
originales que deben ser cambiados. ;Dentro de qué limites se esperaria que caiga Y?

Consulte el Ejercicio 3.91. En éste, determinamos que la media y la varianza de los costos necesarios
para hallar tres empleados con indicaciones positivas de envenenamiento por asbesto fueron 150 y 4500,
respectivamente. ;Piensa que es muy poco probable que el costo de completar las pruebas exceda de
$350?

Resumen

Este capitulo exploré las variables aleatorias discretas, sus distribuciones de probabilidad y
sus valores esperados. El célculo de la distribucién de probabilidad para una variable aleatoria
discreta requiere el uso de los métodos probabilisticos del Capitulo 2 para evaluar las proba-
bilidades de eventos numéricos. Las funciones de probabilidad, p(y) = P(Y = y), se obtuvie-
ron para variables aleatorias binomiales, geométricas, binomiales negativas, hipergeométricas
y de Poisson. Estas funciones de probabilidad a veces reciben el nombre de funciones de masa
de probabilidad, porque dan la probabilidad (masa) asignada a cada uno de los posibles valo-
res finitos o contablemente infinitos para estas variables aleatorias discretas.

Los valores esperados de variables aleatorias y funciones de variables aleatorias dieron un
método para hallar la media y la varianza de Yy, en consecuencia, medidas de centralidad y
variacion para p(y). Mucho del material restante en el capitulo se dedicé a las técnicas para
adquirir expectativas, que a veces requerian sumar series aparentemente dificiles. Las técnicas
para obtener expresiones de forma cerrada para algunos de los valores esperados resultantes
incluyeron (1) usar el hecho de que Zy p(y) =1 para cualquier variable aleatoria discreta y
(2) E(Y?) = E[Y(Y — 1)] + E(Y). Las medias y las varianzas de varias de las distribuciones
discretas mds comunes se resumen en la Tabla 3.4. Estos resultados y otros se encuentran
también en la Tabla A2.1 del Apéndice 2 y al final de este libro.

La Tabla 3.5 proporciona los procedimientos R (y S-Plus) que dan p(y,) = P(Y = y,) y
P(Y = y,) para variables aleatorias con distribuciones binomiales, geométricas, binomiales
negativas, hipergeométricas y de Poisson.

Posteriormente estudiamos la funcidon generadora de momento asociada con una variable.
Aun cuando a veces es Util para hallar w y o, la funcién generadora de momento es de valor
primordial para que el estadistico tedrico obtenga la distribucién de probabilidad de una va-
riable aleatoria. Las funciones generadoras de momento para casi todas las variables aleatorias
comunes se encuentran en el Apéndice 2 y al final de este libro.
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Tabla 3.4 Medias y varianzas para algunas variables aleatorias discretas comunes

Distribucién E(Y) V(Y)
Binomial np np(1 — p) = npq
1 1—
Geométrica — 2p = 12
p p p
. e r r N —r N —n
Hipergeométrica n <—) n(—)
N N N N —1
de Poisson A A
1 —
Binomial negativa — ( 5 P) = %
p p

Tabla 3.5 Procedimientos R (y S-Plus) que dan probabilidades para algunas distribuciones discretas

comunes

Distribucion

P(Y = y9) = p(»)

P(Y =)

Binomial
Geométrica
Hipergeométrica
de Poisson

Binomial negativa

dbinom (yy,n,p)
dgeom(yo-1,p)
dhyper (yo, r,N-r,n)
dpois (yo,A)

dnbinom(yo-r,r,p)

pbinom(yy,n,p)
pgeom (yo-1,p)
phyper (yo,r,N-r,n)
ppois (vo,A)

pnbinom (yy-r,r,p)

La funcién generadora de probabilidad es un procedimiento ttil para obtener momentos y
distribuciones de probabilidad de variables aleatorias de valores enteros.

Por ultimo, dimos al teorema de Tchebysheff un resultado muy ttil que permite calcular
ciertas probabilidades cuando se conocen sélo la media y varianza.

Para concluir este resumen, recordemos el objetivo primordial de estadistica: hacer una
inferencia acerca de una poblacién con base en informacién contenida en una muestra. Sacar
la muestra de la poblacion es el experimento. La muestra es en ocasiones un conjunto de
medidas de una o més variables aleatorias y es el evento observado resultante de una sola
repeticion del experimento. Finalmente, hacer la inferencia acerca de la poblacion requiere el
conocimiento de la probabilidad de que ocurra la muestra observada, que a su vez requiere
saber las distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias que generaron la muestra.
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Ejercicios complementarios

Cuatro ndmeros posiblemente ganadores de una loteria —AB-4536, NH-7812, SQ-7855 y ZY-3221—
llegan por correo. Usted gana un premio si uno de sus cuatro nimeros es igual a uno de los nimeros
ganadores contenidos en una lista que tienen quienes dirigen la loterfa. Se concede un primer premio
de $100,000, dos segundos premios de $50,000 cada uno y diez terceros premios de $1000 cada uno.
Para ser elegible para ganar, es necesario enviar por correo el cupdn a la compafifa a un costo de 33¢
por envio. No se requiere hacer compras. De la estructura de los ndmeros que se reciban, es obvio que
los nimeros enviados constan de dos letras seguidas de cuatro digitos. Suponiendo que los nimeros
recibidos se generaron al azar, ;cudles son las expectativas de que gane la loteria? ; Merecen la pena los
33¢ para entrar a esta loteria?

El muestreo de piezas defectuosas de grandes lotes de productos manufacturados da un nimero de pie-
zas defectuosas, Y, que sigue una distribucién de probabilidad binomial. Un plan de muestreo consiste
en especificar el nimero de piezas n por incluirse en una muestra y un nimero de aceptacién a. El lote
es aceptado si Y = a y rechazado si Y > a. Denote con p la proporcién de piezas defectuosas del lote.
Paran = 5y a = 0, calcule la probabilidad de aceptacién del lote si (a) p = 0, (b) p = .1, (¢c) p = .3,
(d) p = .5, (e) p = 1.0. Una gréfica que muestra la probabilidad de aceptacién de lote como funcién de la
fraccion defectuosa del lote se llama curva caracteristica de operacion para el plan muestral. Construya
la curva caracteristica de operacion para el plan n = 5, a = 0. Observe que un plan de muestreo es un
ejemplo de inferencia estadistica. Aceptar o rechazar un lote con base en informacién contenida en la
muestra es equivalente a concluir que el lote es bueno o malo. “Bueno” implica que una parte pequeiia
es defectuosa y que por tanto el lote es apropiado para despacharse.

Consulte el Ejercicio 3.181. Use la Tabla 1, Apéndice 3 para construir las curvas caracteristicas de ope-
racidén para los siguientes planes de muestreo:

a n=10,a=0.
b n=10,a=1.
¢ n=10,a = 2.

Para cada plan de muestreo, calcule P(aceptacion de lote) para p = 0, .05 .1, .3, .5, y 1.0. Nuestra in-
tuicién sugiere que con el plan de muestreo (a) seria mucho menos probable aceptar lotes malos que
los planes (b) y (c). Una comparacién visual de las curvas caracteristicas de operacion confirmara esta
conjetura intuitiva.
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Un ingeniero de control de calidad desea estudiar planes de muestreo alternativos: n = 5,a = 1y
n =25,a = 5. En una hoja de papel para graficar o milimétrico, construya las curvas caracteristicas de
operacién para ambos planes, haciendo uso de probabilidades de aceptacién en p = .05, p = .10,p =
.20, p = .30y p = .40 en cada caso.

a Si usted fuera un vendedor que produce lotes con una fraccién defectuosa que vade p = 0ap = .10,
(cudl de los dos planes de muestreo preferiria?

b Si usted fuera un comprador que desea protegerse contra la aceptacion de lotes con una fraccion
defectuosa que exceda de p = .30, ;cudl de los dos planes de muestreo preferiria?

El comisionado de una ciudad dice que 80% de las personas que viven en la ciudad estdn a favor de
la recoleccién de basura por contrato a una empresa privada y no de la recoleccién por empleados del
municipio. Para probar lo dicho por el comisionado, se seleccionaron al azar 25 residentes de la ciudad,
dando 22 que prefieren contratar una compaiiia privada.

a Si lo dicho por el comisionado es correcto, jcudl es la probabilidad de que la muestra contenga al
menos 22 que prefieran contratar una compaiiia privada?

b Si lo dicho por el comisionado es correcto, ;cudl es la probabilidad de que exactamente 22 prefieran
contratar una compafifa privada?

¢ Con base en observar 22 en una muestra de 25 que prefieren contratar una compaiifa privada, ;qué
concluye el lector acerca del dicho del comisionado de que 80% de los residentes de la ciudad prefie-
ren contratar una compaiiia privada?

A veinte estudiantes se les pidi6 seleccionar un entero entre 1 y 10. Ocho de ellos escogieron ya sea 4,
506.

a Silos estudiantes hacen su seleccién de manera independiente y es tan probable que cada uno escoja
uno u otro, cudl es la probabilidad de que 8 o mds seleccionen ya sea 4,5 0 6?

b Habiendo observado ocho estudiantes que seleccionaron ya sea 4, 5 o 6, ;qué conclusion se obtendria
con base en la respuesta al inciso a?

Consulte los Ejercicios 3.67 y 3.68. Denote con Y el nimero de intento en el que se encuentra el primer
solicitante con estudios de computacion. Si cada entrevista cuesta $30, encuentre el valor esperado y la
varianza del costo total en que se incurre al entrevistar candidatos hasta hallar un solicitante con estudios
avanzados de computacién. ;Dentro de qué limites se espera caigan los costos de la entrevista?

Considere el juego siguiente: un jugador lanza un dado no cargado repetidas veces hasta que obtiene 2,
3,4, 5 0 6. En otras palabras, el jugador contintia tirando el dado mientras obtenga niimeros 1. Cuando
tira un nimero que no es 1, deja de tirar.

a (Cuadl es la probabilidad de que el jugador tire el dado exactamente tres veces?
b ;Cuadl es el niimero esperado de tiros necesario para obtener el primer niimero que no sea 1?

c Si tira un nimero que no es 1 en el primer tiro, el jugador recibe un pago de $1. De otro modo, el
pago se duplica por cada 1 que el jugador tire antes de tirar otro que no sea 1. Entonces, el jugador
recibe $2 si tira un 1 seguido de otro que no sea 1; $4 si tira dos nimeros 1 seguidos de otro que no
sea 1; $8 si tira tres niimeros 1 seguidos de otro que no sea 1, etcétera. En general, si hacemos que
Y sea el nimero de tiros necesarios para obtener el primero que no sea 1, entonces el jugador tira
(Y- 1) ndmeros 1 antes de tirar el primero que no sea 1 y recibe un pago de 2¥! délares. ;Cudl es la
cantidad que se espera pagar al jugador?

Si Y es una variable aleatoria binomial basada en # intentos y probabilidad de éxito p, demuestre que

1= (1= p)y —np(1 = p)”!

P(Y>1Yy =1) = ==
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Un motor de arranque que se emplea en un vehiculo espacial tiene un alto porcentaje de confiabilidad y
tiene fama de arrancar en cualquier momento con probabilidad .99999. ;Cudl es la probabilidad de que
haya al menos una falla en los siguientes 10,000 arranques?

Consulte el Ejercicio 3.115. Encuentre u, el valor esperado de Y, para la poblaci6n tedrica mediante el
uso de la distribucién de probabilidad obtenida en el Ejercicio 3.115. Encuentre la media muestral Y para
las n = 100 mediciones generadas en el Ejercicio 3.116. ;y da una buena estimacion de wu?

Encuentre la varianza de la poblacién o® para el Ejercicio 3.115 y la varianza muestral s> para el Ejercicio
3.116. Compare.

Tire un dado balanceado y sea Y el nimero de puntos observados en la cara superior. Encuentre la media
y la varianza de Y. Construya un histograma de probabilidad y localice el intervalo u = 20. Verifique
que se cumpla el teorema de Tchebysheff.

Doslineasdeensamble Iy IItienen el mismo porcentaje de piezas defectuosas en su producciénde regulado-
resde voltaje. Cincoreguladores se toman como muestray se prueban en cadalinea. Entre el total de diezre-
guladores probados, cuatro estdn defectuosos. Encuentre la probabilidad de que exactamente dos de los
reguladores defectuosos provengan de la linea I.

La preocupacién de una jugadora es quedar en bancarrota antes de lograr su primer triunfo. Suponga que
ella juega una partida en la que la probabilidad de ganar es .1 (y ella lo desconoce). Le cuesta $10 jugar
y ella recibe $80 por ganar. Si comienza con $30, ;cudl es la probabilidad de que gane exactamente una
vez antes de perder su capital inicial?

El nimero de imperfecciones en el tejido de cierto textil tiene una distribucién de Poisson con una media
de 4 por yarda cuadrada. Encuentre la probabilidad de que

a una muestra de 1 yarda cuadrada contenga al menos una imperfeccion,
b una muestra de 3 yardas cuadradas contenga al menos una imperfeccion.

Consulte el Ejercicio 3.195. El costo de reparar las imperfecciones en el tejido es $10 por imperfeccion.
Encuentre la media y la desviacién estandar del costo de reparacién para un rollo de 8 yardas cuadradas
del textil.

El nimero de colonias de cierto tipo de bacterias en muestras de agua contaminada tiene una distribu-
cién de Poisson con una media de 2 por centimetro ctibico (cm?).

a Si cuatro muestras de 1 cm® se seleccionan de esta agua de manera independiente, encuentre la pro-
babilidad de que al menos una contenga una o mds colonias de bacterias.

b ;Cudntas muestras de 1 cm® deben seleccionarse para tener una probabilidad de aproximadamente
.95 de ver al menos una colonia de bacterias?

Un modelo para competencia de plantas supone que hay una zona de agotamiento de recursos alrededor
de cada planta. Dependiente del tamafio de las zonas y la densidad de las plantas, las zonas de agota-
miento de recursos pueden traslaparse con las de otras plantas en las cercanfas. Cuando las semillas
se dispersan al azar sobre un lugar amplio, el niimero de vecinos que cada planta tiene dentro de un drea de
tamafio A suele seguir una distribucién de Poisson con media igual a A X d, donde d es la densidad
de plantas por unidad de 4rea. Suponga que la densidad de plantas es cuatro por metro cuadrado. ;Cual es
la probabilidad de que una planta especificada

a no tenga vecinos en no mds de un metro?,
b tenga al menos tres vecinos en no mds de 2 metros?

La diabetes dependiente de insulina (IDD, por sus siglas en inglés) es una enfermedad crénica comiin
en nifios. La enfermedad se presenta con mds frecuencia en nifios descendientes de europeos del norte,
pero la incidencia va de una baja de 1-2 casos por 100,000 por afio a una alta de mds de 40 casos por
100,000 en algunas partes de Finlandia.* Supongamos que una regién en Europa tiene una incidencia de
30 casos por 100,000 por afio y que al azar seleccionamos 1000 nifios de esta region.
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3.200

3.201

*3.202

3.203

3.204

3.205

a (La distribucién del nimero de casos de IDD entre los de la muestra puede ser aproximada por una
distribucién de Poisson? Si es asi, ;cudl es la media de la aproximacién de distribucién de Poisson?

b ;Cual es la probabilidad de que observemos al menos dos casos de IDD entre los 1000 nifios de la
muestra?

Usando el dato de que

2 3 4
- Z ra Z
E=ldz+ =+,
20 31 4!

expanda la funcién generadora de momento para la distribucién binomial
m(t) = (q + pe")"

en una serie de potencias en 7. (Tome en cuenta sélo los términos de orden inferior en ¢.) Identifique & ;
como el coeficiente de #' /i! que aparece en la serie. Especificamente, encuentre ('} y 45 y compdrelas
con los resultados del Ejercicio 3.146.

Consulte los Ejercicios 3.103 y 3.106. ; En qué intervalo esperaria encontrar los costos de reparacién en
estas cinco maquinas? (Use el teorema de Tchebysheft.)

El niimero de autos que pasan por una zona de estacionamiento en un intervalo de un minuto tiene una
distribucién de Poisson con media A. La probabilidad de que cualquier conductor individual desee esta-
cionar su auto es p. Suponga que las personas decidan estacionarse de modo independiente entre si.

a Si hay un lugar de estacionamiento y tomard 1 minuto llegar ahi, ;cudl es la probabilidad de que el
lugar esté disponible cuando la persona llegue al lote? (Suponga que nadie sale del lote durante
el intervalo de un minuto.)

b Denote con W el niimero de conductores que deseen estacionarse durante un intervalo de un minuto.
Deduzca la distribucién de probabilidad de W.

Un tipo de célula de bacteria se divide a un ritmo constante de A en el tiempo. (Es decir, la probabilidad
de que una célula se divida en un intervalo de # mds corto es aproximadamente At.) Dado que una pobla-
cién inicia en el tiempo cero con k células de esta bacteria y que las divisiones celulares son indepen-
dientes entre si, el tamafio de la poblacién en el tiempo ¢, Y(¢), tiene una distribucién de probabilidad

n—1

P[Y (1) = n] = (k 3 l)e*“" (=™ n=kk+1,...

a Encuentre el valor esperado y la varianza de Y(¢) en términos de A y .

b Si, para un tipo de célula de bacteria, A = .1 por segundo y la poblacién empieza con dos células en el
tiempo cero, encuentre el valor esperado y la varianza de la poblacién después de cinco segundos.

La probabilidad de que cualquier conductor de automévil gire a la izquierda en un crucero es .2. El carril
de vuelta a la izquierda en este crucero tiene espacio para tres vehiculos. Si el carril de giro a la izquierda
estd vacio cuando el semaforo se pone en rojo y cinco vehiculos llegan a este crucero cuando la luz esta
en rojo, encuentre la probabilidad de que el carril de vuelta a la izquierda contenga los vehiculos de
todos los conductores que deseen dar vuelta a la izquierda.

Un experimento consiste en tirar un dado no cargado hasta que un 6 salga cuatro veces. ;Cudl es la
probabilidad de que el proceso termine después de exactamente diez tiros con un 6 saliendo en los tiros
noveno y décimo?

4. M. A. Atkinson, "Diet, Genetics, and Diabetes”, en Food Technology 51(3), (1997): 77.
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Los registros de accidentes recolectados por una compaiiia de seguros de automéviles dan la siguiente
informacién. La probabilidad de que un conductor asegurado tenga un accidente automovilistico es .15.
Si ha ocurrido un accidente, las averias al vehiculo ascienden al 20% de su valor comercial con una
probabilidad de .80, a 60% de su valor comercial con una probabilidad de .12 y a pérdida total con
una probabilidad de .08. ;Qué prima debe cobrar la compaiifa sobre un auto de $12,000 para que la
ganancia esperada por la compaiiia sea cero?

El nimero de personas que entran en la unidad de cuidados intensivos de un hospital en cualquier dia
posee una distribucién de Poisson con media igual a cinco personas por dia.

a (Cuadl es la probabilidad de que el niimero de personas que entren en la unidad de cuidados intensivos
en un dia particular sea igual a 2? ;y que sea menor o igual que 2?

b Es probable que Y pase de 10? Explique.

Una encuesta reciente sugiere que los estadounidenses anticipan una reduccion en sus estdndares de vida
y que un nivel cada vez mds creciente de consumo ya no es tan importante como lo fue en el pasado.
Suponga que una encuesta de 2000 personas indica que 1373 estdn a favor de que, por medios legislati-
vos, se obligue a una reduccién en el tamafio de los automdviles hechos en Estados Unidos. ;Esperaria
observar hasta 1373 personas a favor de esta proposicion si, de hecho, el piblico general se ha dividido
en 50 a 50 con respecto a este problema? ;Por qué?

Un proveedor de maquinaria pesada para construccién ha encontrado que normalmente se obtienen
nuevos clientes por medio de solicitudes de éstos en llamadas de ventas y que la probabilidad de venta
de una pieza particular de equipo es .3. Si el proveedor tiene tres maquinas para venta, ;cudl es la pro-
babilidad de que se requieran menos de cinco llamadas de clientes para agotar el inventario?

Calcule P(|Y — A|= 20) para la distribuci6n de probabilidad de Poisson del Ejemplo 3.22. ;Esto estd de
acuerdo con la regla empirica?

Una comerciante tiene en existencia cierto articulo perecedero. Ella sabe que en cualquier dia determi-
nado tendra una demanda de dos, tres o cuatro de estos articulos con probabilidades .1, .4 y .5, respec-
tivamente. Compra los articulos en $1.00 cada uno y los vende en $1.20 cada uno. Si quedan algunos al
final del dia, representan pérdida total. ;Cudntos articulos debe tener en existencia para maximizar su
utilidad diaria esperada?

Demuestre que la funcién de probabilidad hipergeométrica se aproxima a la binomial en el limite cuan-
do N — ooy p = r/N permanece constante. Esto es, demuestre que

OGS
i y/ \n—y :(> y nfy’
=W

para p = r/N constante.

Un lote de N = 100 productos industriales contiene 40 defectuosos. Sea Y el nimero de defectuosos en
una muestra aleatoria de tamafio 20. Encuentre p(10) con el uso de (a) la distribucién de probabilidad
hipergeométrica y (b) la distribucién de probabilidad binomial. {Es N suficientemente grande para que
el valor de p(10) obtenido con de la distribucién binomial sea una buena aproximacién de la obtenida
usando la distribucién hipergeométrica?

Por simplicidad, supongamos que hay dos clases de conductores. Los conductores seguros, que son 70%
de la poblacidn, tienen probabilidad .1 de causar un accidente en un afio. El resto de la poblacién son
provocadores de accidentes, que tienen una probabilidad .5 de causar un accidente en un afio. La prima
de seguro es $400 multiplicado por la probabilidad de alguien de causar un accidente en el afio siguiente.
Un nuevo suscriptor tiene un accidente durante el primer afio. ;Cudl debe ser la prima de seguro para
el afio siguiente?
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*3.215  Se sabe que 5% de los miembros de una poblacién tienen una enfermedad A, que puede ser descubierta
por un examen de sangre. Suponga que N (un nimero grande) personas se someten al examen. Esto
puede hacerse en dos formas: (1) Cada persona es examinada por separado o (2) las muestras sanguineas
de k personas se agrupan y analizan. (Suponga que N = nk, con n un entero.) Si el examen es negativo,
todos ellos son sanos (es decir, sélo se requiere este examen). Si es positivo, cada una de las k personas
debe ser examinada por separado (es decir, se requiere un total de £ + 1 exdmenes).

a Para una £ fija, jcudl es el nimero esperado de exdmenes necesario en la opcién 27
b Encuentre la k que minimizard el nimero esperado de exdmenes en la opcién 2.

¢ Si k se selecciona como en el inciso b, jen promedio cudntos exdmenes ahorra la opcién 2 en com-
paracion con la opcién 1?7

*3.216  Considere que Y tiene una distribucién hipergeométrica
r\(N-r
()G

p(y) = ——, y=0,1,2,..., n
()

n

a Demuestre que

P(Y =n) =p(n) = (%) (;,__11> (%) (%)

b Escriba p(y) como p(y|r). Demuestre que si r; < r,, entonces

p(ylro) L P 1)
p(ylr) — p(y + 1)’

¢ Aplique la expansién binomial a cada factor de la siguiente ecuacién:

A +aMA+a)™ =1 +a)M ™,

Ahora compare los coeficientes de a” en ambos lados para demostrar que

()G (DE) = CE) = (")

d Usando el resultado del inciso ¢, concluya que

> opm =1
y=0

*3.217  Use el resultado obtenido en el Ejercicio 3.216 ¢ y la Definicidn 3.4 para obtener directamente la media
de una variable aleatoria hipergeométrica.

*3.218  Use los resultados de los Ejercicios 3.216 y 3.217 para demostrar que, para una variable aleatoria hiper-
geométrica,

r(r — Dn(n — 1)

E[Y(Y — D] = N T)



4.1

CAPITULO 4

Variables continuas
y sus distribuciones

de probabilidad

4.1 Introduccién

4.2 Distribucion de probabilidad para una variable aleatoria continua
4.3 Valores esperados para variables aleatorias continuas

4.4 Ladistribucion de probabilidad uniforme

4.5 Ladistribucién de probabilidad normal

4.6 Ladistribucion de probabilidad gamma

4.7 Ladistribucion de probabilidad beta

4.8 Algunos comentarios generales

4.9 Otros valores esperados

4.10 Teorema de Tchebysheff

4.11 Valor esperado de funciones discontinuas y distribuciones mixtas de probabilidad
(opcional)

4.12 Resumen

Bibliografia y lecturas adicionales

Introduccion

Un momento de reflexion sobre variables aleatorias que se encuentran en el mundo real debe
convencernos de que no todas las variables aleatorias de interés son discretas. El nimero de
dias que llueve en un periodo de n dias es una variable aleatoria discreta porque el nimero
de dias debe tomar uno de los n + 1 valores 0, 1, 2, . . ., o n. Ahora considere la lluvia diaria en
un punto geogréfico especifico. En teorfa, con equipo de medicién de precision perfecta, la can-
tidad de lluvia podria tomar cualquier valor entre 0 y 5 pulgadas. En consecuencia, cada uno del
nimero incontable e infinito de puntos del intervalo (0, 5) representa un valor posible distinto

157
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4.2

DEFINICION 4.1

de la cantidad de 1luvia en un dia. Una variable aleatoria que puede tomar cualquier valor en un
intervalo se denomina continua y el propésito de este capitulo es estudiar distribuciones de pro-
babilidad para variables aleatorias continuas. La produccién de un antibiético en un proceso de
fermentacion es una variable aleatoria continua, al igual que la duracién de vida {itil, en afios,
de una maquina lavadora. Los segmentos de recta sobre los cuales estas dos variables se definen
estan contenidos en la mitad positiva de la recta real. Esto no significa que, si observamos sufi-
cientes maquinas lavadoras, podriamos a la larga observar un resultado correspondiente a cada
valor del intervalo (3, 7); mas bien, esto significa que ningtin valor entre 3 y 7 se puede excluir
como posible para el nimero de afios que una maquina lavadora permanece en servicio.

La distribucion de probabilidad para una variable aleatoria discreta siempre puede darse al
asignar una probabilidad no negativa a cada uno de los posibles valores que la variable pueda
tomar. En todo caso, por supuesto, la suma de todas las probabilidades que asignamos debe
ser igual a 1. Por desgracia, la distribucion de probabilidad para una variable aleatoria con-
tinua no puede ser especificada en la misma forma. Es matematicamente imposible asignar
probabilidades diferentes de cero a todos los puntos de un intervalo de recta al tiempo que se
satisface el requisito de que las probabilidades de los distintos valores posibles ascienden a 1.
En consecuencia, debemos desarrollar un método diferente para describir la distribucién de
probabilidad para una variable aleatoria continua.

Distribucion de probabilidad para
una variable aleatoria continua

Antes de que podamos expresar una definicién formal para una variable aleatoria continua,
debemos definir la funcién de distribucién (o funcién de distribucidon acumulativa) asociada
con una variable aleatoria.

Denote con Y cualquier variable aleatoria. La funcion de distribucion de Y, denotada por
F(y), es tal que F(y) = P(Y = y) para—oco < y < co0.

La naturaleza de la funcion de distribucién asociada con una variable aleatoria determina
si la variable es continua o discreta. En consecuencia, comenzaremos nuestra exposicién al
examinar la funcién de distribucién para una variable aleatoria discreta y tomando nota de las
caracteristicas de esta funcion.

EJEMPLO 4.1

Solucion

Suponga que Y tiene una distribucién binomial con n = 2'y p = 1/2. Encuentre F(y).

La funcién de probabilidad para Y estd dada por
2\ (1Y (1)
= > > , =0, 12
=G G

p(0) = 1/4, p(1) =1/2, p(2) =1/4.

y se obtiene



FIGURA 4.1
Funcién de distribu-
cién binomial,
n=2p=17
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F(y)

3/4 -
172 -

1/4

0

(Cudl es F(-2) = P(Y = -2)? Como los tnicos valores de Y a los que se asignan probabilida-
des positivas son 0, 1 y 2 y ninguno de estos valores son menores o iguales a -2, F(-2) = 0. Si
usamos una légica similar, F(y) = 0 para toda y < 0. ;Cudl es F(1.5)? Los tnicos valores de
Y que son menores o iguales a 1.5 y tienen probabilidades diferentes de cero son los valores
Oy 1. Por lo que,

F(1.5) = P(Y =1.5)

P(Y =0) + P(Y = 1)
(1/4) +(1/2) =3/4.

En general,
0, paray <0,
1/4, para0 =y <,
F(y) =P =y) =
3/4, paral =y <2,
1, paray = 2.
Una gréfica de F(y) se da en la Figura 4.1. |

En el Ejemplo 4.1, los puntos entre 0 y 1 o entre 1 y 2 tenfan todos probabilidad 0 y no con-
tribuyeron en nada a la probabilidad acumulativa descrita por la funcién de distribucién. En
consecuencia, la funcién de distribucién acumulativa siguié siendo plana entre los posibles
valores de Y y aumenté en saltos o escalones en cada uno de los posibles valores de Y. Las
funciones que se comportan de ese modo se denominan funciones escalon. Las funciones de
distribucion para variables aleatorias discretas son siempre funciones escalon porque la fun-
cion de distribucion acumulativa aumenta solo en el niimero finito o contable de puntos con
probabilidades positivas.

Como la funcién de distribucién asociada con cualquier variable aleatoria es tal que
F(y) = P(Y = y), desde un punto de vista practico es evidente que F(-o0) = lim,_,  P(Y =y)
debe ser cero. Si consideramos dos valores cualesquiera y, < y,, entonces P(Y = y,) =
P(Y = y,), es decir, F(y,) = F(y,). Entonces, una funcién de distribucion, F(y), es siempre una
funcion monoténica, no decreciente. Ademds, es evidente que F(co) = lim,_, P(Y =y) = 1.
Estas tres caracteristicas definen las propiedades de cualquier funcién de distribucién y estén
resumidas en el siguiente teorema.
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TEOREMA 4.1

DEFINICION 4.2

FIGURA 4.2
Funcién de distribucién
para una variable
aleatoria continua

Propiedades de una funcién de distribucion' Si F(y) es una funcién de distribucién,
entonces

. F(—0) = lim F(y) =0.
y——00
2. F(oco) = lim F(y) = 1.
y—00

3. F(y) es una funcién no decreciente de y. [Si y, y ¥, son cualesquiera valores de
manera que y; < y,, entonces F(y,) = F(y,).]

Usted debera comprobar que la funcién de distribucion desarrollada en el Ejemplo 4.1 tenga
cada una de estas propiedades.

Examinemos ahora la funcién de distribucién para una variable aleatoria continua. Suponga
que, para todos los fines practicos, la cantidad de lluvia diaria, Y, debe ser menor que 6 pulga-
das. Para todo 0 = y, <y, = 6, el intervalo (y,, y,) tiene una probabilidad positiva de incluir
Y, sin importar cudnto se acerque y; a y,. Se deduce que F(y) en este caso debe ser una funcién
lisa, creciente sobre algiin intervalo de niimeros reales, como se grafica en la Figura 4.2.

Por tanto, llegamos a la definicién de una variable aleatoria continua.

Una variable aleatoria Y con funcién de distribucién F(y) se dice que es continua si F(y)
es continua, para —o0o < y < c0.?

F(y)

N

F(}’l) 7777777777777

1. Para ser matemdticamente rigurosos, si F(y) es una funcién de distribucién vélida, entonces F(y) también debe
ser continua.

2. Para ser matemdticamente precisos, también necesitamos que exista la primera derivada de F(y) y que sea conti-
nua excepto para, a lo sumo, un nimero finito de puntos en cualquier intervalo finito. Las funciones de distribucién
para las variables aleatorias continuas estudiadas en este texto satisfacen este requisito.
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FIGURA 4.3
La funcion
de distribucion
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Si y es una variable aleatoria continua, entonces, para cualquier nimero real y,
PY=y)=0.

Si esto no fuera cierto y P(Y = y,) = p, > 0, entonces F(y) tendria una discontinuidad (salto)
de tamafio p, en el punto y,, violando la suposicion de que Y era continua. Hablando en térmi-
nos practicos, el hecho de que las variables aleatorias continuas tengan probabilidad cero en
puntos discretos no debe molestarnos. Considere el ejemplo de medir la lluvia diaria. ;Cual
es la probabilidad de que veamos una medida de lluvia diaria de exactamente 2.193 pulgadas?
Es bastante probable que nunca observemos ese valor exacto incluso si tomamos medidas
de lluvia durante toda una vida, aunque podriamos ver muchos dias con medidas entre 2 y 3
pulgadas.

La derivada de F(y) es otra funcién de gran importancia en teoria de probabilidad y esta-
distica.

Sea F(y) la funcién de distribucion para una variable aleatoria continua Y. Entonces f(y),
dada por

dF(y)
dy

fly) = = F'(y)

siempre que exista la derivada, se denomina funcion de densidad de probabilidad para
la variable aleatoria Y.

Se deduce de las Definiciones 4.2 y 4.3 que F(y) se puede escribir como
y
F(y) = / f(@) dt,

donde f(-) es la funcién de densidad de probabilidad y ¢ se usa como la variable de integracién.
La relacién entre las funciones de distribucion y de densidad se muestra graficamente en la
Figura 4.3.

La funcién de densidad de probabilidad es un modelo tedrico para la distribucién de fre-
cuencia (histograma) de una poblacién de medidas. Por ejemplo, observaciones de la vida ttil
de lavadoras de una marca particular generan mediciones que pueden estar caracterizadas por
un histograma de frecuencia relativo, como se explica en el Capitulo 1. De manera conceptual,
el experimento podria repetirse hasta el infinito, con lo cual se genera una distribucién de
frecuencia relativa (una curva suave) que caracterizaria la poblacién de interés para el fabri-
cante. Esta distribucién tedrica de frecuencia relativa corresponde a la funcién de densidad de
probabilidad para la duracién de vida de una sola méaquina, Y.

f(»

F(y,)
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TEOREMA 4.2

Debido a que la funcién de distribucién F(y) para cualquier variable aleatoria siempre tiene
las propiedades dadas en el Teorema 4.1, las funciones de densidad deben tener algunas pro-
piedades correspondientes. Como F(y) es una funcién no decreciente, la derivada f(y) nunca
es negativa. Ademads, sabemos que F(co) = 1y, por tanto, que ff; f(t)dt = 1. Enresumen,
las propiedades de una funcién de densidad de probabilidad se dan en el siguiente teorema.

Propiedades de una funcién de densidad Si f(y) es una funcién de densidad para una
variable aleatoria continua, entonces

1. f(y) =0paratoda y, —0o <y < oo.
2. [% fGdy=1.

El siguiente ejemplo proporciona la funcién de distribucién y la funcién de densidad para
una variable aleatoria continua.

EJEMPLO 4.2

Solucion

FIGURA 44
Funcién de
distribucion F(y)
para el Ejemplo 4.2

Suponga que
0, para y<O,
F(y)={ y, para0=y =1,
1, paray>1.

Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para Yy grafiquela.

Como la funcién de densidad f(y) es la derivada de la funcién de distribucién F(y), cuando la
derivada existe,

d(0)

—— =0, paray <0,
dy

dF d
fy) = () = 7()}):1, para0 <y <1,

dy dy
d(l)

—— =0, paray>1,
X dy

y f(y) no estd definidaen y = O y y = 1. Una grafica de F(y) se muestra en la Figura 4.4.

)
1

0 1 y [ |

La gréfica de f(y) para el Ejemplo 4.2 se muestra en la Figura 4.5. Observe que las funcio-
nes de distribucion y densidad dadas en el Ejemplo 4.2 tienen todas las propiedades requeridas
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FIGURA 45 S
Funcién de densidad 1
fly) para el Ejemplo 4.2

de las funciones de distribucién y densidad, respectivamente. Ademads, F(y) es una funcion
continua de y, pero f(y) es discontinua en los puntos y = 0, 1. En general, la funcién de distri-
bucion para una variable aleatoria continua debe ser continua, pero la funcién de densidad no
necesita ser continua en todas partes.

EJEMPLO 4.3 Sea Y una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad dada por

3y2, 0=y=1,
f<y>={ Y Y

0, en cualquier otro punto.

Encuentre F(y). Grafique f(y) y F(y).
Solucion  La gréfica de f(y) aparece en la Figura 4.6. Como
F(y) = /;} f(ndr,
tenemos, para este ejemplo,
J2.0dr =0, paray <0,
F(y) = f?OOOdt-i-ny&zdt =0+ 13]'(‘; =3, pra0=y =1,

SO 0dr+ [} 32dr + [ 0dr =0+ ], +0=1, paral<y.

Observe que algunas de las integrales que hemos evaluado conducen a un valor de 0. Estas se
incluyen para hacer mas completo este ejemplo inicial. En cdlculos futuros no mostraremos de
manera explicita ninguna integral que tenga valor 0. La grafica de F(y) se da en la Figura 4.7.

FIGURA 4.6 )
Funcién de densidad 3
para el Ejemplo 4.3 2
|
0 1 y |

F(y,) da la probabilidad de que Y = y,. Como se verd en los capitulos siguientes, en ocasio-
nes estamos interesados en determinar el valor, y, de una variable aleatoria Y de manera que P(Y
= y) iguale o exceda algtin valor especificado.
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FIGURA 4.7 F(y)
Funcion de 1
distribucion para el
Ejemplo 4.3
|
0 1 ¥
DEFINICION 4.4 Denotemos con Y cualquier variable aleatoria. Si 0 < p < 1, el p—€simo cuantil de Y,

denotado por ¢, es el minimo valor tal que P (Y = ¢,) = F (¢,) = p. Si Y es continua,
¢, es el minimo valor tal que F (¢p,) = P (Y = ¢,) = p. Algunos prefieren llamar ¢, al
100p—€simo percentil de Y.

Un caso especial importante es p = 1/2 'y ¢ 5 es la mediana de la variable aleatoria Y. En
el Ejemplo 4.3 la mediana de la variable aleatoria es tal que F (¢5) = .5 y facilmente se ve, que
(¢p5)* = .5, o bien, de manera similar, que la mediana de Yes ¢ 5 = (.5)"/ = .7937.

El siguiente paso es hallar la probabilidad de que Y caiga en un intervalo especifico; esto
es, Pla = Y = b). Del Capitulo 1 sabemos que esta probabilidad corresponde al drea bajo
la distribucion de frecuencia en el intervalo a = y = b. Como f(y) es la similar tedrica de la distri-
bucidn de frecuencia, podriamos esperar que P(a = Y = b) fuera igual a un drea correspondiente
bajo la funcién de densidad f(y). Esto de hecho es verdad porque, si a < b,

b
Pla<Y=b)y=PY =b)—P(Y =a)=Fb) — F(a) = / f(y) dy.
Como P(Y = a) = 0, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3 Si la variable aleatoria Y tiene funcion de densidad f'(y) y a < b, entonces la probabili-
dad de que Y caiga en el intervalo [a, b] es

b
Pla=Y =b) =/ f(y) dy.
Esta probabilidad es el drea sombreada de la Figura 4.8.

FIGURA 4.8 o)
Pa=Y=bhb)
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Si Y es una variable aleatoria continua y a y b son constantes tales que a < b, entonces
P(Y=a) =0y P(Y =0) =0y el Teorema 4.3 implica que

Pa<Y<b)=Pla=<Y<b)=Pa<Y =h)

b
:p(asYsb)I/ f(y) dy.

El hecho de que esta secuencia de igualdades no es, en general, verdadera para variables alea-
torias discretas se ilustra en el Ejercicio 4.7.

EJEMPLO 4.4

Solucion

Dada f(y) = ¢y?, 0 = y = 2 y f(y) = 0 en cualquier otra parte, encuentre el valor de ¢ para el
cual f(y) es una funcién de densidad valida.

Requerimos un valor para ¢ de manera que

|
—

Floo)= / T ) dy =

Entonces, (8 /3)c = 1, y encontramos que ¢ = 3/8. [ |

EJEMPLO 4.5

Solucion

Encuentre P(1 = Y = 2) para el Ejemplo 4.4. También encuentre P(1 < Y < 2).

VvV < — ? _3 22 _ 3 )’32_7
P(l—Y—Z)—/; f(Y)dy—gfly dy—(g)g]]—g

Como Y tiene una distribucion continua, se deduce que P(Y = 1) = P(Y = 2) = Oy, por tanto,
que

3 [? 7
Pu<y<m=PUsYSm=§/yQ@:§ -
1

Los enunciados de probabilidad que se refieren a una variable aleatoria continua Y son
significativos sélo si, primero, existe la integral que define la probabilidad y, segundo, que las
probabilidades resultantes concuerden con los axiomas del Capitulo 2. Estas dos condiciones
siempre quedaran satisfechas si consideramos sélo probabilidades asociadas con un conjunto
finito o contable de intervalos. Como casi siempre estamos interesados en probabilidades
en las que las variables continuas caen en intervalos, esta consideracién no nos ocasionara
dificultad. Algunas funciones de densidad que dan buenos modelos para distribuciones de
frecuencia poblacional, que se encuentran en aplicaciones practicas, se presentan en seccio-
nes posteriores.
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Ejercicios

Sea Y una variable aleatoria con p(y) dada en la tabla siguiente.

a Obtenga la funcién de distribucién, F(y). Asegtirese de especificar el valor de F(y) para toda y,
-0 <y < oo

b Trace la funcién de distribucién dada en el inciso a.

Una caja contiene cinco llaves, s6lo una de las cuales abrird una cerradura. Las llaves se seleccionan al
azar y se prueban una a la vez hasta que la cerradura se abre (las llaves que no funcionan se descartan
antes de probar otra). Sea Y el nimero de intentos en los que la cerradura se abre.

a Encuentre la funcién de probabilidad para Y.
b Obtenga la correspondiente funcién de distribucion.
c (Quées P(Y<3)?,P(Y=23)?,P(Y=3)

d Si Y es una variable aleatoria continua, decimos que, para toda —oo < a < oo, P(Y = a) = 0. ;Alguna
de las respuestas en el inciso c contradice esta afirmacién? ;Por qué?

Una variable aleatoria de Bernoulli es aquella que toma sé6lo dos valores, 0 y 1 con p(1) = py p(0) =
1-p=gq.

a Trace la correspondiente funcién de distribucién.

b Demuestre que esta funcién de distribucién tiene las propiedades dadas en el Teorema 4.1.

Sea Y una variable aleatoria binomial con n = 1 y probabilidad p de éxito.

a Encuentre la funcién de probabilidad y distribucién para Y.

b Compare la funcién de distribucion del inciso a con la del Ejercicio 4.3(a). ;Qué concluye?

Suponga que Y es una variable aleatoria que toma sélo valores enteros 1, 2, . . . y tiene funcién de distri-
bucién F(y). Demuestre que la funcién de probabilidad p(y) = P(Y = y) estd dada por
o) F(1), y=1
p(y) =
F(y) - F(y—1), y=23,...

Considere una variable aleatoria con una distribucién geométrica (Seccién 3.5); esto es,

PN =¢"""p, y=1,2,3...,0<p<l

a Demuestre que Y tiene funcién de distribucién F(y) tal que F(i) = 1 —¢',i = 0, 1, 2,... y que, en
general,
0, y <0,

F()={ .
Y 1—q', i=y<i+]l, parai =0,1,2,...

b Demuestre que la funcién de distribucién acumulativa precedente tiene las propiedades dadas en el
Teorema 4.1.

Sea Y una variable aleatoria binomial conn = 10y p = .2.

a Use la Tabla 1, Apéndice 3, para obtener P2 < Y < 5)y P(2 = Y < 5). ;Son iguales las probabili-
dades de que Y caiga en los intervalos (2, 5) y [2, 5)7 ;Por qué si o por qué no?
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b Use la Tabla 1, Apéndice 3, para obtener P(2 < Y = 5) y P(2 = Y = 5). ;Son iguales estas probabi-
lidades? ;Por qué si o por qué no?

¢ Ya antes en esta seccién dijimos que si ¥ es continua 'y a < b, entonces P(a <Y < b) = Pla=Y <b).
(El resultado del inciso a contradice esta afirmacién? ; Por qué?

Suponga que Y tiene funcién de densidad

ky(1—y), 0=y=I,
Flo) = (I —y), y

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre el valor de k que haga de f(y) una funcién de densidad de probabilidad.
b Encuentre P(4 =Y =1).

¢ Encuentre P(4 =Y <1).

d  Encuentre P(Y = 4]y = .8).

e Encuentre P(Y < 4|Y < .8).

Una variable aleatoria Y tiene la siguiente funcién de distribucién:

0, paray <2,

1/8, para2 =y < 2.5,
3/16, para25=y <4,
Fy)=P(¥=y)={ 1/2  paad=y<55,
5/8, para5.5 =y <6,
11/16, para6=y <7,

L 1, paray =7.

a (Es Y una variable aleatoria continua o discreta? ;Por qué?
b ;Qué valores de Y son probabilidades positivas asignadas?
¢ Encuentre la funcién de probabilidad para Y.

d ;Cuél es la mediana, ¢ 5, de Y?

Consulte la funcion de densidad dada en el Ejercicio 4.8.

a Encuentre el cuantil .95, ¢ o, tal que P(Y = ¢ o5) = .95.

b Encuentre un valor y, de manera que P(Y < y,) = .95.

¢ Compare los valores para ¢ o5 ¥ ¥, que obtuvo en los incisos a y b. Explique la relacién entre estos
dos valores.

Suponga que Y posee la funcién de densidad
cy, 0=y=2,
f» = { O?) en c:}alquier otro punto.
a Encuentre el valor de ¢ que haga de f(y) una funcién de densidad de probabilidad.
b Encuentre F(y).
¢ Grafique f(y) y F(»).
d Use F(y) para hallar P(1 = Y = 2).
e Use f(y) y geometria para hallar P(1 = Y = 2).

El tiempo de falla (en cientos de horas) para un transistor es una variable aleatoria Y con funcién de
distribucién dada por
y <0,

F(y) {0’
Y 1—e, y=0.
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4.16

a Demuestre que F(y) tiene las propiedades de una funcién de distribucion.

b Encuentre el cuantil .30, ¢ 5, de Y.

¢ Encuentre f(y).

d Encuentre la probabilidad de que el transistor opere durante al menos 200 horas.
e Encuentre P(Y > 100|Y = 200).

Un proveedor de queroseno tiene un tanque de 150 galones que se llena al empezar cada semana. Su
demanda semanal muestra un comportamiento de frecuencia relativo que aumenta de manera continua
hasta 100 galones y luego se nivela entre 100 y 150 galones. Si Y denota la demanda semanal en cientos
de galones, la frecuencia relativa de demanda puede ser modelada por

y. 0=y=1,

fO=91 1<y=1.5,

0, en cualquier otro punto.
a Encuentre F(y).
b Encuentre P(0 = Y =< .5).
¢ Encuentre P(S =Y = 1.2).

Una gasolinera opera dos bombas, cada una de las cuales puede bombear hasta 10,000 galones de gaso-
lina en un mes. La cantidad total de gasolina bombeada en un mes es una variable aleatoria ¥ (medida
en 10,000 galones) con una funcién de densidad de probabilidad dada por

¥, 0<y<lI,
M =92-y 1=y<2
0, en cualquier otro punto.

a Grafique f(y).
b Encuentre F(y) y grafiquela.

¢ Encuentre la probabilidad de que la gasolinera bombee entre 8000 y 12,000 galones en un mes par-
ticular.

d Dado que la gasolinera bombe6 mds de 10,000 galones en un mes particular, encuentre la probabili-
dad de que haya bombeado mds de 15,000 galones durante el mes.

Como una medicién de inteligencia, a unos ratones se les toma el tiempo que tardan para pasar por un
laberinto para llegar a una recompensa de alimento. El tiempo (en segundos) necesario para cualquier
ratén es una variable aleatoria Y con una funcién de densidad dada por

b =p
> Y =0,
fm) =3y
0, en cualquier otro punto,

donde b es el tiempo minimo posible necesario para recorrer el laberinto.

a Demuestre que f(y) tiene las propiedades de una funcién de densidad.

b Encuentre F(y).

¢ Encuentre P(Y > b + ¢) para una constante positiva c.

d Sicy d son constantes positivas tales que d > ¢, encuentre P(Y > b + d|Y > b + ).

Sea Y poseedor de una funcién de densidad

2—-y), 0=y=2,
f(y)={c g g

0, en cualquier otro punto.
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Encuentre c.
Encuentre F(y).

¢ Grafique f(y) y F().
d Use F(y) en el inciso b para hallar P(1 = Y = 2).

=Y

e Use geometria y la gréfica de f(y) para calcular P(1 = Y = 2).

El tiempo necesario para que estudiantes completen un examen de una hora es una variable aleatoria con
una funcién de densidad dada por

f) = {Cy2 T
0, en cualquier otro punto.
a Encuentre c.
b Encuentre F(y).
c Grafique f(y) y F(y).

d Use F(y) que obtuvo en el inciso b para hallar F(-1), F(0) y F(1).

e Encuentre la probabilidad de que un estudiante seleccionado al azar termine en menos de media
hora.

f Dado que una estudiante particular necesita al menos 15 minutos para completar el examen, encuen-
tre la probabilidad de que requiera al menos 30 minutos para terminar.

Tenga Y la funcién de densidad dada por
2, -1<y=0,
Fy) =94 2+cy, 0<y=1,
0, en cualquier otro punto.
Encuentre c.
Encuentre F(y).

¢ Grafique f(y) y F().
d Use F(y) que obtuvo en el inciso b para hallar F(-1), F(0) y F(1).

[ =2l

e Encuentre P(0 =Y = .5).
f Encuentre P(Y > .5|Y > .1).

Sea la funcién de distribucion de una variable aleatoria Y

0, y=0,

%, 0<y<2,
F(y) = 32

o 2=y <4,

16

1, y =4,

a Encuentre la funcién de densidad de Y.
b Encuentre P(1 =Y = 3).

¢ Encuentre P(Y = 1.5).

d Encuentre P(Y = 1|Y = 3).



170 Capitulo 4 Variables continuas y sus distribuciones de probabilidad

4.3

DEFINICION 4.5

TEOREMA 4.4

Valores esperados para variables
aleatorias continuas

El siguiente paso en el estudio de variables aleatorias continuas es hallar sus medias, varianzas
y desviaciones estandar, con lo cual se adquieren medidas descriptivas numéricas asociadas
con sus distribuciones. Muchas veces es dificil hallar la distribucién de probabilidad para
una variable aleatoria Y o una funcién de una variable aleatoria, g(Y). Incluso si se conoce la
funcién de densidad para una variable aleatoria, puede ser dificil evaluar integrales apropia-
das (veremos que este es el caso cuando una variable aleatoria tiene una distribucién gamma,
Seccidén 4.6). Cuando encontramos estas situaciones, el comportamiento aproximado de varia-
bles de interés se puede establecer con el uso de sus momentos y la regla empirica o el teorema
de Tchebysheff (Capitulos 1 y 3).

El valor esperado de una variable aleatoria continua Y es

E(Y) =/ Y(y) dy,

-0

siempre que exista la integral.®

Si la definicién del valor esperado para una variable aleatoria discreta y, E(Y) = > yp(y),
es significativa, entonces la Definicién 4.4 también debe estar de acuerdo con nuestra nocién
intuitiva de una media. La cantidad f(y)dy corresponde a p(y) para el caso discreto y la integra-
cion evoluciona de una sumatoria y es analoga a ella. En consecuencia, E(Y) en la Definicién
4.5 concuerda con nuestra nocién de un promedio o media.

Al igual que en el caso discreto, en ocasiones estamos interesados en el valor esperado de
una funcién de una variable aleatoria. Un resultado que nos permite evaluar ese valor esperado
se da en el siguiente teorema.

Sea g(Y) una funcién de Y; entonces el valor esperado de g(Y) estd dado por

(e ¢]

E[g(¥)] = / AN

-0

siempre que exista la integral.

La prueba del Teorema 4.4 es similar a la del Teorema 3.2 y se omite. Los valores espera-
dos de tres importantes funciones de una variable aleatoria Y continua evolucionan como con-

3. Técnicamente, se dice que E(Y) existe si

o0
| blroray<ee.
o0

Este serd el caso en todos los valores esperados que estudiemos y no mencionaremos esta condicién adicional cada
vez que definamos un valor esperado.
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secuencia de teoremas de integracion bien conocidos. Como es de esperarse, estos resultados
llevan a conclusiones andlogas a las contenidas en los Teoremas 3.3, 3.4 y 3.5. Por tanto, la
prueba del Teorema 4.5 se dejara como ejercicio.

TEOREMA 4.5 Sea c una constante y sean g(¥), g,(Y), g,(Y), . . ., g(¥) funciones de una variable alea-
toria continua Y. Entonces se cumplen los siguientes resultados:

1. E(c) =c.
2. Elcg(Y)] = cE[g(Y)].
3. Elgi(Y)+g(Y)+- - +&((Y)] = E[g1(Y)]+E[g2(Y)]+- - - +E[gr(Y)].

Al igual que en el caso de variables aleatorias discretas, frecuentemente buscamos el valor
esperado de la funcién g(Y) = (¥ — u)>. Como antes, el valor esperado de esta funcién es la
varianza de la variable aleatoria Y. Esto es, como en la Definicién 3.5, V(Y) = E(Y — u)>. Es
un ejercicio sencillo demostrar que el Teorema 4.5 implica que V(Y) = E(Y)* — u.

EJEMPLO 4.6 En el Ejemplo 4.4 determinamos que f(y) = (3/8)y* para 0 = y < 2, f(y) = 0 en cualquier
otro punto, es una funcién de densidad vélida. Si la variable aleatoria Y tiene esta funcién de
densidad, encuentre u = E(Y) y o = V(Y).

Solucion  De acuerdo con la Definicién 4.5,

E(Y)=[ yf(y)dy
2 3 5
= — d
Ay<8>y y
= E l 4]2:15
(5)(3)], -

La varianza de Y se puede hallar una vez determinada E(Y?). En este caso,

E(Y?) = / V1) dy

-0

)
~()(5)], 2

Por tanto, 2 = V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 2.4 — (1.5)2 = 0.15. n
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Ejercicios
4.20  Si, como en el Ejercicio 4.16, Y tiene funcién de densidad

1/22 -y, 0=y=2

fy) = { .
0, en cualquier otro punto,

encuentre la media y la varianza de Y.

4.21 Si, como en el Ejercicio 4.17, Y tiene funcién de densidad

. (B/2)y*+y, 0=y=1,
fy) = )
, en cualquier otro punto,
encuentre la media y la varianza de Y.

4.22 Si, como en el Ejercicio 4.18, Y tiene funcién de densidad

2, -1 <y=0,
fO) =) 2+(12)y, 0<y=I,
0, en cualquier otro punto,

encuentre la media y la varianza de Y.
4.23  Demuestre el Teorema 4.5.

4.24  Si Y es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(), use el Teorema 4.5 para demostrar
que o = V(Y) = E(Y?) - [E()].

4.25  Si, como en el Ejercicio 4.19, Y tiene funcidén de distribucién

0, »y=0,

%, 0<y<2,
F(y) = 52 S

16 =y <4,

1, y =4,

encuentre la media y la varianza de Y.
4.26  Si Yes una variable aleatoria continua con media u y varianza o y a y b son constantes, use el Teorema
4.5 para demostrar lo siguiente:
a E(aY +b)=aE(Y)+b=au+b.
b V(aY +b) =a’V(Y) = a*0>.

4.27  Para ciertas muestras de minerales, la proporcién Y de impurezas por muestra es una variable aleatoria
con funcién de densidad dada en el Ejercicio 4.21. El valor en ddlares de cada muestra es W = 5 — .5Y.
Encuentre la media y la varianza de W.

4.28  La proporcién de tiempo por dia en la que todas las cajas de un supermercado estdn ocupadas, es una
variable aleatoria Y con funcién de densidad

{cy2(1 -»h 0=y=1,

, en cualquier otro punto.

fy) =

a Encuentre el valor de ¢ que haga de f(y) una funcién de densidad de probabilidad.

b Encuentre E(Y).
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La temperatura Y a la que se conecta un interruptor controlado por un termostato tiene funcién de den-
sidad de probabilidad dada por
1/2, 59 =y =6l,
fy) = { .
0, en cualquier otro punto.
Encuentre E(Y) y V(Y).

La proporcién de tiempo Y en la que un robot industrial estd en operacién durante una semana de 40
horas es una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

2y, 0=y=1,
fy = :
0,  en cualquier otro punto.
a Encuentre E(Y) y V(Y).
Para el robot motivo de estudio, la utilidad X para una semana esta dada por X = 200Y — 60. Encuentre
EX) y V(X).
¢ Encuentre un intervalo en el que la utilidad sea de al menos 75% durante las semanas que el robot
esté en uso.
La radiacién solar total diaria para un lugar especifico en Florida durante octubre tiene una funcién de
densidad de probabilidad dada por
(B/3)(y =26 —y), 2=y=6,
0, en otro lugar.

fy) = {

con mediciones en cientos de calorias. Encuentre la radiacion solar diaria esperada para octubre.

El tiempo semanal de un CPU empleado por una firma de contadores tiene funcién de densidad de pro-
babilidad (medida en horas) dada por

{ (3/64)y* (4 —y), 0=y=A4,

, en cualquier otro punto.

fFy) =

a Encuentre el valor esperado y la varianza de tiempo semanal del CPU.

b El tiempo del CPU cuesta $200 por hora a la empresa. Encuentre el valor esperado y la varianza del
costo semanal para el CPU.

c ;Esperaria usted que el costo semanal esperado exceda de $600 con frecuencia? ;Por qué?

El pH de muestras de agua para un lago especifico es una variable aleatoria Y con funcién de densidad
de probabilidad dada por
BT —y)? S5=y=7,
fly) = { .
0, en cualquier otro punto.
a Encuentre E(Y) y V(Y).

b Encuentre un intervalo mas corto que (5, 7) en el que deban estar al menos tres cuartos de las medi-
ciones de pH.

c (Esperaria ver con frecuencia una medicion de pH debajo de 5.5? ;Por qué?

Suponga que Y es una variable aleatoria continua con densidad f(y) que es positiva s6lo siy = 0. Si F(y)
es la funcidn de distribucién, demuestre que

E(Y) :/ yf(y) dy:/ [1 = F(y)ldy.
0 0

[Sugerencia: Si y >0,y = [ dt, y E(Y) = [, yf(y)dy = [, { /) dt} f() dy. Intercambie el or-
den de integracién para obtener el resultado deseado.]*

4. Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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“4.35
“4.36

“4.37

4.4

DEFINICION 4.6

FIGURA 4.9
Funcién de
densidad para Y

Si Y es una variable aleatoria continua tal que E[(Y — a)*] < oo para toda a, demuestre que E[(Y — a)?] se
minimiza cuando a = E(Y). [Sugerencia: EI(Y —a)*] = E{[Y — E(Y)] + [E(Y) —al}?).]

(El resultado obtenido en el Ejercicio 4.35 también es valido para variables aleatorias discretas? ;Por
qué?

Si Yesuna variable aleatoria continua con funcién de densidad f(y) que es simétrica alrededor de O (es decir,

J)= f(=y) para toda y) y E(Y) existe, demuestre que E(Y) = 0. [Sugerencia: E(Y) = fi)oc vf(y)dy +
fooo yf(y) dy. Haga el cambio de variable w = —y en la primera integral.]

La distribucion de probabilidad uniforme

Suponga que un autobus llega siempre a una parada particular entre las 8:00 y las 8:10 a.m.
y que la probabilidad de que llegue en cualquier subintervalo dado es proporcional sélo a la
duracién del subintervalo. Esto es, es igual de probable que llegue entre las 8:00 y 8:02 a que
llegue entre las 8:06 y las 8:08. Denote con Y el tiempo que una persona deba esperar para
que llegue el autobus si llegé a la parada exactamente a las 8:00. Si con cuidado medimos en
minutos cudnto tiempo después de las 8:00 llegé el autobiis en varias mafanas, podriamos
desarrollar un histograma de frecuencia relativa para los datos.

A partir de la descripcién que acabamos de dar, debe ser evidente que la frecuencia rela-
tiva con la cual observamos un valor de Y entre 0 y 2 seria aproximadamente la misma que
la frecuencia relativa con la cual observamos un valor de Y entre 6 y 8. Un modelo razonable
para la funcién de densidad de Y se muestra en la Figura 4.9. Como las édreas bajo las curvas
representan probabilidades para variables aleatorias continuas y A; = A, (por inspeccién), se
deduce que P(0 =Y =2) = P(6 = Y = 8), como se desea.

La variable aleatoria Y que acabamos de examinar es un ejemplo de una variable aleatoria
que tiene una distribucién uniforme. La forma general para la funcién de densidad de una
variable aleatoria con una distribucién uniforme es como sigue.

Si 6, < 0,, se dice que una variable aleatoria Y tiene distribucion de probabilidad uni-
forme en el intervalo (0,, 6,) siy sélo si la funcién de densidad de Y es

1
PP 01 = y S025
fy =) -6
0, en cualquier otro punto.
)
4 4
| I | [ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 y
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En el problema del autobiis podemos tomar 6, = 0y 6, = 10 porque estamos interesados
s6lo en un intervalo particular de diez minutos. La funcién de densidad que se estudia en el
Ejemplo 4.2 es una distribucién uniforme con 6, = 0y 6, = 1. Las gréficas de la funcién de
distribucioén y funcién de densidad para la variable aleatoria del Ejemplo 4.2 se dan en las
Figuras 4.4 y 4.5, respectivamente.

Las constantes que determinan la forma especifica de una funcién de densidad se deno-
minan pardmetros de la funcién de densidad.

Las cantidades 60, y 6, son pardmetros de la funcién de densidad uniforme y son valores
numéricos claramente significativos asociados con la funcién de densidad tedrica. Tanto la
amplitud como la probabilidad de que Y caiga en cualquier intervalo determinado dependen
de los valores de 6, y 0,.

Algunas variables aleatorias continuas en fisica, administracion y ciencias bioldgicas tie-
nen distribuciones de probabilidad aproximadamente uniformes. Por ejemplo, suponga que
el nimero de eventos, como las llamadas que entran en un conmutador, que se presentan en el
intervalo (0, 7) tienen una distribucién de Poisson. Si se sabe que exactamente uno de estos
eventos ha ocurrido en el intervalo (0, 7), entonces el tiempo real del suceso esta distribuido de
manera uniforme en este intervalo.

EJEMPLO 4.7

Solucion

La llegada de clientes a una caja en un establecimiento sigue una distribucién de Poisson.
Se sabe que durante un periodo determinado de 30 minutos, un cliente llega a la caja. Encuentre
la probabilidad de que el cliente llegue durante los tltimos 5 minutos del periodo de 30
minutos.

Como acabamos de citar, el tiempo real de llegada sigue una distribucién uniforme en el in-
tervalo de (0, 30). Si Y denota el tiempo de llegada, entonces

0 30-25 5 1

P(255Y§30)=/ —dy .
25 30 30 30 6

La probabilidad de que la llegada ocurra en cualquier otro intervalo de 5 minutos también es
1/6. |

Como veremos, la distribucién uniforme es muy importante por razones tedricas. Los es-
tudios de simulacién son técnicas valiosas para validar modelos en estadistica. Si deseamos
un conjunto de observaciones de una variable aleatoria Y con funcién de distribucién F(y), a
menudo podemos obtener los resultados deseados si transformamos un conjunto de observa-
ciones en una variable aleatoria uniforme. Por esta razén, casi todos los sistemas de computo
contienen un generador de nimeros aleatorios que produce valores observados para una va-
riable aleatoria que tiene una distribucion uniforme continua.
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TEOREMA 4.6

Prueba
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Si 6, < 6, y Y es una variable aleatoria uniformemente distribuida en el intervalo
(6, 0,), entonces

0, + 6,

_ 2
p=EY)=——y o =y = B0

12

Por la Definicion 4.5,

E(Y) = / )

—00

&z 1
_./91 y<92—91> @

1\ »*1* 62-62
(02 —91) ?Ll 26, - 6)
6, + 6,

—

Observe que la media de una variable aleatoria uniforme es simplemente el valor que
estd a la mitad entre los valores de los dos pardmetros, 6, y 6,. La obtencion de la va-
rianza se deja como ejercicio.

Ejercicios
Suponga que Y tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).
a Encuentre F(y).

b Demuestre que P(a <Y =<a + b),paraa=0,b =0,y a + b = 1 depende s6lo del valor de b.

Si una paracaidista aterriza en un punto aleatorio en una recta entre los marcadores A y B, encuentre la
probabilidad de que ella esté mds cerca de A que de B. Encuentre la probabilidad de que su distancia
hasta A sea mds de tres veces su distancia a B.

Suponga que tres paracaidistas operan de manera independiente como se describe en el Ejercicio 4.39.
(Cudl es la probabilidad de que exactamente uno de los tres aterrice en el punto medio entre A y B?

Una variable aleatoria Y tiene una distribucién uniforme en el intervalo (6,, 6,). Obtenga la varianza
de Y.

La mediana de la distribucién de una variable aleatoria continua Y es el valor ¢ ; de manera que P(Y = ¢ 5)
= 0.5. ;Cudl es la mediana de la distribucién uniforme en el intervalo (6}, 6,)?

Un circulo de radio r tiene drea A = /% Si un circulo aleatorio tiene un radio que estd uniformemente
distribuido en el intervalo (0, 1), ;cudles son la media y la varianza del 4rea del circulo?

El cambio en profundidad de un rio de un dia al siguiente, medida (en pies) en un lugar especifico, es
una variable aleatoria Y con la siguiente funcién de densidad:

k, 2=y=2
f(y)={ Y

0, en cualquier otro punto.
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a Determine el valor de k.
b Obtenga la funcién de distribucién para Y.

Al estudiar bajas cotizaciones para contratos de embarques, una empresa fabricante de microcompu-
tadoras encuentra que los contratos interestatales tienen bajas cotizaciones que estdn uniformemente
distribuidas entre 20 y 25, en unidades de miles de délares. Encuentre la probabilidad de que la baja
cotizacién en el siguiente contrato interestatal

a esté por debajo de $22,000.
b sea de mas de $24,000.

Consulte el Ejercicio 4.45. Encuentre el valor esperado de bajas cotizaciones en contratos del tipo des-
crito ahi.

La falla de una tarjeta de circuito que utiliza un sistema de cémputo interrumpe el trabajo hasta que se
instala una nueva. El tiempo de entrega, Y, estd uniformemente distribuido en el intervalo de uno a cinco
dfas. El costo de la falla de una tarjeta y la interrupcién incluye el costo fijo ¢, de una nueva tarjeta y un
costo que aumenta proporcionalmente con Y2, Si C es el costo en que se incurre, C = ¢, + ¢, Y2

a Encuentre la probabilidad de que el tiempo de entrega exceda de dos dias.

b En términos de ¢, y ¢,, encuentre el costo esperado asociado con una sola tarjeta de circuito que
falle.

Si un punto se localiza al azar en un intervalo (a, b) y si Y denota la ubicacién del punto, entonces se
supone que Y tiene una distribucién uniforme en (a, b). Una experta en eficiencia de la planta selecciona
al azar un lugar, a lo largo de una linea de ensamble de 500 pies, desde el cual observa habitos de los
trabajadores de la linea. ;Cudl es la probabilidad de que el punto que ella seleccione se encuentre

a ano mds de 25 pies del final de la linea?
b ano maés de 25 pies del principio de la linea?
¢ mds cerca del principio de la linea que al final de la linea?

Una llamada telefonica llega a un conmutador al azar en un intervalo de no mas de un minuto. El
conmutador estuvo totalmente ocupado durante 15 segundos en este periodo de un minuto. ;Cudl es la
probabilidad de que la llamada llegara cuando el conmutador no hubiera estado totalmente ocupado?

Empezando a las 12:00 de la noche, un centro de computadoras funciona durante una hora y deja de
operar dos horas en un ciclo regular. Una persona que desconoce este horario marca al centro en una
hora al azar entre las 12:00 de la noche y las 5:00 a.m. ;Cudl es la probabilidad de que el centro esté
funcionando cuando entre la llamada de la persona?

El tiempo de ciclo para camiones que transportan concreto al lugar de construccion de una carretera estd
uniformemente distribuido en el intervalo de 50 a 70 minutos. ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo
de ciclo exceda de 65 minutos si se sabe que el tiempo de ciclo excede de 55 minutos?

Consulte el Ejercicio 4.51. Encuentre la media y la varianza de los tiempos de ciclo para los camiones.

El nimero de tarjetas de circuito defectuosas que salen de una maquina soldadora sigue una distribucién
de Poisson. Durante un dia especifico de ocho horas, se encontré una tarjeta defectuosa.

a Encuentre la probabilidad de que haya sido producida durante la primera hora de operacién durante
ese dia.

b Encuentre la probabilidad de que haya sido producida durante la Gltima hora de operacién durante
ese dfa.

¢ Dado que no se produjeron tarjetas defectuosas durante las primeras cuatro horas de operacién, en-
cuentre la probabilidad de que la tarjeta defectuosa se fabricara durante la quinta hora.

Al usar el método de triangulacion para determinar el alcance de una sonda acustica, el equipo de prueba
debe medir con precision el tiempo que tarda en llegar el frente de onda esférica a un sensor de recepcidn.
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DEFINICION 4.8

TEOREMA 4.7

De acuerdo con Perruzzi y Hilliard (1984), los errores de medicién se pueden modelar como si tuvieran
una distribucién uniforme de —0.05 a +0.05 s (microsegundos).

a ;Cudl es la probabilidad de que una medicién de tiempo de llegada sea precisa con tolerancia de
0.01 us?

b Encuentre la media y varianza de los errores de medicién.

Consulte el Ejercicio 4.54. Suponga que los errores de medicion estdn uniformemente distribuidos entre
—0.02 a +0.05 us.

a (Cudl es la probabilidad de que una medicién particular de tiempo de llegada sea precisa con toleran-
cia de no mas de 0.01 us?

b Encuentre la media y varianza de los errores de medicion.

Consulte el Ejemplo 4.7. Encuentre la probabilidad condicional de que un cliente llegue durante los lti-
mos 5 minutos del periodo de 30 minutos, si se sabe que ninguno llega durante los primeros 10 minutos
del periodo.

De acuerdo con Zimmels (1983), los tamaifios de particulas empleadas en experimentos de sedimen-
tacién a menudo tienen una distribucién uniforme. En sedimentacién que comprenda mezclas de par-
ticulas de varios tamafios, las mds grandes impiden los movimientos de las mds pequefias. Entonces,
es importante estudiar la media y la varianza de los tamafios de particulas. Suponga que las particulas
esféricas tienen didmetros que estdn uniformemente distribuidos entre .01 y .05 centimetros. Encuentre
la media y la varianza de los voliimenes de estas particulas. (Recuerde que el volumen de una esfera es

@/3)mr.)

La distribucion de probabilidad normal

La distribucién de probabilidad continua que mas se utiliza es la distribuciéon normal, con la
conocida forma de campana que estudiamos en relacion con la regla empirica. Los ejemplos
y ejercicios de esta seccidn ilustran algunas de las numerosas variables aleatorias que tienen
distribuciones que se calculan en forma muy cercana por medio de una distribucién de proba-
bilidad normal. En el Capitulo 7 presentaremos un argumento que explica, al menos parcial-
mente, el suceso comun de distribuciones normales de datos en la naturaleza. La funcién de
densidad normal es como sigue:

Se dice que una variable Y tiene una distribucion normal de probabilidad si 'y sélo si,
para o > 0y —co < u < 00, la funcién de densidad de Y es

fy) = L omwren, —00 <y <00.
g

\2m

Observe que la funcién de densidad normal contiene dos pardmetros, wy o.

Si Y es una variable aleatoria normalmente distribuida con parametros w y o, entonces

EM)=p y V) =7
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La demostracion de este teorema se difiere a la Seccion 4.9, donde obtendremos la funcion
generadora de momento de una variable aleatoria normalmente distribuida. Los resultados
contenidos en el Teorema 4.7 implican que el pardmetro w localiza el centro de la distribucién
y que o mide su dispersién. Una gréfica de una funcién de densidad normal se muestra en la
Figura 4.10.

Las dreas bajo la funcién de densidad normal correspondientes a P(a = Y = b) requieren
la evaluacién de la integral

b 1 —(v— 2/22
/ e 0w 4y
a

o\ 2r

Desafortunadamente, no existe una expresion de forma cerrada para esta integral; en con-
secuencia, su evaluacién requiere el uso de técnicas de integraciéon numérica. Las probabi-
lidades y cuantiles para variables aleatorias con distribuciones normales se encuentran fa-
cilmente usando R y S—Plus. Si Y tiene una distribucién normal con media u y desviacion
estandar o, el comando pnorm(yo,u,0) de R (o S—Plus) genera P(Y = y,) mientras que
gnorm(p, i, o) da el p—€simo cuantil, el valor de ¢, tal que P(Y = ¢,)= p. Aun cuando
hay un nimero infinito de distribuciones normales (u puede tomar cualquier valor finito, en
tanto que o puede tomar cualquier valor finito positivo), s6lo necesitamos una tabla —la Tabla 4,
Apéndice 3— para calcular dreas bajo densidades normales. Las probabilidades y cuantiles
asociados con variables aleatorias normalmente distribuidas también se pueden hallar usando
la aplicacién breve (applet) Normal Tail Areas and Quantiles accesibles en www.thomsonedu.
com /statistics /wackerly. El tnico beneficio real obtenido al usar software para obtener pro-
babilidades y cuantiles asociados con variables aleatorias normalmente distribuidas, es que el
software da respuestas que son correctas hasta un gran nimero de lugares decimales.

La funcién de densidad normal es simétrica alrededor del valor w, de modo que las dreas
tienen que ser tabuladas en s6lo un lado de la media. Las 4reas tabuladas estdn a la derecha
de los puntos z, donde z es la distancia desde 1la media, medida en desviaciones estdndar. Esta
drea estd sombreada en la Figura 4.11.

EJEMPLO 4.8

Denote con Z una variable aleatoria normal con media 0 y desviacion estdndar 1.

a Encuentre P(Z > 2).
b Encuentre P(—2 = Z =2).
¢ Encuentre P(0 = Z = 1.73).
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FIGURA 4.11
Area tabulada para la
funcién de densidad
normal

Solucion

FIGURA 4.12
Area deseada para el
Ejemplo 4.8(b)

Fon

n+zo y

o
F—z0—

a Comopu =0yo =1, el valor 2 estd en realidad a z = 2 desviaciones estandar arriba de la
media. Avance hacia abajo en la primera columna (z) de 1a Tabla 4, Apéndice 3, y lea el drea
opuesta a z = 2.0. Esta drea, denotada por el simbolo A(z), es A(2.0) = .0228. Entonces,
P(Z > 2)= .0228.

b Consulte la Figura 4.12, donde hemos sombreado el drea de interés. En el inciso a determi-
namos que A, = A(2.0) = 0.228. Como la funcién de densidad es simétrica alrededor de la
media u = 0, se deduce que A, = A; = .0228 y por tanto que

P(—2=Z=2)=1—A; — Ay =1 —2(.0228) = .9544.
¢ Como P(Z > 0) = A(0) = .5, obtenemos que P(0 = Z = 1.73) = .5 — A(1.73), donde
A(1.73) se obtiene al bajar por la columna z de la Tabla 4, Apéndice 3, a la entrada 1.7 y

luego en sentido horizontal por la parte superior de la tabla a la columna marcada .03 para
leer A(1.73) = .0418. De esta manera,

P(0=Z=1.73) =.5—.0418 = .4582.

EJEMPLO 4.9

Soluciéon

Las calificaciones para un examen de admisién a una universidad estdn normalmente dis-
tribuidas con media de 75 y desviacién estdndar 10. ;Qué fraccion de las calificaciones se
encuentra entre 80 y 90?

Recuerde que z es la distancia desde la media de una distribucién normal expresada en unida-
des de desviacidn estandar. Entonces,



FIGURA 4.13
Area requerida para
el Ejemplo 4.9
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Entonces la fraccion deseada de la poblacién estd dada por el area entre

_80-175

9075
21 10

10

=5y = 1.5.

Esta 4rea estd sombreada en la Figura 4.13.
Usted puede ver en la Figura 4.13 que A = A(.5) — A(1.5) = .3085 - .0668 = .2417. N

4.58

Siempre podemos transformar una variable aleatoria normal Y en una variable aleatoria
normal estdndar Z si usamos la relacién

La Tabla 4, Apéndice 3 se puede usar para calcular probabilidades, como se muestra aqui.
Z localiza un punto medido desde la media de una variable aleatoria normal, con la distancia
expresada en unidades de la desviacion estdndar de la variable aleatoria normal original.
Entonces, el valor medio de Z debe ser 0 y su desviacién estdndar debe ser igual a 1. La prueba
de que la variable aleatoria normal estdndar, Z, estd normalmente distribuida con media O y
desviacion estdndar 1 se proporciona en el Capitulo 6.

En la aplicacién breve Normal Probabilities, accesible en www.thomsonedu.com /statis-
tics /wackerly, se ilustra la correspondencia entre probabilidades normales en las escalas ori-
ginales y transformadas (z). Para contestar la pregunta planteada en el Ejemplo 4.9, localice el
intervalo de interés, (80, 90), en el eje horizontal inferior marcado como Y. Las calificaciones
z correspondientes se dan en el eje horizontal superior y es evidente que el drea sombreada da
P(80 < Y < 90) = P(0.5 < Z < 1.5) = 0.2417 (vea la Figura 4.14). Algunos de los
ejercicios del final de esta seccidn sugieren que el estudiante use esta aplicacion para reforzar
los célculos de probabilidades asociadas con variables aleatorias normalmente distribuidas.

Ejercicios

Use la Tabla 4, Apéndice 3 para hallar las siguientes probabilidades para una variable Z aleatoria normal
estandar:

a P0=Z=1.2).
b P(-9=Z=0).
¢ P(3=Z=156).
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FIGURA 4.14
Area requerida para
el Ejemplo 4.9, que

usa escalas original y

transformada (z).
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P(80.0000 < Y < 90.0000) = P(0.50 < Z< 1.50)=0.2417

0.40 —
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] Prob = 0.2417
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Z
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d P2=2Z=2).

e P-156=Z=-2).

f Ejercicio Applet Use la aplicacién breve Normal Probabilities para obtener P(0 = Z = 1.2). ;Por
qué son idénticos los valores dados en los dos ejes horizontales?

Si Z es una variable aleatoria normal estdndar, encuentre el valor z, tal que

a P(Z>z)=.5.

b P(Z <zy) = .8643.

c P(—z0 < Z <zy =.90.
d P(—z0<Z <z =.99.

Una variable aleatoria normalmente distribuida tiene funcién de densidad

1
o\ 2

—(v—n)2 2
e Wi/ —o0 <y <oo.

fy) =

Usando las propiedades fundamentales asociadas con cualquier funcién de densidad, demuestre que el
pardmetro o debe ser tal que o > 0.

(Cudl es la mediana de una variable aleatoria normalmente distribuida con media w y desviacion estan-
dar o?

Si Z es una variable aleatoria normal estdndar, ;cudl es

a P(Z><1)?

b P(Z? < 3.84146)?

Una compafifa que manufactura y embotella jugo de manzana usa una mdquina que automaticamente
llena botellas de 16 onzas. Hay alguna variacion, no obstante, en las cantidades de liquido que se ponen
en las botellas que se llenan. Se ha observado que la cantidad de liquido estd normalmente distribuida en
forma aproximada con media de 16 onzas y desviacién estdndar de 1 onza.
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a Use la Tabla 4, Apéndice 3 para determinar la proporcion de botellas que tendrdn mds de 17 onzas.
b Ejercicio Applet Use la aplicacién breve Normal Probabilities para obtener la respuesta al inciso a.

Se observoé que la cantidad semanal de dinero gastado por una compaiiia durante largo tiempo en mante-
nimiento y reparaciones, estd normalmente distribuida en forma aproximada con media de $400 y des-
viacién estandar de $20. Si estén presupuestados $450 para la préxima semana, ;cudl es la probabilidad
de que los costos reales rebasen la cantidad presupuestada?

a Conteste la pregunta usando la Tabla 4, Apéndice 3.
b Ejercicio Applet Use la aplicacién breve Normal Probabilities para obtener la respuesta.
¢ (Por qué son diferentes los valores marcados en los dos ejes horizontales?

En el Ejercicio 4.64, ;cuanto debe presupuestarse para reparaciones y mantenimiento semanal para
lograr que la probabilidad de que la cantidad presupuestada en una semana determinada sea excedida
sélo .1?

Una operacién de maquinado produce cojinetes con didmetros que estdn normalmente distribuidos con
media de 3.0005 pulgadas y desviacién estdndar de .0010 pulgadas. Las especificaciones requieren que
los didmetros de los cojinetes se encuentren en el intervalo 3.000 + .0020 pulgadas. Los cojinetes
que estén fuera de este intervalo son considerados de desecho y deben volver a maquinarse. Con el ajuste
de la maquina existente, ;qué fraccion de la produccion total se desechard?

a Conteste la pregunta usando la Tabla 4, Apéndice 3.
b Ejercicio Applet Obtenga la respuesta usando la aplicacion breve Normal Probabilities.

En el Ejercicio 4.66, ;cudl debe ser el didmetro medio para que la fraccion de cojinetes desechados sea
minima?

Los promedios de calificaciones (GPA, por sus siglas en inglés) de una gran poblacién de estudiantes
universitarios estin normalmente distribuidos en forma aproximada, con media de 2.4 y desviacién
estandar .8. ;Qué fraccién de los estudiantes alcanzardn un GPA de mds de 3.0?

a Conteste la pregunta usando la Tabla 4, Apéndice 3.
b Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Normal Tail Areas and Quantiles para obtener la respuesta.

Consulte el Ejercicio 4.68. Si los estudiantes que alcancen un GPA menor que 1.9 seran suspendidos de
la universidad, ;qué porcentaje de los estudiantes serd suspendido?

Consulte el Ejercicio 4.68. Suponga que se seleccionan al azar tres estudiantes del alumnado. ;Cudl es
la probabilidad de que los tres alcancen un GPA de mds de 3.0?

Se especifica que los cables manufacturados para usarse en un sistema de computadora deben tener re-
sistencias entre .12 y .14 ohms. Las resistencias medidas reales de los cables producidos por la compaiiia
A tienen una distribucién de probabilidad normal con media de .13 ohms y desviacién estandar .005
ohm.

a (Cudl es la probabilidad de que un cable seleccionado al azar de la produccién de la compaiifa A
satisfaga las especificaciones?

b Si cuatro de estos cables se usan en el sistema de cada computadora y todos son seleccionados de la
compafiia A, ;cudl es la probabilidad de que los cuatro en un sistema seleccionado al azar satisfagan
las especificaciones?

Un método para llegar a prondsticos econémicos es usar un método de consenso. Un prondstico se
obtiene de todos y cada uno de un gran nimero de analistas; el promedio de los prondsticos de estas per-
sonas es el prondstico de consenso. Suponga que los prondsticos de tasa de interés preferencial de enero
de 1996 de todos los analistas econdmicos estdn distribuidos normalmente en forma aproximada con
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media de 7% y desviacion estandar de 2.6%. Si un solo analista se selecciona al azar entre este grupo,
(cudl es la probabilidad de que el prondstico del analista de la tasa de interés preferencial

a excedade 11%?
b sea menor que 9%?

El ancho de rollos de tela estd normalmente distribuido con media de 950 mm (milimetros) y desviacién
estandar de 10 mm.

a (Cudl es la probabilidad de que un rollo seleccionado al azar tenga un ancho de entre 947 y 958
mm?

b ;Cudl es el valor apropiado para C de manera que un rollo seleccionado al azar tenga un ancho menor
que C con probabilidad .8531?

Se supone que las calificaciones de un examen estdn normalmente distribuidas con media de 78 y va-
rianza de 36.

a ;Cudl es la probabilidad de que una persona que haga el examen alcance calificaciones mayores de
72?
b Suponga que los estudiantes que alcancen el 10% mas alto de esta distribucién reciben una califica-

cién de A. ;Cuadl es la calificacion minima que un estudiante debe recibir para ganar una calificacién
de A?

¢ ;Cudl debe ser el punto limite para pasar el examen si el examinador desea pasar sélo a 28.1% mds
alto de todas las calificaciones?

d ;Aproximadamente qué proporcién de estudiantes tienen calificaciones de 5 0 mds puntos arriba de
la calificacién que corta al 25% mads bajo?

e Ejercicio Applet Conteste los incisos a-d usando la aplicacion breve Normal Tail Areas and Quantiles.

f Si se sabe que la calificacion de un estudiante excede de 72, ;cudl es la probabilidad de que su cali-
ficacién exceda de 847?

Una mdaquina expendedora de bebidas gaseosas puede ser regulada para descargar un promedio de u
onzas por vaso. Si las onzas estdn normalmente distribuidas con desviacién estdndar de 0.3 onzas, de-
termine los valores para u de modo que vasos de 8 onzas se sirvan s6lo 1% del tiempo.

La méquina descrita en el Ejercicio 4.75 tiene desviacién estdndar o que se puede fijar en ciertos niveles
al ajustar la méaquina con todo cuidado. ;Cudl es el maximo valor de o que permitird que la cantidad real
servida esté a no mds de 1 onza de la media con probabilidad de al menos .95?

Los exdmenes de admisién SAT y ACT (de aptitud y universitario) se aplican a miles de estudiantes cada
afio. Las secciones de matemdticas de cada uno de estos exdmenes producen calificaciones que estdn
normalmente distribuidas, en forma aproximada. En afios recientes las calificaciones de exdmenes SAT
de matematicas han promediado 480 con desviacién estandar de 100. El promedio y desviacion estandar
para calificaciones ACT de matemaéticas son 18 y 6, respectivamente.

a Una escuela de ingenieria establece 550 como calificacién minima SAT de mateméticas para estu-
diantes de nuevo ingreso. ;Qué porcentaje de estudiantes obtendra una calificacién por debajo de 550
en un aflo tipico?

b ;Qué calificacion debe establecer la escuela de ingenierfa como estdndar comparable en el examen
ACT de matematicas?

Demuestre que el maximo valor de la densidad normal con pardmetros w y o es 1/(cy2n) y sucede
cuando y = pu.

Demuestre que la densidad normal con pardmetros p y o tiene puntos de inflexién en los valores u — o
y u + o. (Recuerde que un punto de inflexién es aquel donde la curva cambia de direccion de céncava
hacia arriba a céncava hacia abajo o viceversa y ocurre cuando la segunda derivada cambia de signo.
Este cambio en signo puede presentarse cuando la segunda derivada es igual a cero.)

Suponga que Y estd normalmente distribuida con media u y desviacidn estdndar o. Después de observar
el valor de Y, un matemdtico construye un rectdngulo con longitud L = |Y| y ancho W = 3|Y]. Denote
con A el drea del tridngulo resultante. ;Cual es E(A)?
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La distribucion de probabilidad gamma

Algunas variables aleatorias son siempre no negativas y por varias razones dan distribucio-
nes de datos que estd sesgadas (no simétricas) a la derecha. Esto es, casi toda el drea bajo la
funcién de densidad estd ubicada cerca del origen y la funcién de densidad cae gradualmente
conforme y aumenta. En la Figura 4.15 se muestra una funcién de densidad de probabilidad
sesgada.

Los intervalos de tiempo entre mal funcionamiento de motores de aviones poseen una dis-
tribucién de frecuencia sesgada, al igual que los intervalos de llegada en una fila de espera en
las cajas de un supermercado (esto es, la fila de espera para llegar a la caja a pagar). Del mismo
modo, los intervalos de tiempo para completar una revisiéon de mantenimiento para un motor
de automévil o de avion poseen una distribucidn de frecuencia sesgada. La poblacién asociada
con estas variables aleatorias posee con frecuencia funciones de densidad que son modeladas
de manera adecuada por una funcién de densidad gamma.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion gamma con pardmetros
a>0y B > 0siysolosilafuncién de densidad de Y es

ya—le—ylﬁ
fo =1 BT@ "’

0, en cualquier otro punto,

0=y <o,

donde

o0
I'(«) :/ v le™ dy.
0

La cantidad I'(«) se conoce como funcion gamma. La integracion directa verificard que
I'(1) = 1. Laintegracién por partes verificaque I'(«) = (o — 1)I" (o — 1) para cualquier o > 1
y que I'(n) = (n - 1)!, siempre que n sea un entero.

En la Figura 4.16 se dan grificas de funciones de densidad gamma para o = 1,2y 4y
B = 1. Observe en la Figura 4.16 que la forma de la densidad gamma difiere para los diferen-
tes valores de «. Por esta razén, « recibe a veces el nombre de pardmetro de forma asociado
con una distribucién gamma. El pardmetro 3 generalmente se llama pardmetro de escala
porque multiplicar una variable aleatoria con distribucién gamma por una constante positiva
(y por tanto cambiando la escala en la que se hace la medicién) produce una variable aleatoria

f(y)
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FIGURA 4.16
Funciones de densi-
dad gamma, B =1

TEOREMA 4.8

f(»)

que también tiene una distribucién gamma con el mismo valor de « (pardmetro de forma) pero
con un valor alterado de 3.

En el caso especial cuando « es un entero, la funcién de distribucién de una variable aleatoria
con distribucién gamma puede expresarse como una suma de ciertas probabilidades de Poisson.
Encontrard esta representacion en el Ejercicio 4.99. Sianoes unenteroy 0 < ¢ < d < o0,
es imposible dar una expresién de forma cerrada para

d ya*le*y/ﬁ

 dy.
. BT

Por esta razén, excepto cuando @ = 1 (una distribucién exponencial), es imposible obte-
ner areas bajo la funcién de densidad gamma por integracién directa. Valores tabulados para
integrales como ésta se dan en Tables of the Incomplete Gamma Function (Pearson 1965).
Por mucho, la forma mads facil de calcular probabilidades asociadas con variables aleatorias
de distribucién gamma es usar un software de estadistica. Si Y es una variable aleatoria
con distribucién gamma y pardmetros @ y 3, el comando pgamma (yo,a,1/8) de R (o
S—Plus) genera P(Y =< y,), mientras que ggamma (d, «, 1 /B) da el p—ésimo cuantil, el valor
de ¢, tal que P(Y = ¢,) = p. Ademds, una de las aplicaciones breves, Gamma Probabilities
and Quantiles, accesible en www.thomsonedu.com /statistics /wackerly, se puede usar para
determinar probabilidades y cuantiles asociados con variables aleatorias de distribucién ga-
mma. Otra aplicacion breve en la pigina web de Thomson, Comparison of Gamma Density
Functions, permitira visualizar y comparar funciones de densidad gamma con diferentes valo-
res para « y/o 3. Estas aplicaciones breves se usardn para contestar algunos de los ejercicios
del final de esta seccion.

Como se indica en el siguiente teorema, la media y la varianza de variables aleatorias de
distribucién gamma son faciles de calcular.

Si Y tiene una distribucién gamma con parametros & y 3, entonces

w=EY)=aB y o’=V(Y)=ap.
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e o0 a=1,-y/B
y<le
Demostracién E(Y) 2/ yf(y) dy :/ y<a—> dy.
0 BT ()

—o0

Por definicion, la funcién de densidad gamma es tal que

0 ya—1,-y/B
y e dy =1
o BT
Por tanto,
/ y* e B dy =BT (a),
0
y
00 yae*y/ﬁ dy 1 /00 .
E(Y) =/ = a,=Y/B 4
o BT@ BTl ” g
1 Bal'(a)

(BT (a +1)] =

apf.

" BT (@) I(a)

Del Ejercicio 4.24, V(Y) = E[Y?] — [E(Y)]*. Ademis,

E(Yz):/wy2<m> dy:;/mya‘f'le_yﬁdy
0 Bl () BeT'(@) Jo

B (o + DaT (o) _

2
@ ala +1)B7,

BT (ax +2)] =

BT (@)

Entonces V(Y) = E[Y*]-[E(Y)]?, donde, desde la primera parte de la derivacién,
E(Y) = af. Sustituyendo E[Y?] y E(Y) en la férmula para V(Y), obtenemos

V(Y) = ala + DB = (@B) = &’ +af® — ®B* = aff’

Dos casos especiales de variables aleatorias con distribucién gamma ameritan considera-
cidn particular.

DEFINICION 4.10 Sea v un entero positivo. Se dice que una variable aleatoria Y tiene distribucion
Jji cuadrada con v grados de libertad si 'y s6lo si Y es una variable aleatoria con distribu-

cién gamma y pardmetros « = v/2y B = 2.

Una variable aleatoria con distribucién ji cuadrada se denomina variable aleatoria
(x?) ji cuadrada. Estas variables aleatorias se presentan con frecuencia en teoria estadistica.
La motivacién que hay detrds de llamar al pardmetro v como grados de libertad de la distri-
bucién x? se apoya en una de las principales formas de generar una variable aleatoria con esta
distribucién y se da en el Teorema 6.4. La media y la varianza de una variable aleatoria x>
provienen directamente del Teorema 4.8.
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TEOREMA 4.9

Demostracion

DEFINICION 4.11

TEOREMA 4.10

Demostracion

Si Y es una variable aleatoria ji cuadrada con v grados de libertad, entonces
w=EY)=v y o>=WVY) =2v.

Aplique el Teorema 4.8 cona = v/2y 3 = 2.

En casi todos los textos de estadistica se pueden ver tablas que dan probabilidades asociadas
con distribuciones x2. La Tabla 6, Apéndice 3, da puntos porcentuales asociados con distribu-
ciones x? para numerosas opciones de v. No se dispone facilmente de tablas de la distribucién
gamma general, pero demostraremos en el Ejercicio 6.46 que si Y tiene una distribucién gamma
con a = n/2 para algtin entero n, entonces 2Y/f tiene una distribucion x* con n grados de
libertad. De ahi que, por ejemplo, si Y tiene una distribucién gamma cona = 1.5 =3/2y
B = 4, entonces 2Y/B = 2Y /4 = Y/2 tiene una distribucién x* con 3 grados de libertad. Entonces,
P(Y < 3.5) = P([Y/2] < 1.75) se puede hallar usando tablas de la distribucién x* de las que se
puede disponer facilmente.

La funcién de densidad gamma en la que o = 1, se llama funcion de densidad exponen-
cial.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion exponencial con pardmetro
B > 05siy sélo si la funcién de densidad de Y es

167Y/B’ O§y<w,
fy) =18

0, en cualquier otro punto.

La funcién de densidad exponencial a menudo es de ayuda para modelar la vida util de
componentes electrénicos. Suponga que el tiempo que ya ha operado un componente no afec-
ta su probabilidad de operar durante al menos b unidades de tiempo adicionales. Esto es, la
probabilidad de que el componente opere durante méas de a + b unidades de tiempo, dado que
ya ha operado durante al menos a unidades de tiempo, es la misma que la probabilidad de
que un componente nuevo opere al menos b unidades de tiempo si el componente nuevo se
pone en servicio en el tiempo 0. Un fusible es un ejemplo de un componente para el cual
a veces esta suposicion es razonable. Veremos en el siguiente ejemplo que la distribucién
exponencial proporciona un modelo para la distribucién de la vida ttil de ese componente.

Si Y es una variable aleatoria exponencial con parametro 3, entonces
p=EN)=B y o=V =p.

La demostracion se sigue directamente del Teorema 4.8 con & = 1.

EJEMPLO 4.10

Suponga que Y tiene una funcién de densidad de probabilidad exponencial. Demuestre que, si
a>0yb>0,

P(Y >a +b|Y >a) = P(Y >b).
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De la definicion de probabilidad condicional, tenemos que

P(Y +b
P(Y>a+b|Y>a)=w
P(Y > a)

porque la interseccion de los eventos (Y > a + b) y (Y > a) es el evento (Y > a + b). Ahora

1 o0
LB gy = _g.v//s} _ o lathp
a+b

P(Y >a+b) = /OO

atb

De manera similar,

1
P(Y >a) =/ Ee_)'/ﬁ dy = e VP,

a

o —(a+b)/B

P(Y >a+blY >a) = ———
e_“/ﬂ

= PP = p(y >b).

Esta propiedad de la distribucion exponencial en ocasiones recibe el nombre de propiedad sin
memoria de la distribucion. |

4.81

4.82

4.83

4.84

Como recordard del Capitulo 3, la distribucién geométrica, que es una distribucion dis-
creta, también tenia propiedad sin memoria. Una relacién interesante entre las distribuciones
exponencial y geométrica se da en el Ejercicio 4.95.

Ejercicios
a Sia > 0, () estd definida por I' (@) = [;° y*'e™ dy, demuestre que I'(1) = 1.

*b Sia > 1, integre por partes para demostrar que I'(@) = (o — DI'(a = 1).

Use los resultados obtenidos en el Ejercicio 4.81 para demostrar que si n es un entero positivo, entonces
I'(n) = (n—1)!. {Cudles son los valores numéricos de I'(2), I'(4) y I'(7)?

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Gamma Density Functions para obtener los
resultados dados en la Figura 4.16.

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 4.83. Use la aplicacién breve Comparison of Gamma Density
Functions para comparar funciones con densidad gamma con (@« = 4, B = 1), (a« = 40, B = 1)y
(¢ =80,B =1).

a (Qué observa usted acerca de las formas de estas tres funciones de densidad? ;Cuédles son menos
sesgadas y mds simétricas?

b ;Qué diferencias observa acerca de la ubicacion de los centros de estas funciones de densidad?

¢ Dé€ una explicacién de lo que observo en el inciso b.
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Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Gamma Density Functions para comparar
funciones de densidad gammacon (o =1, B =1),(a =1, =2)y (a =1, B=4).

a ;Qué otro nombre se da a las funciones de densidad que observ$?
b ;Estas densidades tienen la misma forma general?

¢ El pardmetro 8 es un pardmetro “de escala”. ;Qué observa usted acerca de la “dispersién” de estas
tres funciones de densidad?

Ejercicio Applet Cuando examinamos la distribucién x* en esta seccién, presentamos (con justificacién
en el Capitulo 6) el hecho de que si Y tiene distribucién gamma con a = n/2 para algiin entero n, enton-
ces 2Y/B tiene una distribucién x> En particular, se dijo que cuando @ = 1.5y 8 = 4, W = Y/2 tiene
una distribucién x> con tres grados de libertad.

a Use la aplicacién Gamma Probabilities and Quantiles para hallar P(Y < 3.5).

b Use la aplicacion Gamma Probabilities and Quantiles para hallar P(W < 1.75). [Sugerencia:
Recuerde que la distribucién x> con v grados de libertad es simplemente una distribucién gamma con

a=v2yB=2]
¢ Compare sus respuestas a los incisos a y b.

Ejercicio Applet Hagamos que Yy W tengan las distribuciones dadas en el Ejercicio 4.86.

a Use la aplicacién Gamma Probabilities and Quantiles para hallar el cuantil .05 de la distribucién de
Y.

b Use la aplicacién Gamma Probabilities and Quantiles para hallar el cuantil .05 de la distribucién x>
con tres grados de libertad.

¢ (Cudl es la relacion entre el cuantil .05 de la distribucién gamma (o = 1.5, 8 = 4) y el cuantil .05 de
la distribucién x> con tres grados de libertad? Explique esta relacion.

La magnitud de temblores registrados en una regiéon de América del Norte puede modelarse como si
tuviera una distribucién exponencial con media 2.4, segiin se mide en la escala de Richter. Encuentre la
probabilidad de que un temblor que ocurra en esta region

a sea mayor que 3.0 en la escala de Richter.
b caiga entre 2.0 y 3.0 en la escala de Richter.
Si Y tiene una distribucién exponencial y P(Y > 2) = .0821, ;cudl es

a B=EY)?
b P(Y=17)?

Consulte el Ejercicio 4.88. De los siguientes diez temblores que afecten esta region, /cudl es la probabi-
lidad de que al menos uno de ellos sea mayor que 5.0 en la escala de Richter?

El operador de una estacién de bombeo ha observado que la demanda de agua durante las primeras horas
de la tarde tiene una distribucién aproximadamente exponencial con media de 100 pes (pcs ctibicos por
segundo).

a Encuentre la probabilidad de que la demanda sea mayor que 200 pcs durante las primeras horas de la
tarde en un dia seleccionado al azar.

b ;Qué capacidad de bombeo de agua debe mantener la estacién durante las primeras horas de la tarde
para que la probabilidad de que la demanda sea mayor que la capacidad en un dfa seleccionado al
azar sea de s6lo .01?

El tiempo Y necesario para completar una operacion clave en la construccién de casas tiene una distri-
bucién exponencial con media de 10 horas. La férmula C = 100 + 40Y + 3Y? relaciona el costo C de
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completar esta operacién con el cuadrado del tiempo para completarla. Encuentre la media y la varianza
de C.

Una evidencia histérica indica que los tiempos entre accidentes mortales en vuelos nacionales de horario
programado en aviones de pasajeros en Estados Unidos tienen una distribucién aproximadamente expo-
nencial. Suponga que el tiempo medio entre accidentes es de 44 dias.

a Siuno de los accidentes ocurri6 el 1 de julio de un afio seleccionado al azar en el periodo de estudio,
(cudl es la probabilidad de que ocurra otro accidente ese mismo mes?

b (Cuadl es la varianza de los tiempos entre accidentes?

Concentraciones de monéxido de carbono de una hora en muestras de aire de una gran ciudad tienen una
distribucién aproximadamente exponencial, con media de 3.6 ppm (partes por millén).

a Encuentre la probabilidad de que la concentracién de monéxido de carbono exceda de 9 ppm durante
un periodo de una hora seleccionado al azar.

b Una estrategia de control de transito redujo la media a 2.5 ppm. Ahora encuentre la probabilidad de
que la concentracién exceda de 9 ppm.

Sea Y una variable aleatoria distribuida exponencialmente con media 3. Defina una variable aleatoria X
en la siguiente forma: X = ksik—1 =Y <kparak=1,2,...

a Encuentre P(X = k) paracadak =1,2,...

b Demuestre que su respuesta al inciso a se puede escribir como
PX=k=("""(1-e"), k=1,2,..
y que X tiene una distribucién geométrica con p = (1 — ¢ '/P).
Suponga que una variable aleatoria Y tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

kyle™/2, y>0.
fy) =

0, en cualquier otro punto.

Encuentre el valor de k que haga de f(y) una funcién de densidad.

=2V}

. Tiene Y una distribucién x2? Si es asi, ;de cudntos grados de libertad?
¢ (Cudles son la media y la desviacion estdndar de Y?

d Ejercicio Applet ;Cudl es la probabilidad de que Y se encuentre a no mds de 2 desviaciones estdndar
de su media?

Una planta de manufactura utiliza un producto especifico a granel. La cantidad de producto empleada
en un dia puede ser modelada por una distribucién exponencial con 8 = 4 (medida en toneladas).
Encuentre la probabilidad de que la planta utilice mds de 4 toneladas en un dia determinado.

Considere la planta del Ejercicio 4.97. ;Cudnto producto a granel debe tener en existencia para que la
probabilidad de que se agote el producto en la planta sea de s6lo .05?

Si A > 0y « es un entero positivo, la relacién entre integrales gamma incompletas y sumas de probabi-
lidades de Poisson estd dada por

1 (o) . a—1 )\’(€7A
—_— eV dy = .
') /A Y J Z x!

x=0
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a Si Ytiene una distribucién gamma con @ = 2y 8 = 1, encuentre P(Y > 1) usando la igualdad anterior
y la Tabla 3 del Apéndice 3.

b Ejercicio Applet Si Y tiene una distribucién gamma con « = 2'y 8 = 1, encuentre P(Y > 1) con el
uso de la aplicacién breve Gamma Probabilities.

Sea Y una variable aleatoria con distribucién gamma donde « es un entero positivo y 8 = 1. El resultado
dado en el Ejercicio 4.99 implica que si y > 0,

— x!
Suponga que X, tiene distribucién de Poisson con media A, y X, tiene distribucién de Poisson con media
A,, donde A, > A,.
a Demuestre que P(X, = 0) > P(X, = 0).

b Sea k cualquier entero positivo fijo. Demuestre que P(X; = k) = P(Y > A) y P(X, = k) = P(Y > \,),
donde Y es una distribucién gammacona =k + 1y B = 1.

=P(Y >y).

¢ Sea k cualquier entero fijo positivo. Use el resultado que obtuvo en el inciso b y el hecho de que
A, > A, para demostrar que P(X, = k) > P(X, = k).

d Como el resultado del inciso ¢ es vdlido para cualquier k = 1, 2, 3,... y el inciso a también es vilido,
hemos establecido que P(X, = k) > P(X, = k) paratoda k = 0, 1, 2. .. Interprete este resultado.

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 4.88. Suponga que la magnitud de los terremotos que afectan la
region tiene una distribucién gammacona = .8y B = 2.4.

a (Cuadl es la magnitud media de los terremotos que afectan la regién?

(Cudl es la probabilidad de que la magnitud de un terremoto que afecte la regién exceda de 3.0 en la
escala Richter?

¢ Compare sus respuestas con el Ejercicio 4.88(a). ;Cudl probabilidad es mayor? Explique.

d (Cudl es la probabilidad de que un terremoto que afecte las regiones caiga entre 2.0 y 3.0 en la escala
Richter?

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 4.97. Suponga que la cantidad de producto usado en un dia tiene
una distribucién gamma con @ = 1.5y 8 = 3.

a Encuentre la probabilidad de que la planta use mas de 4 toneladas en un dia determinado.

b ;Cuénto del producto a granel debe haber en existencia para que la probabilidad de que la planta
agote el producto sea de sélo .05?

Materiales explosivos que se usan en operaciones de mineria producen crateres casi circulares cuando se
hacen detonar. Los radios de estos crateres estdn distribuidos exponencialmente con media de 10 pies.
Encuentre la media y la varianza de las dreas producidas por estos materiales explosivos.

La vida dtil (en horas) Y de un componente electrénico es una variable aleatoria con funcién de densidad
dada por

1
e V/100 y >0,

fly) =1 1000
0, en cualquier otro punto.

Tres componentes operan de manera independiente en una pieza de equipo. El equipo falla si fallan al

menos dos de los componentes. Encuentre la probabilidad de que el equipo opere durante al menos 200
horas sin fallar.

La cantidad total de lluvia de cuatro semanas en verano en una parte del medio oeste de Estados Unidos
tiene aproximadamente una distribucién gamma con @ = 1.6 y 8 = 2.0.
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a Encuentre la media y varianza del total de lluvia de cuatro semanas.

b Ejercicio Applet ;Cual es la probabilidad de que la cantidad total de lluvia de cuatro semanas sea
mayor que 4 pulgadas?

Los tiempos de respuesta en una terminal de computadora en linea tienen aproximadamente una distri-
bucién gamma con media de cuatro segundos y varianza de ocho segundos?.

a Escriba una funcién de densidad de probabilidad para los tiempos de respuesta.

b Ejercicio Applet ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo de respuesta en la terminal sea menor que
cinco segundos?

Consulte el Ejercicio 4.106.

a Use el teorema de Tchebysheff para dar un intervalo que contenga al menos 75% de los tiempos de
respuesta.

b Ejercicio Applet ;Cual es la probabilidad real de observar un tiempo de respuesta en el intervalo que
obtuvo en el inciso a?

Los ingresos anuales de jefes de familia en una parte de una ciudad tienen aproximadamente una distri-
bucién gamma con & = 20y 8 = 1000.

a Encuentre la media y la varianza de estos ingresos.
b (Esperaria hallar muchos ingresos de mas de $30,000 en esta seccién de la ciudad?

c Ejercicio Applet ;Qué proporcién de jefes de familia de esta seccion de la ciudad tienen ingresos de
mis de $30,000?

El tiempo improductivo por semana Y (en horas) de una maquina industrial tiene aproximadamente una
distribucién gamma con @« = 3y 8 = 2. La pérdida L (en ddlares) para la operacién industrial como
resultado de este tiempo improductivo estd dada por L = 30Y + 2Y2. Encuentre la varianza y el valor
esperados de L.

Si Y tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

4y%e™>, y >0,
fly) = {

0, en cualquier otro punto.

obtenga E(Y) y V(Y) por inspeccién.
Suponga que Y tiene una distribucién gamma con pardmetros a 'y 3.
a Si a es cualquier valor positivo o negativo tal que a + a > 0, demuestre que

T (o +

E(yey = BTt a)
()

b (Por qué la respuesta en el inciso a requirié que a + a > 0?

¢ Demuestre que, con a = 1, el resultado del inciso a da E(Y) = af.

d Use el resultado del inciso a para dar una expresién para E(\Y). ;Qué es necesario suponer acerca de
a?

e Utilice el resultado del inciso a para obtener una expresién para E(1/Y), E(/\y) y E(1/Y?). ;Qué es
necesario suponer sobre « en cada caso?

Suponga que Y tiene una distribucién x* con v grados de libertad. Use los resultados del Ejercicio 4.111 en
sus respuestas a lo siguiente. Estos resultados serdn ttiles cuando estudiemos las distribuciones ¢ y F en el
Capitulo 7.
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4.7

DEFINICION 4.12

a Proporcione una expresion para E(Y?) siv > —2a.
b ;Por qué la respuesta en el inciso a requiri6 que v > —2a?

¢ Use el resultado del inciso a para dar una expresién para E(VY). ;Qué es necesario suponer acerca
de v?

d Use el resultado del inciso a para dar una expresién para E(1/Y), E(1/NY) y E(1/Y?). ;Qué es nece-
sario suponer acerca de v en cada caso?

La distribucion de probabilidad beta

La funcién de densidad beta es una funcién de densidad de dos pardmetros definida sobre
el intervalo cerrado 0 = y = 1. Frecuentemente se usa como modelo para proporciones, por
ejemplo como la proporcién de impurezas en un producto quimico o la proporcién de tiempo
que una maquina estd en reparacion.

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion de probabilidad beta con
pardametros a > 0y 8 > 0 siy s6lo si la funcion de densidad de Y es

a—1 1 — B—1
w’ 0= y < 1’
fy) = B(a. p)
0, en cualquier otro punto,
donde
' F'(@I'(B)
B(o. B :/ A=y ldy=——7-.
) o y il

Las graficas de funciones de densidad beta toman formas muy diferentes para diversos
valores de los dos pardmetros ¢ y 3. Algunos de éstos se muestran en la Figura 4.17. Ciertos
ejercicios del final de esta seccion piden al lector usar la applet Comparison of Beta Density
Functions accesibles en www.thomsonedu.com /statistics /wackerly para explorar y comparar
las formas de mds densidades beta.

Observe que definir y sobre el intervalo 0 = y = 1 no restringe el uso de la distribucién
beta. Si ¢ =y = d, entonces y* = (y — ¢) /(d - ¢) define una nueva variable tal que 0 =< y* =<1.
Entonces, la funcién de densidad beta se puede aplicar a una variable aleatoria definida en el
intervalo ¢ = y = d por traduccién y un cambio de escala.

La funcién de distribucidén acumulativa para la variable aleatoria beta comtinmente se de-
nomina funcion beta incompleta y esta denotada por

A O O L
F(y) —/0 Wdl = Iy(a, B)

Una tabulacion de I (e, B) se daen la obra Tables of the Incomplete Beta Function (Pearson,
1968). Cuando « y 8 son enteros positivos / (a, 8) estd relacionada con la funcion de proba-
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f(»

bilidad binomial. Es posible usar integracién por partes para demostrar que 0 <y < 1,y ay
B ambos enteros,

— ! ta_](l _t)ﬁ_l — - n i o\
F(y)_./o B(a,B)dt_Z<i>y (1=y)"",

i=a

donde n = a + 3— 1. Observe que la suma del lado derecho de esta expresion es precisamente
la suma de probabilidades asociadas con una variable aleatoria binomialn = a + B—1yp =y.
La funcién de distribucién acumulativa binomial se presenta en la Tabla 1, Apéndice 3, para n
=5,10,15,20y25yp = .01, .05, .10, .20, .30, .40, .50, .60, .70, .80, .90, .95 y .99. El modo
mds eficiente de obtener probabilidades binomiales es usar un software de estadistica como
el R o S—Plus (vea el Capitulo 3). Una forma incluso mds fécil para hallar probabilidades y
cuantiles asociados con variables aleatorias de distribucién beta es usar directamente software
apropiado. La pédgina web de Thomson contiene una aplicacién breve, Beta Probabilities,
que proporciona probabilidades de “cola superior” [es decir, P(Y > y,)] y cuantiles asociados
con variables aleatorias con distribucion beta. Ademas, si Y es una variable aleatoria con dis-
tribucién beta y pardmetros a y 3, €l comando pbeta (yo, a, 1/8) de R (o S-Plus) genera
P(Y = y,), mientras que gbeta (p, a, 1/8) da el p—€simo cuantil, el valor de d)p de manera
que P(Y =¢,) = p.

Si Y es una variable aleatoria con distribucion beta a > 0y 8 > 0, entonces

ap
(@+B)2(a+B+1)

w=E) ﬁ y o?=Vv()=



196 Capitulo4 Variables continuas y sus distribuciones de probabilidad

Demostracion

Por definicion,

E(Y) = /jo yf(y) dy

:/1 [yalu—y)f”] ;
o C L B@p)

1 B!
= y*(1 =) dy
B(e, B) Jo
B(a + 1, B) L
= “Bap) (porque « > 0 implica que @ + 1 > 0)

F@+p) T+ DHre)

F@T(B) T@+p+1)

F@+p) , ol@lp) _  «a
F@I()  (a+pl@+p) (a+p)

La obtencidn de la varianza se deja al lector (vea Ejercicio 4.130).

Veremos en el siguiente ejemplo que la funcién de densidad beta se puede integrar directa-
mente cuando « y B son enteros.

EJEMPLO 4.11

Solucion

Una distribuidora mayorista de gasolina tiene tanques de almacenamiento a granel que con-
tienen suministros fijos y se llenan cada lunes. De interés para la mayorista es la proporcién
de este suministro que se vende durante la semana. Durante varias semanas de observacion,
la distribuidora encontré que esta proporcién podria ser modelada por una distribucion beta
con a = 4y 3 = 2. Encuentre la probabilidad de que la mayorista venda al menos 90% de su
existencia en una semana determinada.

Si Y denota la proporcién vendida durante la semana, entonces

r@4+2) ,

fy) = W”l‘yl 0=y=lI,

0, en otro lugar,
00 1
P(Y > .9) = f £(y) dy = / 200y — y*) dy
9 9

41 591
=20 { y—] - y—] } =20(.004) = .08.
4 9 5 9

No es muy probable que 90% de la existencia se venda en una semana determinada. |
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Ejercicios
Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para obtener los resul-
tados dados en la Figura 4.17.

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 4.113. Use la aplicacién breve Comparison of Beta Density
Functions para comparar funciones de densidad betacon (@ = 1, B =1), (@ =1, B=2) y (@ =2,
B=1).

a (Coémo hemos llamado previamente a la distribucién beta con (a« = 1, 8 = 1)?

(Cudl de estas densidades beta es simétrica?

(Cudl de estas densidades beta estd sesgada a la derecha?

(Cual de estas densidades beta estd sesgada a la izquierda?

En el Capitulo 6 veremos que si Y tiene distribucién beta con pardmetros o y 3, entonces Y* =
1 — Y tiene una distribucién beta con pardmetros a* = By B = «a. ;Esto explica las diferencias en
las graficas de las densidades beta?

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad beta con (@ =2, B=2),(a =3, B=3)y (@ =9, B=9).

a (Cuadles son las medias asociadas con las variables aleatorias con cada una de estas distribuciones
beta?

b ;Qué es semejante acerca de estas densidades?

¢ (Coémo difieren estas densidades? En particular, ;qué observa usted acerca de la “dispersién” de estas
tres funciones de densidad?

d Calcule las desviaciones estdndar asociadas con las variables aleatorias con cada una de estas den-
sidades beta. ;Los valores de estas desviaciones estdndar explican lo que se observé en el inciso c?
Explique.

e Grafique algunas densidades beta adicionales con & = . ;Qué se puede conjeturar acerca de la for-
ma de las densidades beta con a = 3?

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad beta con (a = 1.5, B=7), (@ =2.5, B =7)y (a =3.5, B =17).

a (Son simétricas estas densidades? ;Sesgadas a la izquierda? ;Sesgadas a la derecha?
b ;Qué observa usted a medida que el valor de « se acercaa 7?

¢ Grafique algunas densidades beta adicionales con « > 1, 8 > 1,y a < 3. ;Qué puede conjeturar
acerca de la forma de las densidades beta cuandoa > 1, 8> 1y a < 87

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad betacon (@« =9, 8 =7), (a = 10,3 =7y (@ =12, B = 7).

a (Son simétricas estas densidades? ;Sesgadas a la izquierda? ;Sesgadas a la derecha?
b ;Qué observa usted a medida que el valor de « se acerca a 12?7

¢ Grafique algunas densidades beta adicionales con « > 1, 8 > 1y a > . {Qué se puede conjeturar
acerca de la forma de las densidades betacona > Bya>1y B> 17

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad betacon (« = .3, 8 =4), (e =3, =7y (@ =.3, B = 12).

a (Son simétricas estas densidades? ;Sesgadas a la izquierda? ;Sesgadas a la derecha?

b ;Qué observa usted a medida que el valor de B se acerca a 12?7
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4.119

*4.120

4.121

4.122

4.123

¢ (Cudl de estas distribuciones beta da la mds alta probabilidad de observar un valor mayor que .2?

d Grafique algunas densidades beta adicionales con @ < 1y 8> 1. ;Qué se puede conjeturar acerca de
la forma de las densidades betacona < 1y 8> 1?

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad betacon (« = 4, B = 3),(a =7, B=.3),y (a=12, B=.3).

a ;Son simétricas estas densidades? ;Sesgadas a la izquierda? ;Sesgadas a la derecha?
b ;Qué observa usted cuando el valor de a se acerca a 12?
¢ (Cudl de estas distribuciones beta da la mas alta probabilidad de observar un valor menor que .8?

d Grafique algunas densidades beta adicionales con @ > 1y 8 < 1. ;Qué se puede conjeturar acerca de
la forma de las densidades betacona > 1y 8 < 1?

En el Capitulo 6 veremos que si Y tiene distribucién beta con pardmetros a y 3, entonces Y* = 1 - Y
tiene una distribucion beta con pardmetros a* = By B8 = a. (Explica esto las diferencias y similitudes
en las gréficas de las densidades beta en los Ejercicios 4.118 y 4.119?

Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Comparison of Beta Density Functions para comparar funcio-
nes de densidad betacon (« = .5, B=.7), (e« =.7, B= T y(a=.9 B=.7).

a ;Cudl es la forma general de estas densidades?
b ;Qué observa cuando el valor de & aumenta?

Ejercicio Applet Las densidades beta con « < 1y 8 < 1 son dificiles de exhibir debido a problemas de
escala o resolucién.

a Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para calcular P(Y > .1) si Y tiene una dis-
tribucion beta con (@ = .1, B = 2).

b Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para calcular P(Y < .1) si Y tiene una dis-
tribucién beta con (a = .1, B = 2).

¢ Con base en su respuesta el inciso b, ;a cudles valores de Y se les asignan altas probabilidades si Y
tiene una distribucion beta con (o = .1, B = 2)?

d Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para calcular P(Y < .1) si Y tiene una dis-
tribucién beta con (a = .1, 8 = .2).

e Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para calcular P(Y > .9) si Y tiene una dis-
tribucién beta con (a = .1, B = .2).

f Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para calcular P(.1 < Y <.9) si Y tiene una
distribucién beta con (o = 1, B = .2).

g Con base en sus respuestas a los incisos d, e y f, ;a cudles valores de Y se les asignan altas probabili-
dades si Y tiene una distribucién beta con (a = .1, 8 = .2)?

La humedad relativa Y, cuando se mide en una localidad, tiene una funcién de densidad de probabilidad
dada por

B (1-y)?2 0=y=1,
fly) = Y ’ '

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre el valor de k que haga de f(y) una funcién de densidad.

b Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para hallar un valor de
humedad que se exceda sélo 5% del tiempo.
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El porcentaje de impurezas por lote en un producto quimico es una variable aleatoria Y con funcién de
densidad
12y*’(1—y), 0=y=1,
f) =

, en cualquier otro punto.
Un lote con més de 40% de impurezas no se puede vender.

a Integre la densidad directamente para determinar la probabilidad de que un lote seleccionado al azar
no se pueda vender por su exceso de impurezas.

b Ejercicio Applet Use la aplicacién breve Beta Probabilities and Quantiles para hallar la respuesta al
inciso a.

Consulte el Ejercicio 4.124. Encuentre la media y la varianza del porcentaje de impurezas en un lote
seleccionado al azar del producto quimico.

Suponga que una variable aleatoria Y tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

{6y(1—y), 0=y=1,

, en cualquier otro punto.

fly) =

a Encuentre F(y).

b Grafique F(y) y f(y).
¢ Encuentre P(.5 =Y = .8).

Verifique que si Y tiene una distribucién beta con « = 8 = 1, entonces Y tiene una distribucién uniforme
en el intervalo (0, 1). Esto es, la distribucién uniforme en el intervalo (0, 1) es un caso especial de una
distribucién beta.

El costo Y de reparaciones semanales para una maquina tiene una funcién de densidad de probabilidad
dada por ( .
) 3(1 —y)7, 0<y<lI,
fiy) = {

0. en cualquier otro punto,

con mediciones en cientos de délares. ;Cudnto dinero debe presupuestarse a la semana para costos de
reparacion, de modo que el costo real rebase la cantidad presupuestada s6lo 10% del tiempo?

Durante un turno de ocho horas la proporcién de tiempo Y que una maquina troqueladora de ldminas meta-
licas estd sin operar por mantenimiento o reparaciones tiene una distribucion beta con« = 1y 8 = 2. Esto
es,

21 —y), 0=y=I,
f(y):{( y) y

0, en cualquier otro punto.

El costo (en cientos de ddlares) de este tiempo improductivo, debido a produccién perdida y costo de
mantenimiento y reparacién, estd dado por C = 10 + 20Y + 4Y?2. Encuentre la media y la varianza
de C.

Demuestre que la varianza de una variable aleatoria con distribucién beta y pardmetros a y B es
2 = aﬁ .
(@ +B)(a+B+1)

Errores en la medicién del tiempo de llegada de un frente de onda, desde una fuente acustica, en oca-
siones tienen una distribucion beta aproximada. Suponga que estos errores, medidos en microsegundos,
tienen aproximadamente una distribucién betacona =1y 8 = 2.

a (Cudl es la probabilidad de que el error de medicién en un ejemplo seleccionado al azar sea menor
que .5 us?

b Obtenga la media y la desviacién estdndar de los errores de medicion.
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La mezcla apropiada de polvos finos y gruesos antes de la sinterizacién (aglutinacién) del cobre es
esencial para lograr uniformidad en el producto acabado. Un modo de verificar la homogeneidad de la
mezcla es seleccionar muchas muestras pequefias de los polvos mezclados y medir la proporcién del
peso total aportado por los polvos finos en cada una. Estas mediciones deben ser relativamente estables
si se ha obtenido una mezcla homogénea.

a Suponga que la proporcién del peso total aportada por los polvos finos tiene una distribucion beta
con @ = 3 = 3. Encuentre la media y la varianza de la proporcién de peso aportada por los polvos
finos.

b Repitaelincisoasia == 2.
c Repitaelincisoasia =8 =1.
d ;Cudl de los casos —incisos a, b 0 c— dan la mezcla mas homogénea?

La proporcién de tiempo por dia que todas las cajas en un supermercado estdn ocupadas es una variable
aleatoria Y con una funcién de densidad dada por

2(1—y)4, 0=y=1,
oy = | 0=

, en cualquier otro punto.
a Encuentre el valor de ¢ que haga de f(y) una funcién de densidad de probabilidad.

b Encuentre E(Y). (Use lo que haya aprendido acerca de la distribucién tipo beta. Compare sus respues-
tas con las obtenidas en el Ejercicio 4.28.)

¢ Calcule la desviacién estandar de Y.

d Ejercicio Applet Utilice la aplicacién breve Beta Probabilities and Quantiles para hallar
P(Y > p + 20).

En el texto de esta seccidén observamos la relacién entre la funcion de distribucién de una variable alea-
toria con distribucién beta y las sumas de probabilidades binomiales. Especificamente, si Y tiene una
distribucién beta con valores enteros positivos paraay By 0 <y < 1,

y -1 1 — B-1 n } )
F(y) :/0 %fh = Z <Il.1>yl(1 )",
donden =a + B-1.

a Si Y tiene una distribucion beta con @ = 4y 8 = 7, use las tablas binomiales apropiadas para hallar
PY=.7) =F(7.

b Si Y tiene una distribucién beta con @ = 12y B = 14, use las tablas binomiales apropiadas para hallar
P(Y = .6) = F(.6).

c Ejercicio Applet Use la aplicacion breve Beta Probabilities and Quantiles para hallar las probabili-
dades en los incisos a y b.

Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias binomiales con pardmetros (n, p,) y (n, p,), respectivamen-
te, donde p; < p,. (Observe que el pardmetro n es el mismo para las dos variables.)

a Use la férmula binomial para deducir que P(Y; = 0) > P(Y, = 0).

b Use la relacion entre la funcién de distribucion beta y las sumas de probabilidades binomiales dadas
en el Ejercicio 4.134 para deducir que, si k es un entero entre 1 y n— 1,

X 1 k _ s \n—k—1
Ph=0) =Y (?)wa"(l o= | % a
r1 ?

i=0
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¢ Sikesunenteroentre 1 y n— 1, el mismo argumento empleado en el inciso b dice que

1 l‘k(l _ t)ll*k*l

k n i n—i _
P =0 = (e = [ g

i=0

Demuestre que si k es cualquier entero entre 1 y n— 1, P(Y, = k) > P(Y, = k). Interprete este resul-
tado.

Algunos comentarios generales

Recuerde que las funciones de densidad son modelos tedricos para poblaciones de datos reales
que se presentan en fenémenos aleatorios. ;Cémo sabemos cudl modelo usar? ; Cudnto impor-
ta si usamos la densidad errénea como modelo para la realidad?

Para contestar primero esta dltima pregunta, es muy poco probable que alguna vez selec-
cionemos una funcién de densidad que proporcione una representacién perfecta de la natu-
raleza; pero la bondad de ajuste no es el criterio para evaluar lo adecuado de nuestro mode-
lo. La finalidad de un modelo probabilistico es proveer el mecanismo para hacer inferencias
acerca de una poblacion con base en informacion contenida en una muestra. La probabilidad de
la muestra observada (o una cantidad proporcional a ella) es util para hacer una inferencia
acerca de la poblacion. Se deduce que una funcién de densidad que proporcione un mal ajuste a la
distribucién de frecuencia poblacional (pero no necesariamente) da como resultado enunciados
incorrectos de probabilidad y lleva a inferencias erréneas acerca de la poblacién. Un buen mo-
delo es aquel que produzca buenas inferencias acerca de la poblacidn de interés.

Seleccionar un modelo razonable es a veces cuestion de actuar con base en consideraciones
tedricas. Con frecuencia, por ejemplo, una situacién en la que la variable aleatoria discreta de
Poisson es apropiada, queda indicada por el comportamiento aleatorio de eventos en el tiem-
po. Sabiendo esto, podemos demostrar que el tiempo entre cualquier par adyacente de eventos
sigue una distribucién exponencial. Del mismo modo, si a y b son enteros, a < b, entonces el
tiempo entre los sucesos de los eventos a-ésimo y b-€simo posee una distribucién gamma con
a = b — a. Més adelante encontraremos un teorema (llamado teorema central del limite) que
compendia algunas condiciones que implican que una distribucién normal seria una aproxi-
macidn apropiada para la distribucién de datos.

Una segunda forma de seleccionar un modelo es formar un histograma de frecuencia
(Capitulo 1) para datos sacados de la poblacién y escoger una funcién de densidad que visual-
mente pareceria dar una curva de frecuencia similar. Por ejemplo, si un conjunto de n = 100
mediciones muestrales diera una distribucién de frecuencia en forma de campana, podriamos
concluir que la funcién de densidad normal representarfa en forma adecuada la distribucién
de frecuencia poblacional.

No toda la seleccién de un modelo es completamente subjetiva. Hay procedimientos esta-
disticos para probar la hipétesis de que una distribucién de frecuencia poblacional es de un
tipo particular. También podemos calcular una medida de la bondad de ajuste para varias dis-
tribuciones y seleccionar la mejor. Se han hecho estudios de numerosos métodos inferenciales
comunes para determinar la magnitud de los errores de inferencia introducidos por modelos
incorrectos de poblacién. Es alentador saber que muchos métodos estadisticos de inferencia
son insensibles a suposiciones acerca de la forma de la distribucién de frecuencia poblacional
subyacente.
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4.9

DEFINICION 4.13

Las distribuciones uniforme, normal, gamma y beta ofrecen una variedad de funciones de
densidad que se ajustan a numerosas distribuciones de frecuencia poblacional. Otra, la distri-
bucién Weibull, aparece en los ejercicios al final del capitulo.

Otros valores esperados

Los momentos para variables aleatorias continuas tienen definiciones andlogas a las dadas
para el caso discreto.

Si Y es una variable aleatoria continua, entonces el k—€simo momento alrededor del
origen esta dado por

w, = E(Y"), k=1,2,...

El k-€simo momento alrededor de la media, o el k—€simo momento central, esta dado
por

wi = E[(Y — w)*], k=1,2,...

Observe que parak = 1, | = wyparak = 2, u, = V(¥) = o2

EJEMPLO 4.12

Solucion

Encuentre ) para la variable aleatoria uniforme con 8, = 0y 6, = 6.

Por definicion,

. 00 . 0 ‘ 1 yk+1 0 0k
= E(Y") = dy = —) ay = =
My (Y") [my f(y) dy /0 y <0) y 0(k+1)}0 T 1

Entonces,

03
, mh=—,
S

y asi sucesivamente. |

DEFINICION 4.14

Si Y es una variable aleatoria continua, entonces la funcion generadora de momento de
Y estd dada por

m(t) = E(e').

Se dice que existe la funcidon generadora de momento si existe una constante » > 0 tal
que m(?) es finita para |f| < b.

Este es simplemente el andlogo continuo de la Definicién 3.14. Que m(f) genere momentos
estd establecido en exactamente la misma forma que en la Seccion 3.9. Si m(f) existe, entonces
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0 0 2,,2
E(€’Y)=/ e”'f(y)dy=/ <1+ty+t2—y,+t3—y,+ )f(y)dy

-0 -0

=/_°O f(y)dy+t/myf(y)dy+— V() dy

% 2!
2 l3
—1+tM1+2‘ 5/*3"‘"'

Observe que la funcién generadora de momento,

t2
m(t)=l+tM’1+E,U«'2+-"»

toma la misma forma para variables aleatorias discretas y continuas. De esta manera, el
Teorema 3.12 se cumple para variables aleatorias continuas y

dkm(t):| ,
=u.
it f_o ot

EJEMPLO 4.13 Encuentre la funcién generadora de momento para una variable aleatoria de distribucién gamma.

Solucio (1) = E(e") /oo 1y [yaley/ﬁ] J
olucion m = e = e _—
0 BT@ |“

_ 1 OO a—1 _ l_

=g [, e[ (5) ] @
1 <

_B“F(a)/o Y [B(l BrJ

[El término exp(-) es simplemente una forma mds cémoda de escribir ¢ cuando el término
del exponente es largo o complejo.]

Para completar la integracion observe que la integral del factor variable de cualquier fun-
cioén de densidad debe ser el reciproco del factor constante. Esto es, si f(y) = cg(y), donde ¢
es una constante, entonces

e 1

/jo f(y)dy = /Oo cg(y)dy =1 yportantO/ g(y)dy = -.

-0 —00

a

Aplicando este resultado a la integral en m(f) y observando que si [8/(1 — B£)] > 0 (o bien, lo
que es equivalente, si 7 < 1/B),

g(y) = y* " Xexp{—y/IB/(1 — B1)]}

es el factor variable de una funcién de densidad gamma con pardmetros « > 0y [B/(1 = BH)] > 0,
obtenemos

_ 1 B\ 1. 1 1
m(t) = BT (@) |:(1 _Bt) F(oz):| = 1 =poe parat < 3 |
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Los momentos i se pueden extraer de la funcién generadora de momento al derivar con
respecto a ¢ (de acuerdo con el Teorema 3.12) o al expandir la funcién en una serie de poten-
cias en t. Demostraremos este tltimo método.

EJEMPLO 4.14

Solucion

Expanda la funcién generadora de momento del Ejemplo 4.13 en una serie de potencias en ¢ty
con ello obtenga (-

Del Ejemplo 4.13, m(t) = 1/(1 — Bn)* = (1 — B)™ Usando la expansién para un término
binomial de la forma (x + y)™, tenemos
m(t) = (1 = Br)™* =1+ (—a)(1)"*'(=B1)
(—a)(—a = D20 |
2!
N lala + 1)82] N Blala + 1)(a +2)B%]
2! 3!

+

=1+1t(aB) + ...

Como M es el coeficiente de #* /k!, encontramos, por inspeccion,

Ky =p = ap,
wh = ala + 1)B?,
s = ala + 1)(a + 2)/33,

y,en general, w, = o + ) +2)-- (@ + k — 1)B*. Observe que W]y W estdn acordes
con los resultados del Teorema 4.8. Ademas, estos resultados concuerdan con el resultado del
Ejercicio 4.111(a). |

Ya hemos explicado la importancia de los valores esperados de Y%, (Y — w), y e, todos los
cuales dan informacién importante acerca de la distribucién de Y. En ocasiones, no obstante,
estamos interesados en el valor esperado de una funcién de una variable aleatoria como un ob-
jetivo en si mismo. (También podemos estar interesados en la distribucién de probabilidad de
funciones de variables aleatorias, pero dejamos la discusidn de este tema hasta el Capitulo 6.)

EJEMPLO 4.15

La energia cinética k asociada con una masa m que se mueve a una velocidad v estd dada por
la expresion

Considere un aparato que dispara un clavo estriado dentro de concreto a una velocidad me-
dia de 2000 pies por segundo, donde la velocidad aleatoria V posee una funcién de densidad
dada por

p3ev/500

flv) = (500 T @’ v=0.

Encuentre la energia cinética esperada asociada con un clavo de masa m.
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Denote con K la energia cinética aleatoria asociada con el clavo. Entonces

mV? m
E(K)=E|—— ) =<E(V?,
(k) = £ (") = e
por el Teorema 4.5, parte 2. La variable aleatoria V tiene una distribucién gamma con o = 4y
B = 500. Por tanto, E(V?) = w), para la variable aleatoria V. Por consulta del Ejemplo 4.14,
tenemos u, = ala + 1)B? = 4(5)(500)* = 5,000,000. En consecuencia,

E(K) = %E(v2 = %(5,000,000) = 2,500,000 7. -

TEOREMA 4.12

Hallar los momentos de una funcién de una variable aleatoria con frecuencia se facilita con el
uso de su funcién generadora de momento.

Sea Y una variable aleatoria con funcién de densidad f(y) y g(¥) una funcién de Y.
Entonces la funcién generadora de momento para g(Y) es

E[e™M] = / e f(y) dy.

Este teorema se concluye directamente de la Definicion 4.14 y el Teorema 4.4.

EJEMPLO 4.16

Solucion

Sea g(Y) =Y — u, donde Y es una variable aleatoria normalmente distribuida con media w
y varianza 0. Encuentre la funcién generadora de momento para g(Y).

La funcién generadora de momento de g(Y) esta dada por
o0 (v — )2 /752
SO [eXp[ (y —w?/20 ]} 0.
o\V2m

m(t) = E[¢"*V)] = E[¢/Y ™™ = f

—00
Para integrar, seau = y — u. Entonces du = dy'y

1 OO tu —u?l(20?%)
m(t) e'e du
oV2T J-

! /oo ! (u® —20%tu) | d
€X -\ —= u —20Mlu u.
o\V2r J-x P 20

Complete el cuadrado del exponente de e al multiplicar y dividir entre ¢/*s /2, Entonces
o 2o?n /00 exp[—(1/202)(u? — 20%tu + o*t?)]
m(t) =e
—00 o\V2mw
_ ren /"0 exp[—(u — 0?t)? 202 Ju.
-0 o\2m
La funcién dentro de la integral es una funcién de densidad con media ot y varianza 0. (Vea

la ecuacidn para la funcién de densidad normal en la Seccién 4.5.) Por tanto, la integral es
iguala ly

du

m(t) = /207
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Los momentos de U = Y — u se pueden obtener de m(f) al derivar m(¢) de acuerdo con el
Teorema 3.12 o al expandir m(f) en una serie. |

4.136

4.137

4.138

4.139

4.140

El propésito del andlisis de momentos anterior es doble. Primero, se pueden usar momen-
tos como medidas descriptivas numéricas para explicar los datos que obtenemos en un expe-
rimento. En segundo término, se pueden usar en un sentido tedrico para demostrar que una
variable aleatoria posee una distribucion de probabilidad particular. Se puede demostrar que si
dos variables aleatorias Yy Z poseen funciones generadoras de momento idénticas, entonces
Yy Z poseen distribuciones de probabilidad idénticas. Esta tltima aplicacién de los momentos
se menciond en el andlisis de las funciones generadoras de momento para variables aleatorias
discretas en la Seccion 3.9; también se aplica a variables aleatorias continuas.

Para comodidad del estudiante, las funciones de probabilidad y densidad, medias, varian-
zas y funciones generadoras de momento para algunas variables aleatorias comunes se dan en
el Apéndice 2 y al final de este libro.

Ejercicios

Suponga que el tiempo de espera para que el primer cliente entre en una tienda de venta al menudeo,
después de las 9:00 a.m., es una variable aleatoria ¥ con una funcién de densidad exponencial dada por

<l> ey >0,
fy) =1 \9

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre la funcién generadora de momento para Y.
b Use la respuesta del inciso a para hallar E(Y) y V(Y).

Demuestre que el resultado dado en el Ejercicio 3.158 también se cumple para variables aleatorias con-
tinuas. Esto es, demuestre que si Y es una variable aleatoria con funcién generadora de momento m(¢) y
U estd dada por U = aY + b, la funcién generadora de momento de U es e’m(at). Si Y tiene media u
y varianza o use la funcién generadora de momento de U para obtener la media y la varianza de U.

En el Ejemplo 4.16 se obtuvo la funcién generadora de momento para Y — u, donde Y estd distribuida
normalmente con media u y varianza .

a Use los resultados del Ejemplo 4.16 y el Ejercicio 4.137 para hallar la funcién generadora de momen-
to para Y.

b Obtenga la derivada de la funcién generadora de momento hallada en el inciso a para demostrar que
E(Y) = pyV(Y) = o>,

En el Ejercicio 4.138 se demostré que la funcién generadora de momento de una variable aleatoria
normalmente distribuida, Y, con media u y varianza o es m(r) = et +(!/ 20> Use el resultado del
Ejercicio 4.137 para derivar la funcién generadora de momento de X = —3Y + 4. ;Cuadl es la distribucién
de X? ;Por qué?

Identifique las distribuciones de las variables aleatorias con las siguientes funciones generadoras de
momento:

a m(t) =(1—41)2

b m(r) =1( 1—3.21).

c m(t) = e 567,
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Si 0, < 6,, obtenga la funcién generadora de momento de una variable aleatoria que tenga una distribu-
cién uniforme en el intervalo (6, 6,).

Consulte los Ejercicios 4.141 y 4.137. Suponga que Y estd uniformemente distribuida en el intervalo
(0, 1) y que a > 0 es una constante.

a Obtenga la funcién generadora de momento para Y.
b Obtenga la funcién generadora de momento de W = a¥. ;Cuél es la distribucién de W? ;Por qué?
¢ Obtenga la funcién generadora de momento de X = —aY. ;Cudl es la distribucién de X? ;Por qué?

d Si b es una constante fija, obtenga la funcién generadora de momento de V = a¥ + b. ;Cudl es la
distribucién de V? ;Por qué?

La funcién generadora de momento para la variable aleatoria gamma se obtuvo en el Ejemplo 4.13.
Encuentre la derivada de esta funcién generadora de momento para hallar la media y la varianza de la
distribucién gamma.

Considere una variable aleatoria Y con funcién de densidad dada por
() = ke, —oc0 <y <oo.

a Encuentre k.
b Encuentre la funcién generadora de momento de Y.
¢ Encuentre E(Y) y V(Y).

Una variable aleatoria Y tiene la funcion de densidad

_ e, y<O0,
fly) =

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre E(3Y7).
b Encuentre la funcién generadora de momento para Y.

¢ Encuentre V(Y).

Teorema de Tchebysheff

Como fue el caso para variables aleatorias discretas, una interpretacion de w y o para variables
aleatorias continuas estd dada por la regla empirica y el teorema de Tchebysheff. Incluso si las
distribuciones exactas son desconocidas para variables aleatorias de interés, el conocimiento
de las medias y desviaciones estindar asociadas nos permiten deducir limites significativos
para las probabilidades de eventos que con frecuencia son de interés.

Expresamos y utilizamos el teorema de Tchebysheff en la Seccion 3.11. Ahora volvemos a
expresar este teorema y damos una prueba aplicable a una variable aleatoria continua.

Teorema de Tchebysheff Sea Y una variable aleatoria con media finita w y varianza .

Entonces, para cualquier k > 0,

1
P(|Y—,u|<k0')21—ﬁ o P(Y—u| =ko)=—.
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Demostracion

Daremos la demostracién para una variable aleatoria continua. La prueba para el caso
discreto se desarrolla de un modo similar. Denote con f(y) la funcién de densidad de Y.
Entonces,

V() =o? = / = wPFG) dy

-0

n—ko ptko
= / (y —w?f(y)dy + f (y =2 f(y) dy

—00 n—ko

o0
S INCR
wtko

La segunda integral es siempre mayor o igual a cero y (y — w)*> = k’a? para todos los
valores de y entre los limites de integracion para las integrales primera y tercera; esto es,
las regiones de integracion estdn en las colas de la funcién de densidad e incluyen sélo
valores de y para los cuales (y — w)? = k?a%. Sustituya con cero la segunda integral y sus-
tituya k*a% por (y — w)? en las integrales primera y tercera para obtener la desigualdad

n—ko [}
vin=c'= [ Tecima+ [ Res)a
—00 ptko
Entonces
w—ko +oo
azzkzaz[/ foya+ [ f(y)dy},
—00 ptko
0 bien

o> =k [P(Y =u — ko) + P(Y = p + ko)] = kK2a*P(|Y — u| = ko).
Dividiendo entre k*0-%, obtenemos

1
P(|Y — pl = ko) Sﬁ,

o bien, lo que es equivalente,

1
P(Y —pn <k0')21—k—2.

Un valor real del teorema de Tchebysheff es que hace posible que encontremos limites para
probabilidades que de ordinario tendrian que obtenerse por tediosas manipulaciones matema-
ticas (integracidn o sumatoria). Ademads, con frecuencia podemos obtener medias y varianzas
de variables aleatorias (vea el Ejemplo 4.15) sin especificar la distribucion de la variable. En
situaciones como esta, el teorema de Tchebysheff todavia proporciona limites significativos
para probabilidades de interés.

EJEMPLO 4.17

Suponga que la experiencia ha demostrado que el tiempo Y (en minutos) necesario para reali-
zar una prueba periddica de mantenimiento en una maquina de dictados sigue una distribucién
gamma con @ = 3.1 y B = 2. Un trabajador de mantenimiento de nuevo ingreso tarda 22.5
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minutos en probar la maquina. ;El tiempo para realizar la prueba esta en desacuerdo con la
experiencia anterior?

La media y la varianza para los tiempos de prueba de mantenimiento (basados en la experien-
cia anterior) son (del Teorema 4.8)

p=aBf=0CB.1D2) =62 y o>=af=@GB.1)2) =124

Se deduce que o =V12.4 = 3.52. Observe que y = 22.5 minutos es mayor que la media de
& = 6.2 minutos por 16.3 minutos o k = 16.3/3.52 = 4.63 desviaciones estdndar. Entonces,
del teorema de Tchebysheft,

1
— = = — = =
P(|Y —62|=163) = P(|Y — u| = 4.630) = 463
Esta probabilidad estd basada en la suposicién de que la distribucién de tiempos de man-
tenimiento no ha cambiado con respecto a la experiencia anterior. Entonces, observando que
P(Y = 22.5) es pequefia, debemos concluir que nuestro trabajador de nuevo ingreso ha gene-
rado por casualidad un largo tiempo de mantenimiento, lo cual sucede con poca probabilidad,
o bien que el nuevo trabajador es mas lento que los anteriores. Considerando la baja probabi-
lidad de P(Y = 22.5), estamos a favor de este dltimo punto de vista. [ |

= .0466

4.146

4.147

4.148

La probabilidad exacta, P(Y = 22.5), para el Ejemplo 4.17 requeriria evaluar la integral

[} 2.1 eﬁ\'/Z

y
Py=25=| 2 4.
( ) /22'5 »iraa) @

Aun cuando podriamos utilizar tablas dadas por Pearson (1965) para evaluar esta integral, no
podemos hacerlo directamente. Por supuesto que podriamos usar R o S—Plus o una de las apli-
caciones breves para evaluar numéricamente esta probabilidad. A menos que usemos software
de estadistica, integrales similares son dificiles de evaluar para la densidad beta y para muchas
otras funciones de densidad. El teorema de Tchebysheff a veces proporciona limites rdpidos
para probabilidades a la vez que evita una laboriosa integracidn, la utilizacién de software o
bisquedas de tablas apropiadas.

Ejercicios

Un fabricante de llantas desea calcular un intervalo de rendimiento en millas que excluya no mds de
10% del rendimiento de las llantas que €l vende. Todo lo que sabe es que, para un gran niimero de llantas
probadas, la media de rendimiento fue de 25,000 millas y que la desviacién estdndar fue de 4000 millas.
(Qué intervalo sugerirfa usted?

Una mdquina empleada para llenar cajas de cereal despacha, en promedio, u onzas por caja. El fabricante
desea que las Y onzas reales despachadas no rebasen por més de 1 onza a u, al menos 75% del tiempo.
(Cudl es el maximo valor de o, la desviacién estdndar de Y, que se puede tolerar si las metas del fabri-
cante han de satisfacerse?

Encuentre P(|Y — p| < 20) para el Ejercicio 4.16. Compare con los correspondientes enunciados proba-
bilisticos dados por el teorema de Tchebysheff y la regla empirica.
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4.149
4.150

4.151
4.152

4.153

4.154

4.11

Determine P(\Y - ,u\ = 20) para la variable aleatoria uniforme. Compare con los correspondientes
enunciados probabilisticos dados por el teorema de Tchebysheff y la regla empirica.

Determine P(|Y — | = 20) para la variable aleatoria exponencial. Compare con los correspondientes
enunciados probabilisticos dados por el teorema de Tchebysheff y la regla empirica.

Consulte el Ejercicio 4.92. ;Esperaria que C excediera de 2000 con frecuencia?

Consulte el Ejercicio 4.109. Encuentre un intervalo que contenga L durante al menos 89% de las sema-
nas que la maquina estd en uso.

Consulte el Ejercicio 4.129. Encuentre un intervalo para el cual la probabilidad de que C se encuentre
dentro del mismo sea al menos de .75.

Suponga que Y es una variable aleatoria distribuida con x2, con v = 7 grados de libertad.
a ;Cudles son la media y la varianza de Y?
b ;Es probable que Y tome un valor de 23 0 més?

c Ejercicio Applet Use la aplicacién Gamma Probabilities and Quantiles para hallar P(Y > 23).

Valores esperados de funciones
discontinuas y distribuciones
mixtas de probabilidad (opcional)

Los problemas en probabilidad y estadistica en ocasiones incluyen funciones que son parcial-
mente continuas y parcialmente discretas, en una de dos maneras. Primero, podemos estar
interesados en las propiedades, por ejemplo el valor esperado de una variable aleatoria g(Y)
que es una funcién discontinua de una variable aleatoria discreta o continua Y. En segundo
término, la variable aleatoria de interés misma puede tener una funcién de distribucién que es
continua sobre algunos intervalos de manera que algunos puntos aislados tienen probabilida-
des positivas.
Tlustramos estas ideas con los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 4.18

Soluciéon

Un vendedor minorista de un producto derivado del petréleo vende una cantidad aleatoria Y
al dia. Suponga que Y, medida en miles de galones, tiene la funcién de densidad de probabi-
lidad

(3/8)y%, 0=y =2,

0, en cualquier otro punto.

£y = {

La utilidad del minorista resulta ser de $100 por cada 1000 galones vendidos (10¢ por galén)
si Y = 1y $40 extra por 1000 galones (4¢ extra por gal6én) si ¥ > 1. Encuentre la utilidad
esperada del minorista para cualquier dia determinado.

Denote con g(Y) la utilidad diaria del minorista. Entonces

100y, 0=<Y =<1,
g(Y) =

140y, 1 <Y =2
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Deseamos hallar la utilidad esperada; por el Teorema 4.4, el valor esperado es

o0

Elg(¥)] = f 20 7(y) dy

—00

[ [G))o- [o[G)]

_ 300 4}‘+ 420 4]2
®@ |, ®@ ]
300 420

—(1) + —(15) = 206.25.
35 (D + 55015

Entonces, el minorista puede esperar una utilidad de $206.25 con la venta diaria de este pro-
ducto particular. |

Suponga que Y denota la cantidad que paga por pdliza en un afio una compaiiia de seguros
que proporciona seguro a automoviles. Para muchas pdlizas, ¥ = 0 porque las personas ase-
guradas no estan involucradas en accidentes. Para personas aseguradas que sufren accidentes,
la cantidad pagada por la compaiiia podria ser modelada con una de las funciones de densidad
que previamente hemos estudiado. Una variable aleatoria Y que tiene alguna de sus probabi-
lidades en puntos discretos (0 en este ejemplo) y el resto disperso en intervalos, se dice que
tiene una distribucion mezclada. Denote con F(y) una funcién de distribucién de una variable
aleatoria Y que tiene una distribucién mezclada. Para todos los fines practicos, cualquier fun-
cion F(y) de distribucién mezclada se puede escribir de manera tinica como

FQ) = ¢ F(y) + o ,F50),

donde F,(y) es una funcién escaldn de distribucién, F,(y) es una funcién de distribucién con-
tinua, c, es la probabilidad acumulada de todos los puntos discretos y ¢, = 1 — ¢, es la proba-
bilidad acumulada de todas las porciones continuas.

El siguiente ejemplo da una ilustracién de una distribucién mezclada.

EJEMPLO 4.19

Solucion

Denote con Y la vida ttil (en cientos de horas) de componentes electrénicos. Estos fallan con
frecuencia inmediatamente desptes de conectarlos en un sistema. Se ha observado que la pro-
babilidad de falla inmediata es 1 /4. Si un componente no falla de inmediato, la distribucién
para su vida qtil tiene la funcién de densidad exponencial

Y, >0,
fly) = {e Y

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de distribucion para Yy evalie P(Y > 10).

Hay s6lo un punto discreto, y = 0, y este punto tiene probabilidad 1/4. Por tanto, ¢, =1/4 'y
¢, = 3 /4. Se deduce que Y es una mezcla de las distribuciones de dos variables aleatorias, X,
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FIGURA 4.18
Funcién de distri-
bucién F(y) para el
Ejemplo 4.19

F(y)

1 —_—

1/4

y X,, donde X, tiene probabilidad 1 en el punto 0 y X, tiene la densidad exponencial dada.
Esto es,

Fi(y) = 0, y<o,
e { I, y=0,
y
(o y <0,
B = {foye_xdx =1—-e¢7, y=0.
Ahora
F(y) = (1/4) Fi(y) + (3/4) Fx(y),
y, por tanto,
P(Y>10)=1-P(Y =10) =1 - F(10)
= 1=[(1/4) + 3/49(1 = 1]
= 3/H0 = (1 —e '] = (3/4)e .
En la Figura 4.18 se da una grafica de F(y). |

DEFINICION 4.15

Un método fécil para hallar el valor esperado de variables aleatorias con distribuciones mez-
cladas se da en la Definicion 4.15.

Hagamos que Y tenga la funcion de distribucion mezclada

F(y) = ciFi(y) + c2Fa(y)

y supongamos que X; es una variable aleatoria discreta con funcién de distribucién
F,(y) y que X, es una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F,(y).
Denotemos con g(Y) una funcién de Y. Entonces

E[g(Y)] = c1 E[g(X1)] + 2 E[g(X5)].
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EJEMPLO 4.20 Encuentre la media y la varianza de la variable aleatoria definida en el Ejemplo 4.19.

Solucion

Con todas las definiciones como en el Ejemplo 4.19, se deduce que

E(X)) =0 y E(Xp) =/ ye Y dy = 1.
0

Por tanto,
w=EY)=(1/4EX) +(3/4)E(X,) =3/4.

También,
E(X2)=0 y E(X3) = /OO yre ™ dy = 2.
0
En consecuencia,
E(Y?) = (1/4)E(X]) + B/4) E(X3) = (1/4)(0) + (3/4)(2) = 3/2.

Entonces

V(Y) = E(Y?) — u? =(3/2) — (3/4)* = 15/16. u

“4.155

“4.156

“4.157

Ejercicios

Una constructora de casas necesita adquirir algunos abastecimientos que tienen un tiempo de espera Y
para entregarse, con una distribucién uniforme continua en el intervalo de 1 a 4 dias. Como ella puede
arregldrselas sin el material durante 2 dias, el costo de la demora se fija en $100 para cualquier tiempo
de espera hasta de 2 dias. Después de 2 dias, no obstante, el costo de la demora es $100 més $20 por dia
(prorrateado) por cada dia individual. Esto es, si el tiempo de espera es 3.5 dias, el costo de la demora
es $100 + $20(1.5) = $130. Encuentre el valor esperado del costo de la constructora debido a la espera
de abastecimientos.

La duracién Y de llamadas telefénicas de larga distancia (en minutos) vigilada por una estacién es una
variable aleatoria con propiedades tales que

PY=3)=2 y PY=6)=.1

De otro modo, Y tiene una funcién de densidad continua dada por

{ (1/4)ye™, y >0,

, en cualquier otro punto.

fly) =

Los puntos discretos en 3 y 6 se deben al hecho de que la duracién de la llamada se anuncia a quien
genera la llamada en intervalos de tres minutos, y quien llama debe pagar tres minutos incluso si habla
durante un periodo menor. Encuentre la duracién esperada de una llamada de larga distancia selecciona-
da al azar.

Se sabe que la vida til Y de un componente empleado en un complejo sistema electrénico tiene una
densidad exponencial con una media de 100 horas. El componente se cambia cuando falla o a una edad
de 200 horas, lo que ocurra primero.

a Encuentre la funcién de distribucién para X, la vida util en que el componente estd en uso.

b Encuentre E(X).
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“4.158

“4.159

4.12

Considere el aparato que dispara clavos del Ejemplo 4.15. Cuando el aparato funciona, el clavo es dis-
parado con velocidad, V, con densidad

p3ev/500

Fv) = (500)*T'(4) "

El aparato no dispara bien 2% del tiempo que se usa, resultando en una velocidad de 0. Encuentre la
energia cinética esperada asociada con un clavo de masa m. Recuerde que la energia cinética, k, de una
masa m que se mueve a velocidad v es k = (mv?) /2.

Una variable aleatoria Y tiene funcién de distribucion

0, siy <0,

) .

y-+0.1, si0=y<.5,
F(y) = .

v, siS=y<lI,

1, siy =1.

a Dé F,(y) y F,(»), los componentes discretos y continuos de F(y).
b Escriba F(y) como ¢, F(y) + c,F,(y).

¢ Encuentre el valor y la varianza esperados de Y.

Resumen

Este capitulo presenté modelos probabilisticos para variables aleatorias continuas. La funcién
de densidad, que da un modelo para una distribucién de frecuencia poblacional asociada con
una variable aleatoria continua, de manera subsiguiente dard un mecanismo para inferir ca-
racteristicas de la poblacién basada en mediciones contenidas en una muestra tomada de esa
poblacién. Como consecuencia, la funcién de densidad da un modelo para una distribucién
real de datos que existe o podria ser generada por experimentacion repetida. Distribuciones
similares para pequefios conjuntos de datos (muestras de poblaciones) se estudiaron en el
Capitulo 1.

Cuatro tipos especificos de funciones de densidad: uniforme, normal, gamma (con la x* y
exponencial como casos especiales) y beta se presentaron y dan una amplia variedad de mo-
delos para distribuciones de frecuencia poblacional. Para comodidad del estudiante, la Tabla
4.1 contiene un resumen de los comandos R (o S-Plus) que dan probabilidades y cuantiles
asociados con estas distribuciones. Muchas otras funciones de densidad podrian utilizarse
para ajustarse a situaciones reales, pero las cuatro descritas se adaptan perfectamente en mu-
chas situaciones. Otras funciones de densidad mds se presentan en los ejercicios al final del
capitulo.

Lo adecuado de una funcién de densidad para modelar la distribucién de frecuencia para una
variable aleatoria depende de la técnica para hacer inferencias que se emplee. Si un modesto desa-

Tabla 4.1  Procedimientos R (y S-Plus) que dan probabilidades y percentiles para algunas
distribuciones continuas comunes

p—Esimo cuantil:

Distribucién P(Y = yo) ¢, manera que P(Y =¢,) =p
Normal pnorm(yo,m,0) gnorm(p,m,0)
Exponencial pexp(yo,1/B) gexp(p,1/pB)

Gamma pgamma (yo,a,1/B) qggamma(p,a,1/B)

Beta pbeta(yo,a,B) gbeta(p,a,B)
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cuerdo entre el modelo y la distribucién de frecuencia de poblacién real no afecta la bondad del
procedimiento inferencial, el modelo es adecuado.

La ultima parte del capitulo se ocupé de valores esperados, en particular momentos y
funciones generadoras de momento. Es importante concentrar la atencién en la razén para
presentar estas cantidades y evitar excesiva concentracién en los aspectos matematicos del
material. Los momentos, particularmente la media y la varianza, son medidas descriptivas
numéricas para variables aleatorias. En especial, mas adelante veremos que a veces es dificil
hallar la distribucién de probabilidad para una variable aleatoria ¥ o una funcién g(Y), y ya
hemos observado que la integracién en intervalos para muchas funciones de densidad (la nor-
mal y gamma, por ejemplo) es muy dificil. Cuando esto ocurre, podemos describir de un modo
aproximado el comportamiento de la variable aleatoria con el uso de sus momentos, junto con
el teorema de Tchebysheff y la regla empirica (Capitulo 1).
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Ejercicios complementarios

Sea la funcién de densidad de una variable aleatoria Y dada por
2
fy) = 71 +y)’

0, en cualquier otro punto.

—“l=y=1,

a Encuentre la funcion de distribucidn.

b Encuentre E(Y).
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4.161

4.162

4.163

4.164

4.165

4.166

4.167
4.168

4.169

“4.170

El tiempo necesario para completar un examen de aptitud en universidades se encuentra normalmente
distribuido con media de 70 minutos y desviacion estandar de 12 minutos. ;Cuanto debe durar el exa-
men si deseamos que 90% de los estudiantes tenga suficiente tiempo para completar el examen?

Una fébrica utiliza 3000 focos cuya vida ttil estd normalmente distribuida con media de 500 horas y
desviacion estdndar de 50. Para reducir al minimo el nimero de focos que se queman durante horas de
operacidn, todos son cambiados después de un periodo determinado. ;Con qué frecuencia deben cam-
biarse los focos si deseamos que no mas de 1% de los focos se quemen entre periodos de cambio?

Consulte el Ejercicio 4.66. Suponga que cinco cojinetes se sacan al azar de la produccién. ;Cudl es la
probabilidad de que al menos uno esté defectuoso?

La vida util de las barrenas de perforacion de pozos petroleros depende de los tipos de roca y suelo que
encuentren al perforar, pero se estima que la duracién media es de 75 horas. Una compaiifa de explora-
cién compra barrenas cuya vida ttil estd normalmente distribuida, en forma aproximada, con media de
75 horas y desviacién estandar de 12 horas. ;Qué proporcién de las barrenas de la compaiifa

a fallardn antes de 60 horas de uso?,
b durardn al menos 60 horas?,
¢ tendrdn que ser cambiadas después de mds de 90 horas de uso?
Sea que Y tenga funcién de densidad
v 2y
cye ™, 0=y =o0,
fo) = {

en cualquier otro punto.

a Encuentre el valor de ¢ que haga de f(y) una funcién de densidad.
b Obtenga la media y la varianza para Y.
¢ Obtenga la funcién generadora de momento para Y.

Use el hecho de que

[ A o

e=1+z+—-+—-+—-+
20 31 4l
para expandir la funcion generadora de momento del Ejemplo 4.16 en una serie para hallar u,, w,, tt3 y
M4 para la variable aleatoria normal.

Encuentre una expresion para g, = E(Y*), donde la variable aleatoria Y tiene una distribucién beta.

El nimero de llegadas N a una caja de un supermercado en el intervalo de 0 a 7 sigue una distribucién de
Poisson con media Az. Denote con T el tiempo hasta la primera llegada. Encuentre la funcién de densi-
dad para T. [Nota: P(T > t)) = P(N = 0ent = t,).]

Se puede usar un argumento semejante al del Ejercicio 4.168 para demostrar que si los eventos ocurren
en el tiempo de acuerdo con una distribucién de Poisson con media Az, entonces los tiempos de llegada
entre eventos tienen una distribucién exponencial con media 1 /A. Si entran llamadas a un centro policial
de emergencia a razén de diez por hora, ;cudl es la probabilidad de que transcurran mds de 15 minutos
entre las dos llamadas siguientes?

Consulte el Ejercicio 4.168.

a Si U es el tiempo hasta la segunda llegada, demuestre que U tiene una funcién de densidad gamma
cona=2yB=1/A

b Demuestre que el tiempo hasta la k—ésima llegada tiene una densidad gamma con a = k' y

B=1/A
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Suponga que llegan clientes a una caja a razén de dos por minuto.
a (Cuadles son la media y la varianza de los tiempos de espera entre llegadas sucesivas de clientes?

b Si una empleada tarda tres minutos en atender al primer cliente que llega a una caja, ;cuél es la
probabilidad de que al menos un cliente més esté esperando cuando se termine de servir al primer
cliente?

Las llamadas para conexiones de entrada a un centro de computacién llegan a un ritmo promedio de cua-
tro por minuto. Las llamadas siguen una distribucién de Poisson. Si llega una llamada al principio de un
intervalo de un minuto, ;cudl es la probabilidad de que una segunda llamada no llegue en los siguientes
20 segundos?

Suponga que plantas de una especie particular se dispersan en una superficie de modo que el nimero
de ellas en un area determinada sigue una distribucién de Poisson con densidad media de A plantas por
unidad de drea. Si una planta se selecciona al azar en esta drea, encuentre la funcién de densidad de pro-
babilidad de la distancia a la planta vecina mds cercana. [Sugerencia: Si R denota la distancia a la vecina
mads préxima, entonces P(R > r) es igual a la probabilidad de no ver plantas en un circulo de radio r.]

El tiempo (en horas) que un gerente tarda en entrevistar a un solicitante de trabajo tiene una distribucién
exponencial con 8 = 1/2. Los solicitantes son citados a intervalos de un cuarto de hora, empezando a
las 8:00 a.m. y llegan exactamente a tiempo. Cuando el candidato citado a las 8:15 a.m. llega a la oficina
del gerente, ;cudl es la probabilidad de que tenga que esperar antes de ser entrevistado?

El valor de la mediana y de una variable aleatoria continua es aquel para el que F(y) = .5. Encuentre el
valor de la mediana de la variable aleatoria del Ejercicio 4.11.

Si Y tiene una distribucién exponencial con media 3, encuentre (como funcién de ) la mediana de Y.

Ejercicio Applet Use la aplicacion Gamma Probabilities and Quantiles para hallar las medianas de
variables aleatorias con distribuciéon gamma y pardmetros

a a =1, B = 3. Compare su respuesta con la del Ejercicio 4.176.
b « = 2,8 = 2. ;Lamediana es mayor o menor que E(Y)?
¢ a=15,8=10.;Lamediana es mayor o menor que E(Y)?

d En todos estos casos, la mediana excede a la media. ;Como se refleja eso en las formas de las densi-
dades correspondientes?

Grafique la funcién de densidad de probabilidad beta paraa =3y 8 = 2.

a Si Ytiene esta funcién de densidad beta, encuentre P(.1 = Y = .2) usando probabilidades binomiales
para evaluar F(y). (Vea la Seccién 4.7.)

b Ejercicio Applet Si Y tiene esta funcién de densidad beta, encuentre P(.1 = Y = .2), usando la apli-
cacion Beta Probabilities and Quantiles.

c Ejercicio Applet Si Y tiene esta funcién de densidad beta, use la aplicacion Beta Probabilities and
Quantiles para hallar los cuantiles .05 y .95 para Y.

d (Cudl es la probabilidad de que Y caiga entre los dos cuantiles encontrados en el inciso ¢?

Una comerciante al menudeo tiene una demanda diaria Y de cierto alimento que se vende por libra,
donde Y (medido en cientos de libras) tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

3y, 0=y=1,
fo) =

0, en cualquier otro punto.
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4.180

4.181

“4.182

4.183
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(Ella no puede tener en existencia mas de 100 libras.) La comerciante desea adquirir 100k libras de ali-
mento, que compra en 6¢ por libra y lo vende en 10¢ por libra. ;Qué valor de k minimizara su utilidad
diaria esperada?

Suponga que Y tiene una distribucién gammacona =3y 3 = 1.
a Use probabilidades de Poisson para evaluar P(Y = 4). (Vea el Ejercicio 4.99.)
b Ejercicio Applet Use la aplicacion Gamma Probabilities and Quantiles para hallar P(Y < 4).

Suponga que Y es una variable aleatoria normalmente distribuida con media u y varianza o>. Use los
resultados del Ejemplo 4.16 para hallar la funcién generadora de momento, media y varianza de
Y —
z=="F
o

(Cudl es la distribucion de Z? ;Por qué?

Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucién log—normal si X = In(Y) tiene una distribucién
normal. (EI simbolo In denota logaritmo natural.) En ese caso Y debe ser no negativa. La forma de la
funcién de densidad de probabilidad log-normal es semejante a la de la distribuciéon gamma, con una
larga cola a la derecha. La ecuacién de la funcién de densidad log-normal estd dada por

U nty)-w( 202)

1) = { v |

0, en cualquier otro punto.

y >0,

Como In(y) es una funcién monoténica de y,
P(Y =y) = P[In(Y) =In(y)] = P[X =In(y)],

donde X tiene una distribucién normal con media w y varianza o2. De esta forma, las probabilidades
para variables aleatorias con una distribucién log-normal se pueden hallar al transformarlas en proba-
bilidades que puedan calcularse usando la distribucién normal ordinaria. Si Y tiene una distribucién
log-normal con u = 4 y o? = 1, encuentre

a PY=4).
b P(Y>38).
Si Y tiene una distribucién log-normal con pardmetros i y o se puede demostrar que

E(Y) =e®™ 2y y(y) = (e — 1.

Los granos que componen metales policristalinos tienden a tener pesos que siguen una distribucién
log-normal. Para un tipo de aluminio, los pesos en gramos tienen una distribucién log-normal con
w =3y o =4 (en unidades de 1072 g).

a Encuentre la media y la varianza de los pesos en los granos.

b Encuentre un intervalo en el que al menos 75% de los pesos en granos deben estar. [Sugerencia: Use
el teorema de Tchebysheff. ]

¢ Encuentre la probabilidad de que un grano seleccionado al azar pese menos que el peso medio del
grano.

Denote con Y una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad dada por
fy) =@1/2)e P, —o0<y<oo.

Encuentre la funcién generadora de momento de Yy tsela para hallar E(Y).

Sean f,(y) y f>(y) funciones de densidad y sea a una constante tal que 0 = a = 1. Considere la funcién

Jo) =af,(y) + (1 = a) /().
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a Demuestre que f(y) es una funcién de densidad que se conoce con frecuencia como mezcla de dos
funciones de densidad.

b Suponga que Y, es una variable aleatoria con funcién de densidad fi(y) y que E(Y;) = u, y
Var(Y;) = a2 y del mismo modo suponga que Y, es una variable aleatoria con funcién de densidad
£y que E(Y,) = u,y Var(Y,) = o} Suponga que Y es una variable aleatoria cuya densidad es una
mezcla de las densidades correspondientes a Y, y ¥,. Demuestre que

i EY)=ap + (1 —a)us.
ii Var(Y) =ao? + (1 —a)a} +a(l —a)lpw — pal*
[Sugerencia: E(Y?) = u? +o?, i =1,2]
Se dice que la variable aleatoria Y, con una funcién de densidad dada por

mym*l

[

e 0=y <oo,a, m>0

fly) =

tiene una distribucién Weibull. La funcién de densidad Weibull da un buen modelo para la distribucién
de vida qtil para muchos aparatos mecdnicos y plantas biolégicas y animales. Encuentre la media y la
varianza para una variable aleatoria con distribucién Weibull con m = 2.

Consulte el Ejercicio 4.186. Los resistores que se usan en la construccién de un sistema de guia en avio-
nes tienen vidas ttiles que siguen una distribucién Weibull con m = 2y @ = 10 (con medidas en miles
de horas).

a Encuentre la probabilidad de que la vida util de un resistor de este tipo seleccionado al azar exceda
de 5000 horas.

b Si tres resistores de este tipo operan de manera independiente encuentre la probabilidad de que exac-
tamente uno de los tres se queme antes de 5000 horas de uso.

Consulte el Ejercicio 4.186.

a (Cudl es el nombre comin de la distribucién de una variable aleatoria que tiene una distribucién
Weibull con m = 1?

b Obtenga, en términos de los pardmetros a y m, la media y la varianza de una variable aleatoria con
distribucién Weibull.

Sin > 2 es un entero, la distribucién con densidad dada por
1
f(y) = { B(1/2,[n =21/2)

0, en cualquier otro punto.

1=y —1=y=1,

Se llama la distribucién r. Determine la media y la varianza de una variable aleatoria con la distribu-
cién r.

Una funcién en ocasiones asociada con variables aleatorias continuas no negativas es la funcién de por-
centaje de falla (o porcentaje de riesgo), que estd definida por

f()

A )

para una funcién de densidad f(r) con funcién de distribucién correspondiente F(f). Si consideramos la
variable aleatoria en cuestiéon como la duracién de un componente, r(f) es proporcional a la probabilidad
de falla en un pequefio intervalo después de #, dado que el componente ha seguido en servicio después de 7.
Demuestre que,

a para una funcién de densidad exponencial, (¢) es constante,

b para una funcién de densidad Weibull con m > 1, r(¢) es una funcién creciente de ¢. (Vea el Ejercicio
4.186.)
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Suponga que Y es una variable aleatoria continua con una funcién de distribucién dada por F(y) y fun-
cion de densidad de probabilidad f(y). Con frecuencia estamos interesados en conocer las probabilidades
condicionales de la forma P(Y = y|Y = ¢) para una constante c.

a Demuestre que, paray = c,

F(y) = F(c)

P(YSy‘YEC)= 1 —F(o)

b Demuestre que la funcién en el inciso a tiene todas las propiedades de una funcién de distribucién.

¢ Sila duracién Y para una bateria tiene una distribucién Weibull con m = 2 y & = 3 (con mediciones
en aflos), encuentre la probabilidad de que la bateria dure menos de cuatro afios, en vista que ahora
ya tiene dos afios.

Las velocidades de particulas de gas pueden ser modeladas por la distribuciéon de Maxwell, cuya funcién
de densidad de probabilidad estd dada por

3/2
flv) = 477(2 ";{T) y2e v (m/2KT) v >0,
T

donde m es la masa de la particula, K es la constante de Boltzmann y 7 es la temperatura absoluta.
a Encuentre la velocidad media de estas particulas.

b La energia cinética de una particula estd dada por (1/2)mV?2. Encuentre la energfa cinética media
para una particula.

En vista de que
F(y) = F(c)

P(Y =ylY =¢) = = F©

tiene las propiedades de una funcién de distribucidn, su derivada tendrd las propiedades de una funcién
de densidad de probabilidad. Esta derivada estd dada por

f(y)

—_— ) =c.

1—F(c)’

Podemos entonces hallar el valor esperado de Y, dado que Y es mayor que ¢, con el uso de
‘l o]
E(Y|Y =¢) = ——— ) dy.
WY =0 = =5 [ o) a

Si Y, la duracién de un componente electrénico, tiene una distribucién exponencial con media de 100
horas, encuentre el valor esperado de Y, dado que este componente ya ha estado en uso durante 50 ho-
ras.

Podemos demostrar que la funcién de densidad normal se integra hasta la unidad al demostrar que, si

>0,
1

T

1 /OO —(1/2)uy?
- e w0 dy =
\V4 27T —00

Esto, a su vez, se puede demostrar al considerar el producto de dos de estas integrales:

1 * 1/2u? X 2ux 1 Y 1/2)u(x?+y?
i / LTSN / o2 g\ = 7/ / o) g
27 \J -0 —o0 2T )00 J o0

Al transformar a coordenadas polares, demuestre que la integral doble precedente es igual a 1 /u.
Sea Z una variable aleatoria normal estdndar y W = (Z% + 32)%.

a Use los momentos de Z (vea Ejercicio 4.199) para obtener la media de W.

b Use el resultado dado en el Ejercicio 4.198 para hallar un valor de w tal que P(W = w) = .90.

Demuestre que I'(1/2) = v al escribir
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r(/2) =/ y 1 2e™ dy
0

al hacer la transformacién y = (1/2)x? y emplear el resultado del Ejercicio 4.194.

La funcién B(a, B) estd definida por

1
Blo, ) = / (1 = )P dy.

a Siy = sen® 0, demuestre que
/2
B(a, B) = 2[ sen’® 19 cos® ' 0 do.
0

b Exprese I'(a)I'(8) como una integral doble, transforme a coordenadas polares y concluya que
I'(a)I'(B)
Fa+p)’

La desigualdad Markov Sea g(Y) una funcién de la variable aleatoria continua Y, con E(| g(Y)\) < 00.
Demuestre que, para toda constante positiva k,

Bla, ) =

E(g(Y) ).

P(glY)= k)=1- .

[Nota: esta desigualdad también se cumple para variables aleatorias discretas, con una adaptacién obvia
en la prueba.]

Sea Z una variable aleatoria normal estandar.

a Demuestre que los valores esperados de todas las potencias enteras impares de Z son 0. Esto es, si
i=1,2,...,demuestre que E(Z*") = 0. [Sugerencia: una funcién g(-) es una funcion impar si, para
toda y, g(—y) = —g(y). Para cualquier funcién impar g(y), ff"oo g(y) dy = 0, silaintegral existe.]

b Sii=1,2,...,demuestre que
2T (i +1)
Voo
[Sugerencia: una funcién A(+) es una funcion par si, para toda y, h(—y) = h(y). Para cualquier funcién

par h(y), ff‘;b h(y)dy =2 fo * h(y) dy, si las integrales existen. Use este dato, haga el cambio de
variable w = z?/2 y use lo que sepa acerca de la funcién gamma.]

¢ Use los resultados del inciso b y de los Ejercicios 4.81(b) y 4.194 para deducir E(Z%), E(Z*), E(Z% y
E(Z).

E(Z¥) =

d Sii=1,2,...,demuestre que
E(Z%) = H(zj -0.

j=1
Esto implica que el i—€simo momento par es el producto de los primeros i enteros impares.
Suponga que Y tiene una distribucién beta con pardmetros o'y 3.

a Si a es cualquier valor positivo o negativo tal que a + a > 0, demuestre que

I'a+a)(a+p)

YY) = R o Fa s B+a)

b ;Por qué su respuesta al inciso a requirié que a + a > 0?
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¢ Demuestre que, con a = 1, el resultado en el inciso a da E(Y) = a/(a + B).

d Use el resultado del inciso a para dar una expresién para E(r/Y ). {Qué necesita para hacer suposi-
ciones acerca de a?

e Use el resultado del inciso a para dar una expresién para E(1/Y), E(1/\/Y ), y E(1/Y?). {Qué necesita
para hacer suposiciones acerca de « en cada caso?
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Introduccion

La interseccion de dos o més eventos es frecuentemente de interés para un experimentador.
Por ejemplo, un jugador de black-jack esté interesado en el evento de sacar un as y una “figu-
ra” de una baraja de 52 cartas. Un biélogo que observa el niimero de animales que sobreviven
de una camada se preocupa por la interseccion de estos eventos:

A: la camada contiene n animales.
B: sobreviven y animales.

Del mismo modo, observar la estatura y peso de una persona representa la interseccién de un
par especifico de eventos asociado con medidas de estatura-peso.

223
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5.2

Lo que es mds importante para expertos en estadistica son las intersecciones que se pre-
sentan en el curso de tomar muestras. Suponga que Y}, Y,, . . ., Y, denota los resultados de
n intentos sucesivos de un experimento. Por ejemplo, esta secuencia podria representar los
pesos de n personas o las medidas de n caracteristicas fisicas para una sola persona. Un con-
junto especifico de resultados o mediciones muestrales puede ser expresado en términos de
la interseccion de los n eventos (Y, = y)), (Y, = y,), . . ., (¥, = ¥,), que denotaremos como
Y, =y,Y,=y,...,Y, =y, obien, de un modo mis compacto, como (y;, ¥, - - - , y,,)- El
célculo de la probabilidad de esta interseccion es esencial para hacer inferencias acerca de la
poblacion de la cual se tomo la muestra y es una razén importante para estudiar distribuciones
de probabilidad multivariantes.

Distribuciones de probabilidad
bivariantes y multivariantes

Se pueden definir muchas variables aleatorias sobre el mismo espacio muestral. Por ejemplo,
considere el experimento de lanzar un par de dados. El espacio muestral contiene 36 puntos
muestrales, correspondientes a las mn = (6)(6) = 36 formas en las que pueden aparecer nu-
meros en las caras de los dados. Cualquiera de las siguientes variables aleatorias podria estar
definida sobre el espacio muestral y podria ser de interés para el experimentador:

Y,: el nimero de puntos que aparecen en el dado 1.

Y,: el nimero de puntos que aparecen en el dado 2.

Y;: la suma del nimero de puntos en los dados.

Y,: el producto del nimero de puntos que aparecen en los dados.

Los 36 puntos muestrales asociados con el experimento tienen la misma probabilidad y
corresponden a los 36 eventos numéricos (y,, y,). Asi, lanzar un par de nimeros 1 es el evento
sencillo (1, 1). Lanzar un 2 en el dado 1 y un 3 en el dado 2 es el evento sencillo (2, 3). Como
todos los pares (y,, y,) ocurren con la misma frecuencia relativa, asignamos una probabilidad
1/36 a cada punto muestral. Para este ejemplo sencillo la interseccién (y,, y,) contiene a lo
sumo un punto muestral. En consecuencia, la funcién de probabilidad bivariante es

pyL) =PY1=yL,Ya=y)=1/36, y1=1,2,...,6,y2=1,2,..., 6.

En la Figura 5.1 se muestra una grafica de la funcién de probabilidad bivariante para el
experimento de lanzar dados. Observe que una probabilidad diferente de cero se asigna a un
punto (¥, y,) del planosiy sélosiy, =1, 2,...,6yy, =1, 2,..., 6. Entonces, a los 36
puntos del plano se les asignan exactamente probabilidades diferentes de cero. Ademds, las
probabilidades se asignan en tal forma que la suma de las probabilidades diferentes de cero
es igual a 1. En la Figura 5.1 los puntos a los que se asignan probabilidades diferentes de ce-
ro estan representados en el plano (y,, y,), mientras que las probabilidades asociadas con estos
puntos estan dadas por las longitudes de las rectas que aparecen arriba de ellos. La Figura 5.1
puede verse como histograma tedrico de frecuencia relativa en tres dimensiones para los pares
de observaciones (y;, y,). Al igual que en el caso discreto de una sola variable, el histograma
tedrico da un modelo para el histograma muestral que se obtendria si el experimento de lanzar
dados se repitiera un gran nimero de veces.



FIGURA 5.1
Funcién de probabili-
dad bivariante;

y; = ndmero de
puntos en el dado 1,
¥, = nimero de
puntos en el dado 2

DEFINICION 5.1

TEOREMA 5.1
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Py y,)

1/36+

Y1

Y2

Sean Y, y Y, variables aleatorias discretas. La funcion de probabilidad conjunta (o biva-
riante) para Y, y Y, estd dada por

Py, y2) = P(Y1 = y1, Yo = ), —00 < y; <00, —00 <y <o0.

En el caso de la variable tnica que estudiamos en el Capitulo 3 vimos que la funcién de
probabilidad para una variable aleatoria discreta Y asigna probabilidades diferentes de cero
a un nimero finito o contable de valores distintos de Y, en forma tal que la suma de las pro-
babilidades es igual a 1. Del mismo modo, en el caso bivariante la funcién de probabilidad
conjunta p(y,, y,) asigna probabilidades diferentes de cero a s6lo un niimero finito o contable
de pares de valores (y,, y,). Ademds, las probabilidades diferentes de cero deben sumar 1.

Si Y,y Y, son variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad conjunta p(y,,
¥,), entonces

1. p(y,,y,) = 0 paratoday,, y,.
2. Zyl, 1, P(¥1, ¥2) = 1, donde la suma es para todos los valores (y,, y,) a los que se
asignan probabilidades diferentes de cero.

Al igual que en el caso discreto univariante, la funcién de probabilidad conjunta para va-
riables aleatorias discretas a veces se denomina funcion de masa de probabilidad conjunta
porque especifica la probabilidad (masa) asociada con cada uno de los posibles pares de va-
lores para las variables aleatorias. Una vez que la funcién de probabilidad conjunta se haya
determinado para variables aleatorias discretas Y, y Y,, calcular las probabilidades conjuntas
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en donde aparecen Y, y Y, es fécil. Para el experimento de lanzar dados, P2 =Y, =3, 1 =
Y,=2)es

PR=<Y, =3,1=Y,=<2)=p2 1)+ p2,2) + p3, 1)+ p@3,2)
=4/36 = 1/9.

EJEMPLO 5.1

Solucion

Un supermercado local tiene tres cajas. Dos clientes llegan a las cajas en momentos diferentes
cuando las cajas no atienden a otros clientes. Cada cliente escoge una caja de manera aleato-
ria, independientemente del otro. Denote con Y, el nimero de clientes que escogen la caja 1y
con Y, el nimero que selecciona la caja 2. Encuentre la funcion de probabilidad conjunta de
Y vY,.

Podriamos proceder en muchas formas. La mds directa es considerar el espacio muestral
asociado con el experimento. Denotemos con el par {i, j} el evento sencillo de que el primer
cliente escogi6 la caja i y el segundo cliente escogio la caja j, donde i, j = 1,2y 3. Usando la
regla mn, el espacio muestral estd formado por 3 X 3 = 9 puntos muestrales. De acuerdo con
las suposiciones dadas antes, cada punto muestral es igualmente probable y tiene probabilidad
1/9. El espacio muestral asociado con el experimento es

S=[1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 1}, {2, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {3, 2}, {3, 3}I.

Observe que el punto muestral {1, 1} es el inico correspondiente a (Y, = 2, ¥, = 0) y por tanto
P(Y,=2,Y,=0)=1/9. Del mismo modo, P(Y; = 1,Y, = 1) =P({l,2} o {2, 1}) = 2/9.
La Tabla 5.1 contiene las probabilidades asociadas con cada posible par de valores para Y, y
Y,, es decir, la funcién de probabilidad conjunta para Y; y Y,. Como siempre, los resultados
del Teorema 5.1 se cumplen para este ejemplo.

Tabla 5.1 Funci6n de probabilidad para Y7 y Y5, Ejemplo 5.1

Vi
V2 0 1 2
0 1/9 2/9 1/9
1 2/9 2/9 0
2 1/9 0 0 ]

DEFINICION 5.2

Al igual que en el caso de variables aleatorias univariantes, la distincién entre variables
aleatorias continuas conjuntas y discretas conjuntas puede ser caracterizado en términos de
sus funciones de distribucién (conjuntas).

Para cualesquiera variables aleatorias Y, y Y,, la funcién de distribucion (bivariante)
conjunta F(y,, y,) es

F(yi,y2) = P(Y1 =y, Y2 =), —00 < y; <00, =00 < y; <o00.
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Para dos variables discretas Y, y Y,, F(y,, y,) estd dada por

F(yi,y) =Y Y. plh,b).

L=y b=y

Para el experimento de lanzar un dado,
F(2,3) =P =2,Y,=3)
=p(l, D+ pd, 2)+pd, 3) +p2, D+ p@2,2) + p2, 3).

Como p(y,, y,) = 1/36 para todos los pares de valores de y, y y, en consideracion, F(2, 3) =
6/36 =1/6.

EJEMPLO 5.2

Solucion

Considere las variables aleatorias Y, y Y, del Ejemplo 5.1. Encuentre F(-1, 2), F(1.5, 2) y
F(5,7).

Usando los resultados de la Tabla 5.1 vemos que
F(-1,2)=PY,=-1,Y, =2) = P(@) =0.

Ademas,

F(1.5,2) = P(Y; = 1.5, Y, =2)
= p(0, 0) + p(0, 1) + p(0, 2) + p(1, 0) + p(1, 1) + p(1, 2) = 8/9.

De manera similar,

FGS, T)Y=PY, =5 Y,=T7 =1

Observe que F(y;, y,) = 1 paratoday,, y, tal que min {y;, y,} = 2. También, F(y;, y,) = 0si
min{y,, y,} <O. u

DEFINICION 5.3

Se dice que dos variables aleatorias son continuas conjuntas si su funcién de distribucién
conjunta F(y,, y,) es continua en ambos argumentos.

Sean Y, y Y, variables aleatorias continuas con funcion de distribucién conjunta F(y,,
¥,). Si existe una funcién no negativa f(y,, y,), tal que

N y2
F(y1, y2) = / f(t1, 1) diy dty,

—00 J —00

paratoda —00 < y; <00, —00 <y, < 00, entonces se dice que Y, y Y, son variables
aleatorias continuas conjuntas. La funcioén f(y,, y,) recibe el nombre de funcion de den-
sidad de probabilidad conjunta.

Las funciones de distribucién acumulativa bivariante satisfacen un conjunto de propieda-
des similares a las especificadas para funciones de distribucion acumulativa univariante.
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TEOREMA 5.2 Si Y, y Y, son variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta F(y,, y,), enton-
ces

1. F(—o0, —00) = F(—0c0, y;) = F(y;, —0) = 0.
2. F(oo,>) =1.
3. Siy] =y1yy, =y, entonces

F(y1, ) — F(y{,y2) — F(y1, y3) + F(y1, y2) =0.

La parte 3 resulta de que

F(y1, ) — F(y{,y2) — F(y1, y3) + F(y1, y2)
=Py <Y1 =y, m<Y,=y;)=0.

Observe que F(oco, 00) = hmv oo hmvz_)ooF (v» ¥,) = 1 implica que la funcién de densidad

conjunta f{(y,, y,) debe ser tal que la integral de f(y,, y,) para todos los valores de (y,, y,) es 1.

TEOREMA 5.3 Si Y, y Y, son variables aleatorias continuas conjuntas con una funcién de densidad
conjunta dada por f (y,, y,), entonces

L. f(y1, y2) =0 para toda yy, y.
2. f,oo f,oo S, y2)dy, dy, = 1.

Al igual que en el caso continuo univariante que se estudia en el Capitulo 4, la funcién de
densidad conjunta puede ser interpretada de manera intuitiva como un modelo para el histo-
grama de frecuencia relativa conjunta para Y,y Y,.

Para el caso continuo univariante, las dreas bajo la densidad de probabilidad para un inter-
valo corresponden a probabilidades. De igual manera, la funcién de densidad de probabilidad
bivariante f(y,, y,) traza una superficie de densidad de probabilidad sobre el plano (y,, y,)
(Figura 5.2).

FIGURA 5.2 fp )
Funcién de densidad
bivariante f(y,, y,)

B
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Los volimenes bajo esta superficie representan probabilidades. Asi, P(a;, = Y, = a,, b, =
Y, = b,) es el volumen sombreado que se ve en la Figura 5.2 y es igual a

bz a
/; / f 1, y2) dy, dy,.

EJEMPLO 5.3

Solucion

FIGURA 5.3
Representacion
geométrica
de flyy, y»),
Ejemplo 5.3

Suponga que una particula radiactiva se localiza aleatoriamente en un cuadrado con lados de
longitud unitaria. Esto es, si se consideran dos regiones de igual drea y dentro del cuadrado
unitario es igualmente probable que la particula se encuentre en cualquiera de las dos. Denote
con Y, y Y, las coordenadas de la ubicacién de la particula. Un modelo razonable para el his-
tograma de frecuencia relativa para Y, y Y, es la andloga bivariante de la funcién de densidad
uniforme univariante:

1, ()Sylﬁl,osyzﬁl,
fOn ) = {O

, en cualquier otro punto.
a Trace la superficie de densidad de probabilidad.

b Encuentre F(.2, .4).

¢ Encuentre P(1 =Y, =3,0=Y7,=.5).

a El trazo se muestra en la Figura 5.3.

4 2
b F(.2,.4)=[ [ f1, y2) dy, dy,

4 p2
- f / (1) dy, dy,
o Jo
4 2 4
:f ()’1] ) dy, =f 2dy, = .08.
0 0 0

La probabilidad F(.2, .4) corresponde al volumen bajo f(y,, y,)= 1, que estd sombreado en la
Figura 5.3. Como lo indican consideraciones geométricas, la probabilidad deseada (volumen)
es igual a .08, que obtuvimos mediante integracién al principio de esta seccién.

F y,)

F(2, 4)

Y2
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5 3
c P(l1=Y, =3,0=Y,=.)) =/ / S (1, y2) dy, dy,
0 1

5 3
=f / Ldy, dy, = .10.
0o Ju

Esta probabilidad corresponde al volumen bajo la funcién de densidad f(y,, y,)= 1 que esta
arriba de laregién .1 =y, = .3, 0 = y, = .5. Al igual que la solucién del inciso b, la solucién
actual se puede obtener con el uso de conceptos de geometria elemental. La densidad o altura
de la superficie es igual a 1 y por tanto la probabilidad deseada (volumen) es

P(1=Y,=3,0=Y,=.5 =(2)(.5(1) =.10. [ |

En el siguiente ejemplo se ilustra un modelo bivariante ligeramente mas complicado.

EJEMPLO 5.4

Soluciéon

FIGURA 5.4
Funcién de densidad
conjunta para el
Ejemplo 5.4

Se hade almacenar gasolina en un enorme tanque una vez al principio de cada semanay luego se
vende a clientes individuales. Denote con Y, el nivel de gasolina (proporcién) que alcanza
el tanque después de surtirlo. Debido a suministros limitados, Y, varfa de una semana a otra.
Denote con Y, la proporcién de la capacidad del tanque que se vende durante la semana. Como
Y, y Y, son proporciones, estas dos variables toman valores entre 0 y 1. Ademds, la cantidad
de gasolina vendida, y,, no puede ser mayor que la cantidad disponible, y,. Suponga que la
funcién de densidad conjunta para Y, y Y, estd dada por

3yi, O0=y=y =1,
SO, ) = {0

en cualquier otro punto.
En la Figura 5.4 se muestra una gréafica de esta funcion.
Encuentre la probabilidad de que menos de la mitad del tanque tenga gasolina y mds de un
cuarto del tanque se venda.
Buscamos P(0 = Y, = .5, Y, > .25). Para cualquier variable aleatoria continua, la probabili-

dad de observar un valor en una region es el volumen bajo la funcién de densidad por arriba
de la region de interés. La funcién de densidad f(y,, y,) es positiva s6lo en la region triangular

T yy)

<)

M

Y2



FIGURA 5.5
Region de
integracion para el
Ejemplo 5.4
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Yy
1 =

12 L

Va4 L __ AL __ 1

grande del plano (y,, y,) que se ve en la Figura 5.5. Estamos interesados s6lo en valores de y, y

¥, talesque 0 =y, = .5yy, > .25. Lainterseccion de esta region y la regién donde la funcién

de densidad es positiva estd dada por el pequefio tridngulo (sombreado) de la Figura 5.5. En

consecuencia, la probabilidad que deseamos es el volumen bajo la funcién de densidad de la

Figura 5.4 arriba de la regién sombreada del plano (y,, y,) que se ve en la Figura 5.5.
Entonces, tenemos

1/2 pn
PO=Y =5 25=Y,) = / / 3yidy, dy,
1/4 J1/4

1/2 1

:/ 3y <y2] ) dy,
1/4 1/4
12

- /n 33— 1/4) dy,
1/4

1/2
~ [ - G/8n]]

1/4
=[(1/8) — (3/8)(1/4)] — [(1/64) — (3/8)(1/16)]
= 5/128. m

El célculo de la probabilidad especificada en el Ejemplo 5.4 comprendid integrar la funcién
de densidad conjunta para Y, y Y, sobre la region apropiada. La especificacién de los limites de
integracion se hizo mds fécil al trazar la regién de integracion en la Figura 5.5. Este méto-
do, trazando la regién apropiada de integracion, con frecuencia facilita establecer la integral
apropiada.

Los métodos estudiados en esta seccion se pueden usar para calcular la probabilidad de la
interseccion de dos eventos (Y, = y,, ¥, = y,). De igual modo podemos definir una funcién
de probabilidad (o funcién de densidad de probabilidad) para la interseccién de n eventos
Y,=y,Y,=y,...,Y,=y,.Lafuncién de probabilidad conjunta correspondiente al caso
discreto esta dada por

POV Y2 Yo) = P(Y1 =y, Y2 = yo,..0, Y = yo).

La funcién de densidad conjuntade Y,, Y,, . . ., Y, estd dada por f(y,, y,, . . . , ¥,). Al igual
que en el caso bivariante, estas funciones dan modelos para las distribuciones de frecuencia
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5.1

5.2

5.3

5.4

relativa conjunta de las poblaciones de observaciones conjuntas (y,, y,, - . . , ¥,) para el caso
discreto y el caso continuo, respectivamente. En el caso continuo,
P(YIS)’I,Y2S}72,---, n—yn)_F(yh---’yn
2 Yn
/ / f(tl,tg,...,tn)dt,,...dtl
para todo conjunto de nimeros reales (y,, y,, - . . , y,). Las funciones de distribucién multiva-

riantes definidas por esta igualdad satisfacen propiedades semejantes a las especificadas para
el caso bivariante.

Ejercicios

Los contratos para dos trabajos de construccién se asignan aleatoriamente a una o mds de tres empresas,
A, B y C. Denote con Y, el nimero de contratos asignados a la empresa A y Y, el niimero de contratos
asignados a la B. Recuerde que cada empresa puede recibir 0, 1 o 2 contratos.

a Encuentre la funcién de probabilidad conjunta para Y, y Y,.
b Encuentre F(1, 0).

Tres monedas balanceadas se lanzan en forma independiente al aire. Una de las variables de interés es Y/,
el nimero de caras. Denote con Y, la cantidad de dinero ganado en una apuesta colateral en la siguiente
forma. Si la primera cara aparece en el primer tiro, usted gana $1. Si la primera cara aparece en el tiro 2 o
en el 3 usted gana $2 o $3, respectivamente. Si no aparece una cara, usted pierde $1 (esto es, gana —$1).

a Encuentre la funcién de probabilidad conjunta para Y, y Y,.

b ;Cual es la probabilidad de que haya menos de tres caras y usted gane $1 o menos? [Esto es, encuen-
tre F(2,1).]

De nueve ejecutivos de una empresa financiera, cuatro estdn casados, tres nunca se han casado y dos
estan divorciados. Tres de los ejecutivos se han de seleccionar para un ascenso. Denote con Y, el nimero
de ejecutivos casados y con Y, el nimero de ejecutivos que no se han casado entre los tres seleccionados
para el cargo. Suponiendo que los tres se seleccionan aleatoriamente de entre los nueve disponibles,
encuentre la funcion de probabilidad conjunta de Y, y Y,.

A continuacién se da la funcién de probabilidad conjunta asociada con datos obtenidos en un estudio de
accidentes automovilisticos en los que un nifio (de menos de 5 afios de edad) estaba en el auto y hubo al
menos una persona muerta. Especificamente, el estudio se concentrd en si el nifio sobrevivié y qué tipo
de cinturén de seguridad (si lo habia) utilizaba. Defina
. e L. 0, sino usaba cinturdn,
0, si el nino sobrevivio,
Y 1= . y Y 2 =
1, sino,

—_

, siusaba cinturén para adulto,

2, siusaba cinturdn del asiento del auto.

Observe que Y, es el nimero de fallecimientos por nifio y, como los asientos para nifios del auto tienen
por lo general dos cinturones, Y, es el nimero de cinturones de seguridad que se usaban en el momento
del accidente.

i
b 0 1 Total
0 38 .17 .55

2 24 .05 29
Total .76 .24  1.00
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a Verifique que la funcién de probabilidad precedente satisface al Teorema 5.1.
b Encuentre F(1, 2). ;Cuél es la interpretacion de este valor?
Consulte el Ejemplo 5.4. La densidad conjunta de Y,, la proporcién de la capacidad del tanque que se

abastece al principio de la semana, y Y,, la proporcién de la capacidad vendida durante la semana, estd
dada por

3y;, 0=y =y =1,
fOy) =

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre F(1/2,1/3) = P(Y, =1/2,Y,=1/3).
b Encuentre P(Y, = Y,/2), la probabilidad de que la cantidad vendida sea menor que la mitad de la
cantidad comprada.

Consulte el Ejemplo 5.3. Si una particula radiactiva se selecciona aleatoriamente en un cuadrado de
longitud unitaria, un modelo razonable para la funcién de densidad conjunta para Y, y Y, es

L 0=y=1L0=y=1,
JO,y) =

0, en cualquier otro punto.
a (Cudles P(Y,-Y,>.5)?
b ;Cudles P(Y,Y, < .5)?

Supongamos que Y, y Y, tienen la funcién de densidad conjunta

e—(y1+,\'2)7 v > 0, vy > 0,

SO, y) = { .
, en cualquier otro punto.

a (Cudles P(Y, <1,y,>5)?

b ;Cudles P(Y, + Y, < 3)?

Tengan Y, y Y, una funcién de densidad de probabilidad conjunta dada por

kyiy, 0=y;=1,0=y =1,
SO, y) =

, en cualquier otro punto.

a Encuentre el valor de k que haga de ésta una funcién de densidad de probabilidad.
b Encuentre la funcién de distribucién conjunta para Y, y Y,.
¢ Encuentre P(Y, =1/2,Y, =3/4).

Tengan Y, y Y, una funcién de densidad de probabilidad conjunta dada por

k(1 =y), 0=y =y =1,

0, en cualquier otro punto.

JfOi, ) = {

a Encuentre el valor de k que haga de ésta una funcién de densidad de probabilidad.
b Encuentre P(Y, =3/4,Y,=1/2).

Un ingeniero ambiental mide la cantidad (en peso) de particulas contaminantes en muestras de aire de
cierto volumen recolectado en dos chimeneas en una planta de energia alimentada con carbén. Una de las
chimeneas estd equipada con un aparato limpiador. Denote con Y, la cantidad de contaminante por
muestra recolectada arriba de la chimenea que no tiene aparato limpiador y denote con Y, la cantidad
de contaminante por muestra recolectada arriba de la chimenea que estd equipada con el aparato lim-
piador.
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5.13

5.14

Suponga que el comportamiento de frecuencia relativa de Y, y Y, puede ser modelado por

k, 0=y;=20=y=12y,=y

0, en cualquier otro punto.

SO, y) = {

Esto es, Y, y Y, estdn uniformemente distribuidas sobre la regién dentro del tridngulo limitado por

M=29=0y2y,=y.

a Encuentre el valor de k que haga de ésta una funcién de densidad de probabilidad.

b Encuentre P(Y, = 3Y,). Esto es, encuentre la probabilidad de que el aparato limpiador reduzca la
cantidad de contaminante en un tercio o mas.

Suponga que Y, y Y, estdn uniformemente distribuidas sobre el tridngulo sombreado del siguiente
diagrama.

Y2
©, 1)

(-1, 0) (1, 0) Y1

a Encuentre P(Y, =3/4,Y,=<3/4).
b Encuentre P(Y, - Y, = 0).
Denote con Y, y Y, las proporciones de dos tipos diferentes de componentes en una muestra provenien-

te de una mezcla de productos quimicos usados como insecticida. Suponga que Y, y Y, tienen la funcién
de densidad conjunta dada por

2, 0=y=1,0=y=10=y +yn =1,
0, en cualquier otro punto.

SO, y2) ={

(Observe que Y, + Y, = 1 porque las variables aleatorias denotan proporciones dentro de la misma
muestra.) Encuentre

a P(Y, =3/4,Y,=3/4).

b PY,=1/2,Y,=1/2).

La funcién de densidad conjunta de Y, y Y, estd dada por

30yiy3, yi—l=ym=1-y.0=y =1,
0, en cualquier otro punto.

SO y) = {

a Encuentre F(1/2,1/2).
b Encuentre F(1/2, 2).
¢ Encuentre P(Y, > Y,).
Suponga que las variables aleatorias Y, y Y, tienen funcién de densidad de probabilidad conjunta f(y,,
¥,) dada por
6y2y,, 0=y, <y, y +y =2,
FOr ) = { Yiv2 =yt

0, en cualquier otro punto.

a Verifique que ésta es una funcién de densidad conjunta valida.
b ;Cuél es la probabilidad de que Y, + Y, sea menor que 1?
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La administracién en un restaurante de comida rdpida estd interesada en el comportamiento conjunto
de las variables aleatorias Y|, definidas como el tiempo total entre la llegada de un cliente a la tienda y
la salida de la ventanilla de servicio y Y,, el tiempo que un cliente espera en la fila antes de llegar a la ven-
tanilla de servicio. Como Y, incluye el tiempo que un cliente espera en la fila, debemos tener ¥, = Y,.
La distribucion de frecuencia relativa de valores observados de Y, y Y, puede ser modelada por la fun-
cién de densidad de probabilidad

e, 0=y =y <oo,

SO, y) =

0, en cualquier otro punto

con el tiempo medido en minutos. Encuentre.

a P(Y,<2,Y,>1).

b P(Y,=2Y,).

c P(Y,-Y,=1). (Observe que Y, — Y, denota el tiempo que se pasa en la ventanilla de servicio.)

Denote con Y, y Y, las proporciones de tiempo (en un dia hdbil) durante las cuales los empleados I y II,
respectivamente, realizan sus tareas asignadas. El comportamiento de frecuencia relativa conjunta de Y,
y Y, estd modelado por la funcién de densidad

yity, 0=y=10=y=I,
fO, ) =

, en cualquier otro punto.

a Encuentre P(Y, < 1/2,Y,>1/4).
b Encuentre P(Y, + ¥, =< 1).

Denote con (Y, Y,) las coordenadas de un punto seleccionado aleatoriamente dentro de un circulo uni-
tario cuyo centro estd en el origen. Esto es, Y, y Y, tienen una funcién de densidad conjunta dada por

Loew=i
fuy) =3 = 71 27
0, en cualquier otro punto.

Encuentre P(Y, = Y,).

Un sistema electrénico tiene uno de cada dos tipos diferentes de componentes en operaciéon conjunta.
Denote con Y, y Y, las duraciones aleatorias de los componentes del tipo I y tipo II, respectivamente. La
funcién de densidad conjunta estd dada por

(1/8)y1e 0022y >0, y, >0,

SOy = ]
s en cualquier otro punto.

(Las mediciones son en cientos de horas.) Encuentre P(Y, > 1, Y, > 1).

Distribuciones de probabilidad
marginal y condicional

Recuerde que los valores distintos tomados por una variable aleatoria discreta representan even-
tos mutuamente excluyentes. De manera andloga, para todos los distintos pares de valores y,,
¥,, los eventos bivariantes (Y, = y,, ¥, = y,), representados por (y,, y,), son eventos mutuamen-
te excluyentes. Se deduce que el evento univariante (¥, = y,) es la unién de eventos bivariantes
del tipo (Y, = y,, ¥, = y,), con la unién tomada para todos los posibles valores de y,.
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Por ejemplo, reconsidere el experimento de tirar un dado de la Seccién 5.2, donde

Y, = ndmero de puntos de la cara superior del dado 1,

Y, = nimero de puntos de la cara superior del dado 2.
Entonces
P(Yy=1)=p, 1)+ pd, 2)+p(,3) +...+p(, 6)
=1/36 +1/36 +1/36 +...+1/36 =6/36 =1/6
PY,=2)=p2, 1)+ p2,2)+p2,3)+...+p2,6) =1/6

P(Y; =6) = p(6, 1) + p(6, 2) + p(6, 3) +...+p(6, 6) =1/6.

Expresadas en notacién de sumatoria, las probabilidades acerca de la variable Y, sola son

6
P(Yy =y) = pi(y) = Zp(yl,yz)-

=1

Del mismo modo, las probabilidades correspondientes a valores de la variable Y, sola estan
dadas por
6
pa(y2) = P(Yo = yp) = Z Py, y2).

=l

La sumatoria en el caso discreto corresponde a la integracién en el caso continuo, que nos
lleva a la siguiente definicion.

DEFINICION 5.4 a Sean Y, y Y, variables aleatorias discretas conjuntas con funcion de probabilidad p(y,,
¥,). Entonces las funciones de probabilidad marginal de Y, y Y,, respectivamente,
estan dadas por

iy = Zp(yl, y2) Yy pa(y) = Zp(yl, y2)-

todos y» todos y;

b Sean Y, y Y, variables aleatorias continuas conjuntas con funcién de densidad con-
junta f(y;, y,). Entonces las funciones de densidad marginal de Y, y Y,, respectiva-
mente, estdn dadas por

f1(y1):[ fOuy)dy, y fz(yz)z'[ O, y2) dy;.

El término marginal, como se aplica a las funciones de probabilidad univariante de Y, y ¥,,
tiene significado intuitivo. Para hallar p,(y,), sumamos p(y,, y,) para todos los valores de y,
y por tanto acumulamos las probabilidades en el eje y, (o margen). Los casos discretos y con-
tinuos se ilustran en los siguientes dos ejemplos.
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EJEMPLO 5.5

De un grupo de tres republicanos, dos demécratas y uno independiente se ha de seleccionar
aleatoriamente un comité de dos personas. Denote con Y, el niimero de republicanos y con Y,
el nimero de demdcratas del comité. Encuentre la funcién de probabilidad conjunta de Y, y
Y, y luego encuentre la funcién de probabilidad marginal de Y.

Solucion  Las probabilidades buscadas aqui son semejantes a las probabilidades hipergeométricas del
Capitulo 3. Por ejemplo,
3V(2\/[1
PYi=LY,=1)=p,1)= : 1J\O) _3@) _ 6
1 > 12 p, 3 15 15
2
debido a que hay 15 puntos muestrales igualmente probables; para el evento en cuestion de-
bemos seleccionar un republicano de entre los tres, un demdcrata de entre los dos y cero inde-
pendientes. Célculos semejantes llevan a las otras probabilidades que se ven en la Tabla 5.2.
Para hallar p,(y,), debemos sumar los valores de Y,, como indica la Definicién 5.4. Por
tanto, estas probabilidades estdn dadas por los totales de columna de la Tabla 5.2. Esto es,
p1(0) = p(0, 0) + p(0, 1) + p(0, 2) =0 +2/15+1/15 = 3/15.
Del mismo modo,
pi(1) =9/15 'y pi(2) =3/15.
En forma analoga, la funcién de probabilidad marginal de Y, estd dada por los totales de fila.
Tabla 5.2 Funcién de probabilidad conjunta para Y, y Y,, Ejemplo 5.5
Y1
V2 0 1 2 Total
0 0 3/15 3/15 6/15
1 2/15 6/15 0 8/15
2 1/15 0 0 1/15
Total 3/15 9/15 3/15 1 -
EJEMPLO 5.6 Sea
2y;, 0=y =1,0=y,=1,
FOn, ) = { Vi M : Y2
0, en cualquier otro punto.
Grafique f(y,, y,) y encuentre las funciones de densidad marginal para Y, y ..
Solucion  Geométricamente, f(y,, y,) describe una superficie en forma de cufia, como se ve en la Figura

5.6.

Antes de aplicar la definicion 5.4 para hallar f,(y,) y f,(y,), usaremos la Figura 5.6 para
visualizar el resultado. Si la probabilidad representada por la cufla estuviera acumulada en el
eje y, (acumulando probabilidad a lo largo de lineas paralelas al eje y,), el resultado serfa una
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FIGURA 5.6
Representacién
geométrica
de fly;, ya),
Ejemplo 5.6

T y,)

Yo

densidad de probabilidad triangular que se veria como el lado de la cuiia de la Figura 5.6. Si
la probabilidad estuviera acumulada a lo largo del eje y, (acumuldndose a lo largo de lineas
paralelas al eje y,), la densidad resultante serfa uniforme. Confirmaremos estas soluciones
visuales mediante la aplicacion de la Definicién 5.4. Entonces, si0 =y, = 1,

00 1 1
i) = / fOr y)dy, = / 2y1dy, =2y (yz]o)
-0 0
ysiy,<0oy, >1,

00 1
fily) :/_ f()’h)’Z)dYZ:/(; 0dy, = 0.

Entonces,

2y;, 0=y =1,
fHiln) = { ! M=
0, en cualquier otro punto.

Del mismo modo, si0 =y, =1,
1

00 1
() =/_ fO1, y2) dy, =/0 2y1 dy, =y12} =1

0

ysiy, <0oy,>1,

oY) 1
J2(y2) I/ S, y2) dy, :/ 0dy, =0.
—00 0
Resumiendo,
I, 0=y, =1,
0, en cualquier otro punto.

faly2) = {

Las gréficas de f,(y,) y f,(y,) trazan densidades de probabilidad triangulares y uniformes,
respectivamente, como es de esperarse. |

Llevemos ahora nuestra atencion a distribuciones condicionales, viendo primero al caso
discreto.
La ley multiplicativa (Seccién 2.8) da la probabilidad de la interseccién A N B como

P(ANB) = P(A)P(B|A),
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donde P(A) es la probabilidad incondicional de A y P(BJA) es la probabilidad de B dado que A
ha ocurrido. Ahora considere la interseccién de los dos eventos numéricos, (Y, = y)y (¥, =
¥,), representada por el evento bivariante (y,, y,). Se deduce directamente de la ley multipli-
cativa de probabilidad que la probabilidad bivariante para la interseccion (y,, y,) es

Py, y2) = pi(y)p(y2|y1)
= p2(32) p(yily2).

Las probabilidades p,(y,) y p,(y,) estdn asociadas con las distribuciones de probabilidad
univariantes para Y, y Y, individualmente (recuerde el Capitulo 3). Usando la interpretacién
de probabilidad condicional estudiada en el Capitulo 2, p(y,|y,) es la probabilidad de que la
variable aleatoria Y, sea igual a y,, dado que Y, toma el valor y,.

Si Y, y Y, son variables aleatorias discretas conjuntas con funcién de probabilidad con-
junta p(y;, y,) y funciones de probabilidad marginal p,(y,) y p,(y,), respectivamente,
entonces la funcion de probabilidad discreta condicional de Y, dada Y, es

PYy =y, Yo =y) _ pO1, »)
P(Y, = y2) p2(y2)

pily) = P = yi|Y2 = o) =
siempre que p,(y,) > 0.
Entonces, P(Y, = 2|Y, = 3) es la probabilidad condicional de que ¥, = 2 dado que Y, = 3.

Una interpretacion similar se puede unir a la probabilidad condicional p(y,|y,). Observe que
p(y,|y,) es indefinida si py(y,) = 0.

EJEMPLO 5.7

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.5 y encuentre la distribucién condicional de Y, dado que Y, = 1. Esto
es, dado que una de las dos personas del comité es demdcrata, encuentre la distribucién con-
dicional para el nimero de republicanos seleccionados para el comité.

Las probabilidades conjuntas estdn dadas en la Tabla 5.2. Para hallar p(y,|Y, = 1), nos concen-
tramos en la fila correspondiente a Y, = 1. Entonces

En el comité seleccionado aleatoriamente, si una persona es demdcrata (o, lo que es lo mismo,
si ¥, = 1), hay una alta probabilidad de que el otro sea republicano (o sea Y, = 1).
|
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DEFINICION 5.6

En el caso continuo podemos obtener una analogia apropiada de la funcién de probabilidad
condicional p(y,]y,), pero no se obtiene en una forma tan sencilla. Si ¥, y Y, son continuas,
P(Y, = y,|Y, = y,) no se puede definir como en el caso discreto porque (Y, = y,) y (¥, = y,)
son eventos con probabilidad cero. Las siguientes consideraciones, sin embargo, llevan a una
definicién util y consistente para una funcién de densidad condicional.

Suponiendo que Y, y Y, son continuas conjuntas con funcién de densidad f(y,, ,), podria-
mos estar interesados en una probabilidad de la forma

P(Y) = yi|Y2 = y2) = F(y1]y2),

que, como funcién de y, para una y, fija, se denomina funcion de distribucion condicional de
Y,,dadoque Y, =y,.

SiY,y Y, son variables aleatorias continuas conjuntas con funcién de densidad conjunta
Sy, ¥,), entonces la funcion de distribucion condicional de Y, dado que Y, = y, es

F(yily2) = P(Y1 = y1|Y2 = y).

Observe que F(y,|y,) es una funcién de y, para un valor fijo de y,.

Si pudiéramos tomar F(y,|y,), multiplicarlo por P(Y, = y,) para cada posible valor de ¥, y
sumar todas las probabilidades resultantes, podriamos obtener F'(y,). Esto no es posible por-
que el nimero de valores para y, es incontable y todas las probabilidades P(Y, = y,) son cero.
Pero podemos hacer algo andlogo al multiplicarlo por f,(y,) y luego integrar para obtener

F(y1) :/ F(y1|y2) f2(y2) dy,.

La cantidad f,(y,)dy, se puede considerar como la probabilidad aproximada de que Y, tome un

valor en un pequefio intervalo alrededor de y,, y la integral es una suma generalizada.
Ahora, de consideraciones previas, sabemos que

i yi 00
F(y1) _K Si(t) dn :ﬁ |:/ f(t, y2) dyzi| dt
0 N

/ f(t1, y2) dty dy,.

De estas dos expresiones para F(y,), debemos tener

F(y|y2) foly) = [ f(t, y) diy

o bien

Fylys) = / Sy g‘(yzj) .

Al integrando de esta expresion lo llamaremos funcion de densidad condicional de Y, dado
que Y, = y,, y lo denotaremos por f(y,|y,)-
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Sean Y, y Y, variables aleatorias continuas conjuntas con densidad conjunta f(y,, y,) y
densidades marginales f,(y,) y f,(),), respectivamente. Para cualquier y, tal que f,(y,)
> 0, la densidad condicional de Y, dada Y, = y, estd dada por

SO y2)
Fily2) e

y, para cualquier y, tal que f,(y,)> 0, la densidad condicional de Y, dada Y, = y, estd
dada por

S, y2)

fnaly) = ———= oD

Observe que la densidad condicional f(y,|y,) es indefinida para toda y, tal que f,(y,) = O
Del mismo modo, f(y,|y,) es indefinida si y, es tal que f,(y,) = 0.

EJEMPLO 5.8

Solucion

Una maquina automatica expendedora de bebidas tiene una cantidad aleatoria Y, de bebida en
existencia al principio de un dia determinado y dosifica una cantidad aleatoria Y, durante el
dia (con cantidades expresadas en galones). La maquina no se reabastece durante el dia y, en
consecuencia, ¥, = Y,. Se ha observado que Y, y Y, tienen una densidad conjunta dada por

1/2, OSy|Sy2S2’
SO y2) = .
0, en cualquier otro punto.

Esto es, los puntos (y,, y,) estdan uniformemente distribuidos en el tridngulo con las fronteras
dadas. Encuentre la densidad condicional de Y, dada Y, = y,. Evalde la probabilidad de que se
venda menos de 1/2 galén, dado que la méquina contiene 1.5 galones al empezar el dia.

La densidad marginal de Y, estd dada por

fa(y2) = / F O, y2) dyy.
Entonces,
(l/2)dy1 =(1/2)y,, 0=y, =2,

Sa(n) =
/ 0dy, =0, en cualquier otro punto.

Observe que f,(y,) > 0siy s6lo si 0 <y, = 2. Entonces, para cualquier 0 < y, = 2, usando
la Definicién 5.7,

oy L2121
f2(y2) (U 2)(y) ¥y

0=y =y
También, f(y,|y,) es indefinida si y, = 0 0 y, > 2. La probabilidad de interés es

172 172 1 1/2
P(Y; =1/2|Y, = 1.5) = S(ily, = 1.5)dy, :/ Gdyl = 15 =
—00 0 . .

Q| =
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Si la maquina contiene 2 galones al empezar el dia, entonces
172
1
P(Y, =1/2|Y, =2) = —dy, = —.
04 Y2 =2) /0 D=7

Por tanto, la probabilidad condicional de que Y, = 1/2 dado que Y, = y, cambia de manera
apreciable dependiendo de la seleccidn particular de y,. |

5.19

5.20

5.21

5.22

Ejercicios

En el Ejercicio 5.1 determinamos que la distribucion conjunta de Y}, el nimero de contratos otorgados
alaempresa A, y Y,, el niimero de contratos otorgados a la empresa B, estd dada por las entradas en la
siguiente tabla.

Y1
V2 0 1 2
o 1/9 2/9 1/
1 29 2/9 0
2 19 0 0

a Encuentre la distribucién de probabilidad marginal de Y.

b De acuerdo con los resultados vistos en el Capitulo 4, Y, tiene una distribucién binomial conn = 2y
p = 1/3. ;{Hay algin conflicto entre este resultado y la respuesta dada en el inciso a?

Consulte el Ejercicio 5.2.

a Obtenga la distribucion de probabilidad marginal para sus ganancias en la apuesta colateral.
b ;Cuadl es la probabilidad de que obtenga tres caras, dado que gané $1 en la apuesta colateral?

En el Ejercicio 5.3 determinamos que la distribucién de probabilidad conjunta de Y, el nimero de eje-
cutivos casados, y Y,, el nimero de ejecutivos que nunca se han casado, estd dada por

()G Gosn)
)

donde y, y y,sonenteros,0 =y, =3,0=y, =3yl =y +y,=3.

POy, y2) =

a Encuentre la distribucién de probabilidad marginal de Y, el nimero de ejecutivos casados de entre
los tres seleccionados para promocién.

b Encuentre P(Y, = 1]Y, = 2).

¢ Sicon Y; denotamos el ndimero de ejecutivos divorciados de entre los tres seleccionados para el car-
go, entonces Y, = 3 — Y, — Y,. Encuentre P(Y; = 1Y, = 1).

d Compare la distribucién marginal que obtuvo en a con las distribuciones hipergeométricas con N = 9,
n = 3y r = 4encontradas en la Seccién 3.7.

En el Ejercicio 5.4 nos dieron la siguiente funcién de probabilidad conjunta para

0, sino usaba cinturdn,
0, si el nino sobrevive,
Y, = y Y, = { 1, siusaba cinturén para adulto,
1, si el nifio no sobrevive,
2, siusaba el cinturdn del asiento del auto.



5.23

5.24

5.25

Ejercicios 243

Vi
b 0 1 Total

0 38 17 .55
1 14 .02 .16
2 24 .05 .29

Total .76 .24  1.00

a Proporcione las funciones de probabilidad marginal para Y,y Y.

b Proporcione la funcién de probabilidad condicional para Y, dado que ¥, = 0.

¢ (Cudl es la probabilidad de que un nifio sobreviva dado que llevaba puesto el cinturén del asiento del
auto?

En el Ejemplo 5.4 y el Ejercicio 5.5 consideramos la densidad conjunta de Y, la proporcién de la capa-
cidad del tanque que se abastece al principio de la semana, y Y,, la proporcién de la capacidad vendida
durante la semana, dada por

3y, O0=ym=yn=1
0, en cualquier otro punto.

fOLy) ={

a Encuentre la funcién de densidad marginal para Y.

b ;Para qué valores de y, estd definida la densidad condicional f(y,|y,)?

¢ (Cudl es la probabilidad de que mds de la mitad del tanque se venda dado que se abastecen tres cuar-
tas partes del tanque?

En el Ejercicio 5.6 supusimos que si una particula radiactiva se coloca aleatoriamente en un cuadrado con
lados de longitud unitaria, un modelo razonable para la funcién de densidad conjunta para Y, y Y, es

I, 0=y =1,0=y, =1,
fOsy2) = { n= 2
0, en cualquier otro punto.
Encuentre las funciones de densidad marginal para Y, y Y,.
(Cudles P(3 <Y, <.5)?(P(3<Y,<.5)?
(Para qué valores de y, estd definida la densidad condicional f(y,|y,)?
Para cualquier y,, 0 = y, = 1, ;cudl es la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,?
Encuentre P(.3 < Y, < .5|Y, = .3).
Encuentre P(3 < Y, < .5|Y, = .5).

Compare las respuestas que obtuvo en los incisos a, d y e. Para cualquier y,, 0 = y, = 1 ;c6mo se
compara P(.3 <Y, <.5)conP(.3 <Y, <.5|Y,=y,)?

Q = o QN T N

Considere que Y, y Y, tienen la funcién de densidad conjunta encontrada primero en el Ejercicio 5.7:

e~ *)'2)’ v > 0, yy > 0,
fOLy) =

, en cualquier otro punto.

a Encuentre las funciones de densidad marginal para Y, y Y,. Identifique estas densidades como una de
las estudiadas en el Capitulo 4.

(Cudles P(1 <Y, <2.5)? P(1<Y,<25)?
(Para qué valores de y, estd definida la densidad condicional f(y,|y,)?
Para cualquier y, > 0, ;cudl es la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,?

o o n T

Para cualquier y, > 0, ;cudl es la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,?
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5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

f Para cualquier y, > 0, ;cémo se compara la funcién de densidad condicional f(y,|y,) que obtuvo en
el inciso d con la funcién de densidad marginal f,(y,) hallada en el inciso a?

g (Qué implica su respuesta al inciso f acerca de las probabilidades marginales y condicionales de que
Y, caiga en cualquier intervalo?

En el Ejercicio 5.8 dedujimos el hecho de que

dyiy;, 0=y =1,0=y =1,
f(Yhyz) =

s en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta. Encuentre

a las funciones de densidad marginal para Y, y Y,.

b P(Y, =1/2Y,=3/4).

¢ la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,.
d la funcién de densidad condicional de Y, dado que ¥, = y,.
e P(Y,=3/4|Y,=1/2).

En el Ejercicio 5.9 determinamos que

6(1—y), 0=y =y =1,
SO y) =

s en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida. Encuentre

a las funciones de densidad marginal para Y, y Y,.

b P(Y,=1/2|Y, =3/4).

¢ la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,.
d la funcién de densidad condicional de Y, dado que ¥, = y,.
P(Y,=3/4]Y, = 1/2).

[¢”]

En el Ejercicio 5.10 demostramos que

I, 0=y1=20=»=12y»=y,
FOn, ) =

0, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida para Y, la cantidad de contaminante por
muestra recolectada arriba de la chimenea que no tenfa el aparato limpiador, y para Y,, 1a cantidad reco-
lectada arriba de la chimenea con el aparato limpiador.

a Si consideramos la chimenea con el limpiador instalado, encuentre la probabilidad de que la cantidad
de contaminante en una muestra determinada sea mayor que .5.

b Dado que se observa que la cantidad de contaminante en una muestra tomada arriba de la chimenea
con el limpiador es 0.5, encuentre la probabilidad de que la cantidad de contaminante exceda de 1.5
arriba de la otra chimenea (la que no tiene limpiador).

Consulte el Ejercicio 5.11. Encuentre

a las funciones de densidad marginal para Y, y ..
b P(Y,>1/2|Y, = 1/4).

En el Ejercicio 5.12 nos dieron la siguiente funcién de densidad de probabilidad conjunta para las varia-
bles aleatorias Y, y Y,, que fueron las proporciones de dos componentes en una muestra tomada de una
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mezcla de insecticida:

2, 0§y|51,0§y251,0§y|+y251,
FOn,y2) =

0, en cualquier otro punto.
a Encuentre P(Y, = 1/2|Y,=< 1/4).
b Encuentre P(Y, = 1/2]Y, = 1/4).

En el Ejercicio 5.13 la funcién de densidad conjunta de Y, y Y, estd dada por

30y1y3, m—1=ym=1-y,0=y =1,
F, ) = )
, en cualquier otro punto.
a Demuestre que la densidad marginal de Y, es una densidad betacona =2y 8 = 4.
b Obtenga la densidad marginal de Y,.
¢ Obtenga la densidad condicional de Y, dado que ¥, = y,.
d Encuentre P(Y, > 0]Y, = .75).

Suponga que las variables aleatorias Y, y Y, tienen funcion de densidad de probabilidad conjunta, f(y,,
¥,), dada por (vea el Ejercicio 5.14)

| 6yiy, 0=yi=yuytn=2,

FOn ) =
0, en cualquier otro punto.

a Demuestre que la densidad marginal de Y, es una densidad betacona =3y 8 = 2.

b Deduzca la densidad marginal de Y,.

¢ Deduzca la densidad condicional de Y, dado que Y, = y,.

d Encuentre P(Y, < 1.1|¥; = .60).

Suponga que Y, es el tiempo total entre la llegada de un cliente a la tienda y su salida desde la ventanilla

de servicio, Y, es el tiempo empleado en la fila de espera antes de llegar a la ventanilla y la densidad
conjunta de estas variables (como se da en el Ejercicio 5.15) es

eV, 0=y =y =oo,

S = .
, en cualquier otro punto.
a Encuentre las funciones de densidad marginal para Y, y Y,.

b (Cudl es la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,? Asegirese de especificar los
valores de y, para los cuales estd definida esta densidad condicional.

¢ (Cudl es la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,? Asegirese de especificar los
valores de y, para los cuales estd definida esta densidad condicional.

d ;La funcién de densidad condicional f(y,|y,) que obtuvo en el inciso b es la misma que la funcién de
densidad marginal f;(y,) hallada en el inciso a?

e ;Qué implica su respuesta al inciso d acerca de las probabilidades marginal y condicional de que Y,
caiga en cualquier intervalo?

Si

—_

Y, estd uniformemente distribuida en el intervalo (0, 1) y, para0 <y, <1,

I/y,, 0=y, =y,

R en cualquier otro punto.

f()’2|)'1) =

a (Cudl es el “nombre” de la distribucién condicional de Y, dado que Y, = y,?
b Encuentre la funcién de densidad conjunta de Y, y Y,.
¢ Encuentre la funcién de densidad marginal para Y,.



246 Capitulo 5 Distribuciones de probabilidad multivariantes

5.35

5.36

5.37

5.38

*5.39

*5.40

*5.41

Consulte el Ejercicio 5.33. Si transcurren dos minutos entre la llegada de un cliente a una tienda y su
salida de la ventanilla de servicio, encuentre la probabilidad de que espere en la fila menos de un minuto
para llegar a la ventanilla.

En el Ejercicio 5.16, Y, y Y, denotaron las proporciones de tiempo durante las cuales los empleados I 'y
IT en realidad ejecutaron sus tareas asignadas durante un dia de trabajo. La densidad conjuntade Y,y ¥,
estd dada por

yvity, 0=y =10=y=1,
SOy =

R en cualquier otro punto.

a Encuentre las funciones de densidad marginales para Y, y Y,.

b Encuentre P(Y, = 1/2|Y, = 1/2).

¢ Si el empleado II pasa exactamente 50% del dia trabajando en sus tareas asignadas, encuentre la
probabilidad de que el empleado I pase mds de 75% del dia trabajando en tareas similares.

En el Ejercicio 5.18, Y, y Y, denotaron el tiempo de vida ttil, en cientos de horas, para componentes de
los tipos I y II, respectivamente, en un sistema electrénico. La densidad conjunta de Y, y Y, estd dada
por

J( ) (1/8)yre132/2 3 >0, y, >0,
Vi Y2) =

X en cualquier otro punto.

Encuentre la probabilidad de que el componente tipo II tenga una vida ttil de més de 200 horas.

Denote con Y, el peso (en toneladas) de un articulo a granel que un proveedor tiene en existencia al
principio de una semana y suponga que Y, tiene una distribucién uniforme en el intervalo 0 = y, = 1.
Denote con Y, la cantidad (en peso) de este articulo vendido por el proveedor durante la semana y suponga
que Y, tiene una distribucién uniforme en el intervalo 0 <= y, = y,, donde y, es un valor especifico de Y.

a Encuentre la funcién de densidad conjunta para Y, y ¥,.

b Si el proveedor tiene en existencia media tonelada del articulo, ¢cudl es la probabilidad de que venda
mas de un cuarto de tonelada?

c Si se sabe que el proveedor vendié un cuarto de tonelada del articulo, ;cudl es la probabilidad de que
hubiera tenido en existencia mas de media tonelada?

Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson, con medias A,
y A,, respectivamente. Sea W = Y, + Y,. En el Capitulo 6 demostraremos que W tiene una distribucién
de Poisson con media A; + A,. Use este resultado para demostrar que la distribucion condicional de Y,
dado que W = w, es una distribucién binomial conn = wy p = A, /(A; + A,).!

Suponga que Y, y ¥, son variables aleatorias independientes con distribucién binomial basadas en mues-
tras de tamafios n, y n,, respectivamente. Suponga que p; = p, = p. Esto es, la probabilidad de “éxito” es
la misma para las dos variables aleatorias. Sea W = Y, +Y,. En el Capitulo 6 demostraremos que W tiene
una distribucién binomial con probabilidad de éxito p y tamafio muestral n, + n,. Use este resultado
para demostrar que la distribucién condicional de Y, dado que W = w, es una distribucién hipergeomé-
tricacon N= n, + n,,n =wyr=n,.

Un plan de control de calidad exige seleccionar aleatoriamente tres articulos provenientes de la produc-
cién diaria (supuestamente grande) de cierta maquina y observar el nimero de articulos defectuosos. No
obstante, la proporcién p de articulos defectuosos producidos por la maquina varia de un dia a otro y se
supone que tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Para un dia escogido aleatoriamente,
encuentre la probabilidad incondicional de que se observen exactamente dos articulos defectuosos en la
muestra.

1. Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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Se sabe que el nimero de defectos por yarda Y para cierta tela tiene una distribucién de Poisson, con para-
metro A. No obstante, A es una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad dada por

e, A=0,

f) =

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de probabilidad incondicional para Y.

Variables aleatorias independientes

En el Ejemplo 5.8 vimos dos variables aleatorias dependientes, para las cuales las probabili-
dades asociadas con Y, dependian del valor observado de Y,. En el Ejercicio 5.24 (y algunos
otros) éste no fue el caso: las probabilidades asociadas con Y, eran iguales, cualquiera que
fuera el valor observado de Y,. Ahora presentamos una definicién formal de independencia de
variables aleatorias.

Dos eventos A y B son independientes si P(A N B) = P(A) X P(B). Cuando estudiemos
variables aleatorias, si a < by ¢ < d es frecuente que nos interesemos en eventos del tipo (a <
Y, =b) N (c <Y, =d).Por consistencia con la definicién anterior de eventos independientes,
si Y, y Y, son independientes, nos gustaria tener

Pla<Y =b, c<Y)=d)=Pla<Y =b)XP(c<Y,=d)

para cualquier eleccién de nimeros reales a < by ¢ < d. Esto es, si Y, y Y, son indepen-
dientes, la probabilidad conjunta se puede escribir como el producto de las probabilidades
marginales. Esta propiedad se satisface si Y, y Y, son independientes en el sentido detallado
en la siguiente definicion.

Sea Y, que tiene una funcioén de distribucién F,(y,) y sea Y, que tiene una funcién de dis-
tribucion F,(y,), y F(y;, y,) es la funcién de distribucién conjunta de Y, y Y,. Entonces
se dice que Y, y Y, son independientes si y solo si

F(y1, y2) = Fi(y1) Fa(y2)

para todo par de nimeros reales (y;, y,).
Si Y, y Y, no son independientes, se dice que son dependientes.

Por lo general es coémodo establecer la presencia o ausencia de independencia, por medio
del resultado del siguiente teorema. Se omite la demostracion; vea “Bibliografia y lecturas
adicionales” al final del capitulo.

Si Y, y Y, son variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad conjunta p(y,,
y,) y funciones de probabilidad marginal p,(y,) y p,(3,), respectivamente, entonces Y, y
Y, son independientes si y solo si

(1, ¥2) = p1(y1) p2(y2)

para todos los pares de niimeros reales (y;, y,).
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Si Y, y Y, son variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjunta f(y,, ¥,)
y funciones de densidad marginal f,(y,) y f5(y,), respectivamente, entonces Y, y ¥, son
independientes si y sélo si

fOny2) = fion) f2(32)

para todos los pares de niimeros reales (y,, ,).

A continuacion ilustramos el concepto de independencia con algunos ejemplos.

EJEMPLO 5.9

Solucion

Para el problema de tirar un dado de la Seccién 5.2, demuestre que Y, y Y, son independien-
tes.

En este problema a cada uno de los 36 puntos muestrales se le dio probabilidad 1/36.
Considere, por ejemplo, el punto (1, 2). Sabemos que p(1, 2) = 1/36. También, p,(1) = P(Y,
=1)=1/6yp,(2) = P(Y, = 2) = 1/6. Por tanto,

p(, 2) = p,(1) py2).

Lo mismo es cierto para fodos los demds valores de y, y y,, de lo cual se deduce que Y,y Y,
son independientes. |

EJEMPLO 5.10

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.5. (El nimero de republicanos en la muestra es independiente del nu-
mero de demdcratas? (;Es Y, independiente de Y,?)

La independencia de variables aleatorias discretas requiere que p(y,, ¥,) = p,(v,) p,(v,) para
toda seleccion (y,, y,). Entonces, si esta igualdad es violada para cualquier par de valores
(1, ¥,), las variables aleatorias son dependientes. Al observar la esquina superior izquierda de
la Tabla 5.2, veremos que

P0,0) =0.
Pero p,(0) = 3/15 y p,(0) = 6/15. En consecuencia,

p(0,0) # py(0) py(0),
de modo que Y, y ¥, son dependientes. |

EJEMPLO 5.11

Sea

6y1y§, 0=y =1,0=y =1,

FOn,y) = 0, en cualquier otro punto.

Demuestre que Y, y Y, son independientes.
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Tenemos
) 1 y3 !
/ SO, y2) dy, :/ 6y1y; dy, = 6y ?2]
—00 0 0
Siy) = =2y, 0=y =1,
/ S, y2)dy, = / 0dy, =0, en cualquier otro punto.
Del mismo modo,
0 1
/ f, y2)dy, = / 6y1y;dy, =3y;, 0=y, =1,
—00 0
fa(y) = - -
/ fO1, ) dy, = / 0dy, =0, en cualquier otro punto.
En consecuencia,
SO, y2) = i) f2(d2)
para todos los nimeros reales (y;, ¥,) y, por tanto, Y, y ¥, son independientes. |

EJEMPLO 5.12

Solucion

FIGURA 5.7
Regidn sobre la cual
fly,, v,) es positiva,
Ejemplo 5.12

Sea
2, O0=yp=y=1,

0, en cualquier otro punto.

SOy = {

Demuestre que Y, y Y, son dependientes.

Vemos que f(y,, y,) = 2 sobre la regién sombreada que se ve en la Figura 5.7. Por tanto,

1 Y1
2dy =2yz] =2y, 0=y =1,
filyn) = A : 0

0, en cualquier otro punto.

Y2

30

N
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Del mismo modo,

1 1
2dy =2yi| =2(1—y), 0=y, =1,
faly) = / SR N ’ :

0, en cualquier otro punto.
Por tanto,
FOy2) 7 fily) f2(32)
para algun par de nimeros reales (y,, ¥,) y, por tanto, Y, y ¥, son dependientes. |

TEOREMA 5.5

Observara una diferencia distinta en los limites de integracion empleados para hallar las
funciones de densidad marginal obtenidas en los Ejemplos 5.11 y 5.12. Los limites de integra-
cién para y,, comprendidos en hallar la densidad marginal de Y, en el Ejemplo 5.12, dependian
de y,. En contraste, los limites de integracién fueron constantes cuando determinamos las
funciones de densidad marginal del Ejemplo 5.11. Si los limites de integracién son constan-
tes, el siguiente teorema proporciona una forma facil de demostrar la independencia de dos
variables aleatorias.

Sean Y, y Y, que tienen una densidad conjunta f(y,, y,) que es positiva siy sélo si a =
Y, =byc=y,=d, paraconstantes a, b, c y d; y f(y,, ¥,) = 0 en otro caso. Entonces
Y, y Y, son variables aleatorias independientes si y sélo si

SO, y) = gD h(y,)

donde g(y,) es una funcién no negativa de y, solamente y A(y,) es una funcién no nega-
tiva de y, solamente.

La demostracion de este teorema se omite. (Vea “Bibliografia y lecturas adicionales” al
final del capitulo.) El beneficio clave del resultado dado en el Teorema 5.5 es que en realidad
no necesitamos obtener las densidades marginales. De hecho, las funciones g(y,) y A(y,) no
necesitan ser funciones de densidad (aun cuando sean multiplos constantes de las densidades
marginales, deberiamos tomarnos la molestia de determinar éstas).

EJEMPLO 5.13

Solucion

Sean Y, y Y, que tienen una densidad conjunta dada por

2y, 0=y =1,0=y, =1,
f(yl,yz)—{ ! S
0, en cualquier otro punto.

.Y,y Y, son variables independientes?

Observe que f(y,, y,) es positivasiy sélosi0 =y, = 1y0 =y, = 1. Ademas, f(y,,y,) = &0y h(»,),
donde

) OS 513
g<y1)={y1 It

2, 0= =1,
. y h(y) = { 2
0, en Cualquler otro punto,

0, en cualquier otro punto.
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Por tanto, Y, y Y, son variables aleatorias independientes. Observe que g(y,) y A(y,), como
aqui se definen, no son funciones de densidad, aun cuando 2g(y,) y h(y,)/2 sean densidades.
||

EJEMPLO 5.14

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.4. (Y|, la cantidad en existencia, es independiente de Y,, la cantidad
vendida?

Como la funcién de densidad es positiva si y sélo si 0 =y, =y, = 1, no existen constantes
a, b, ¢y d tales que la densidad sea positiva en la regiéon a =y, = b, ¢ =y, = d. Entonces, el
Teorema 5.5 no se puede aplicar. No obstante, se puede demostrar que Y, y Y, son variables
aleatorias dependientes porque la densidad conjunta no es el producto de las densidades mar-
ginales. |

543

5.44

5.45

Las definiciones 5.8 facilmente se pueden generalizar a n dimensiones. Suponga que tene-

mos n variables aleatorias, Y, . . ., ¥,, donde Y tiene funcién de distribucién F(y,), para i =
1,2, ...,n;ydonde Y, Y,, ..., Y, tienen funcién de distribucién conjunta F(y,, y,, ..., ¥,).
Entonces Y|, Y,, . . ., ¥, son independientes si y sélo si

F()’l, )’2,--~, yrl) = Fl(yl) Fn(yl’l)

para todos los nimeros reales y,, y,, . . . , ¥,, con las formas equivalentes obvias para los casos
discretos y continuos.

Ejercicios

Sean Y, y Y, que tienen una funcién de densidad conjunta f(y,, y,) y densidades marginales f,(y,) y £,(y,),
respectivamente. Demuestre que Y, y Y, son independientes si y sélo si f(y,[y,) = f,(y,) para todos los
valores de y, y para toda y, tal que f,(y,) > 0. Un argumento completamente andlogo establece que Y,
y Y, son independientes si y sélo si f(y,]y;) = f,(y,) para todos los valores de y, y para toda y, tal que
Sip) > 0.

Demuestre que los resultados del Ejercicio 5.43 también se cumplen para variables aleatorias discre-
tas.

En el Ejercicio 5.1 determinamos que la distribucién conjunta de Y,, el niimero de contratos concedidos
alaempresa A,y Y,, el nimero de contratos concedidos a la empresa B, estd dada por las entradas de la
tabla siguiente.

Vi
Rl 0 1 2
0 1/9 2/9 1/9
1 2/9 2/9 0
2 19 0 0

La funcién de probabilidad marginal de Y, se determiné en el Ejercicio 5.19 como binomial con n = 2
yp = 1/3..Y,y Y, son independientes? ; Por qué?
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5.46

5.47

5.48

5.49

5.50

5.51

Consulte el Ejercicio 5.2. El nimero de caras en tres tiros de moneda estd binomialmente distribuido con
n =3, p = 1/2. ;Son independientes el nimero total de caras y sus ganancias en la apuesta colateral?
[Examine su respuesta al Ejercicio 5.20(b).]

En el Ejercicio 5.3 determinamos que la distribucién de probabilidad conjunta de Y,, el nimero de eje-
cutivos casados y Y,, el nimero de ejecutivos que no se han casado, estd dada por

4 3 2
()’1) (yz) <3 — _)’2>
9 ,
()
donde y, y y, sonenteros, 0 =y, =3,0=y,=3y 1=y +y,=3. .Y, yY, son independientes?
(Recuerde su respuesta al Ejercicio 5.21.)

Py, y2) =

En el Ejercicio 5.4 se determind la siguiente funcién de probabilidad conjunta para

. . . 0, sino usaba cintur6n,

0, si el nifio sobrevive, ) ) 3
Y, = ) ) y Y, =4 1, siusaba cinturén para adulto,
1, sino sobrevive, ) ) .
2, siusaba el cinturén del asiento del auto.

Vi
V2 0 1 Total

0 38 .17 .55
1 14 .02 .16
2 24 .05 .29

Total .76 .24 1.00

.Y,y Y, son independientes? ;Por qué si o por qué no?

En el Ejemplo 5.4 y en el Ejercicio 5.5 consideramos la densidad conjunta de Y;, la proporcién de la
capacidad del tanque que ha sido abastecido al principio de la semana y Y,, la proporcién de la capacidad
vendida durante la semana, dadas por

3y, O0=ym=y =1,

0, en cualquier otro punto.

fOLy) = {

Demuestre que Y, y Y, son dependientes.

En el Ejercicio 5.6 supusimos que si una particula radiactiva se coloca en un cuadrado con lados de
longitud unitaria, un modelo razonable para la funcién de densidad conjunta para Y, y Y, es

I, 0=y=10=y=1,
fO,y) =

0, en cualquier otro punto.

a (Y, y Y, sonindependientes?
b (El resultado del inciso a explica los resultados obtenidos en el Ejercicio 5.24 d - f? ;Por qué?

En el Ejercicio 5.7 consideramos Y, y Y, con funcién de densidad conjunta

eIty >0, 3, >0,
fOLy) =
0

en cualquier otro punto.

)

a (Y, y Y, son independientes?
b (El resultado del inciso a explica los resultados obtenidos en el Ejercicio 5.25 d - f? ;Por qué?
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En el Ejercicio 5.8 dedujimos que

dyiy2, 0=y =1,0=y =1,
SOy =

s en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida. ;Y; y ¥, son independientes?
En el Ejercicio 5.9 determinamos que

6(1 —=y), 0=y =ym,=1,
fi,y) =

, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta vdlida. Y, y Y, son independientes?
En el Ejercicio 5.10 demostramos que

I, 0=y=20=y=12y=y,
SO, y) =

0, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida para Y,, la cantidad de contaminante por
muestra recolectada arriba de la chimenea que no estd equipada con aparato limpiador, y Y,, la cantidad
recolectada arriba de la chimenea con limpiador. ;Son independientes las cantidades de contaminantes
por muestra recolectadas con y sin el aparato limpiador?

Suponga que, como en el Ejercicio 5.11, Y, y Y, estdn uniformemente distribuidas sobre el tridngulo
sombreado en el diagrama adjunto. ;Y; y Y, son independientes?

En el Ejercicio 5.12 se determind la siguiente funcién de densidad de probabilidad conjunta para las va-
riables aleatorias Y, y Y,, que eran las proporciones de dos componentes en una muestra de una mezcla
de insecticida:

2, 0=y=1L0=yn=10=y +n=I,

Sy) = )

0, en cualquier otro punto.
.Y,y Y, son independientes?
En los Ejercicios 5.13 y 5.31, la funcién de densidad conjunta de Y, y Y, fue dada por
30y;y2, yi—l=y=1-y,0=y =1,
0, en cualquier otro punto.

fO,y) = {

(Las variables aleatorias Y, y Y, son independientes?

Suponga que las variables aleatorias Y, y Y, tienen funcién de densidad de probabilidad conjunta, f(y,,
¥,), dada por (vea Ejercicios 5.14 y 5.32)

6yiy2, 0=y =yy+y,=2,

0, en cualquier otro punto.

SO y) = {

Demuestre que Y, y Y, son variables aleatorias dependientes.

Si Y, es el tiempo total entre la llegada de un cliente a una tienda y su salida de la ventanilla de servicio,
y si Y, es el tiempo empleado en la fila de espera antes de llegar a la ventanilla, la densidad conjunta de
estas variables, de acuerdo con el Ejercicio 5.15, es

e, 0=y =y =oo

SO y) = {

0, en cualquier otro punto.

.Y, y Y, son independientes?
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En el Ejercicio 5.16, Y, y Y, denotaron las proporciones de tiempo que los empleados I y II pasaron
realmente trabajando en sus tareas asignadas durante un dia habil. La densidad conjunta de Y, y Y, estd
dada por

yvity, 0=y =10=y =1,
fOL») =

R en cualquier otro punto.

.Y,y Y, son independientes?

En el Ejercicio 5.18, Y, y ¥, denotaron las duraciones de vida util, en cientos de horas, para componentes
de los tipos Iy II, respectivamente, en un sistema electrénico. La densidad conjuntade Y, y Y, es

P ) (1/8)yle*(,"l+)'2)/2’ y1 >0,y >0,
Vi, Y2) =
0, en cualquier otro punto.

.Y,y Y, son independientes?

Suponga que la probabilidad de que aparezca una cara cuando una moneda se lanza al aire es p y que
la probabilidad de que aparezca una cruz es ¢ = 1 — p. La persona A lanza la moneda hasta que aparece la
primera cara y se detiene. La persona B hace lo mismo. Los resultados obtenidos por las personas A y B se
supone que son independientes. ;Cudl es la probabilidad de que A y B se detengan en exactamente el mismo
ndmero de tiros?

Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes distribuidas exponencialmente, cada una con media 1.
Encuentre P(Y, > Y,|Y, <2Y,).

Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes que estan distribuidas uniformemente en el intervalo
(0, 1). Encuentre P(Y, < 2Y,|Y, < 3Y,).

Suponga que, para —1 = a = 1, la funcién de densidad de probabilidad de (Y, ¥,) estd dada por

[ —af(1 =2e71)(1 = 2¢2)}le 2, 0=y,,0=y,
SO,y =

, en cualquier otro punto.
a Demuestre que la distribuciéon marginal de Y, es exponencial con media 1.
b ;Cuél es la distribucién marginal de Y,?
¢ Demuestre que Y, y Y, son independientes si y sélo si a = 0.

Observe que estos resultados implican que hay un nimero infinito de densidades conjuntas tales que
ambas densidades marginales son exponenciales con media 1.

Sean F,(y,) y F,(y,) dos funciones de distribucién. Para cualquier o, -1 = o = 1, considere ¥, y Y, con
funcidn de distribucién conjunta

F(yi, y2) = Fi)FE(3)[1 —afl = Fi(ynH1 — F(»n)}.

(Cuil es F(y,, 00), la funcién de distribucion marginal de Y,? [Sugerencia: cudl es F,(c0)?]
(Cuadl es la funcién de distribucién marginal de Y,?
Si a = 0 ¢por qué son independientes Y,y ¥,?

o n T N

.Y, y Y, son independientes si a # 07 ;Por qué?

Observe que esta construccion se puede usar para producir un ndmero infinito de funciones de distribu-
cién conjunta que tengan las mismas funciones de distribucién marginal.

En la Seccién 5.2 dijimos que si Y, y Y, tienen una funcién de distribucién acumulativa conjunta
F(y,, y,), entonces para cualquiera < byc <d

Pa<Y, =b,c<Y,=d)=F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a, c).
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Si Y,y Y, son independientes, demuestre que
Pa<Y =b,c<Y,=d)=Pa<Y =b)XP(c<Y,=d).

[Sugerencia: exprese P(a < Y, = b) en términos de F,(-).]

Un supermercado tiene dos clientes esperando para pagar sus compras en la caja [ y un cliente esperando
pagar en la caja II. Denote con Y, y Y, los niimeros de clientes que gastan mas de $50 en abarrotes en las
cajas respectivas. Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias binomiales independientes, la probabili-
dad de que un cliente en la caja I gaste més de $50 es .2 y la probabilidad de que un cliente en la caja II
gaste més de $50 es igual a .3. Encuentre

a la distribucién de probabilidad conjunta para Y, y Y,.
b la probabilidad de que no mas de uno de los tres clientes gaste mas de $50.

La vida util Y para cierto tipo de fusibles estd modelada por la distribucién exponencial, con

(1/3)e™3, y >0,
fy) = /

s en cualquier otro punto.

(Las mediciones son en cientos de horas.)

a Si dos de esos fusibles tienen vidas utiles independientes Y, y Y,, encuentre la funcién de densidad
de probabilidad conjunta para Y, y ¥,.

b Un fusible en el inciso a estd en un sistema primario y el otro estd en el sistema de respaldo que entra
en uso solo si falla el sistema primario. La vida util efectiva total de los dos fusibles es entonces Y,
+ Y,. Encuentre P(Y, + ¥, = 1).

Un autobus llega a una parada en un tiempo uniformemente distribuido en el intervalo O a 1 hora. Un
pasajero también llega a la parada en un tiempo uniformemente distribuido en el intervalo de 0 a 1 hora.
Suponga que los tiempos de llegada del autobus y el pasajero son independientes entre si y que el pasa-
jero va a esperar hasta 1/4 de hora a que llegue el autobus. ;Cuadl es la probabilidad de que el pasajero
aborde el autobus? [Sugerencia: denote con Y, la hora de llegada del autobis y con Y, la hora de llegada
del pasajero; determine la densidad conjuntade Y, y Y, y encuentre P(Y, <Y, =< Y, + 1/4).]

Dos llamadas telefonicas entran en un conmutador en tiempos aleatorios en un periodo fijo de una hora.
Suponga que las 1lamadas se hacen independientemente una de la otra. ;Cudl es la probabilidad de que
las llamadas se hagan

a en la primera media hora?,

b ano mds de cinco minutos entre si?

El valor esperado de una funcion
de variables aleatorias

Para justificar la siguiente definicién sélo se necesita construir el equivalente multivariante
del caso univariante.
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DEFINICION 5.9

Sea g(Y,, Y,, . . ., ¥},) una funcién de las variables aleatorias discretas, Y}, Y,, . . ., ¥,,
que tienen funcién de probabilidad p(y,, y,, . . . , ¥,). Entonces el valor esperado de
g, Y, ..., Y)es

E[g(Y1, Yo,y YOI = o D 2(31, 2o os 3P Y25+ 0)-

today; today, today;

SiY,, Y, ...,Y, son variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjunta
1 2 k
2
SO Y - - -5 Yy), €ntonces

E[g(Yy, Ya,..., V)] =/ / / 81, y2s- s i)
—00 —00 J —00
Xf()’h)’z,-u, yk) dyldyzdyk

EJEMPLO 5.15

Solucion

Considere que Y, y Y, tienen una densidad conjunta dada por

2y;, 0=y =1,0=y, =1,
f()m)’z):{o

en cualquier otro punto.

Encuentre E(Y, Y,).

De la Definicién 5.9 obtenemos

00 00 1 1
E(Y Y, = / / yiva f(yi, y2) dy, dy, :/ / y1y2(2y1) dy, dy,
N o Jo

1 2yi7, 1 1 2 2y2 1 1
= ntas dv, = Z dv, = —22| =, [ |
/0 )’2( 3 ]0 Y2 /0 (3>y2 Y2 3 2:|0 3

Demostraremos que la Definicién 5.9 es consistente con la Definicién 4.5, en la que definimos

el valor esperado de una variable aleatoria univariante. Considere dos variables aleatorias Y, y

Y, con funcién de densidad f(y,, y,). Deseamos hallar el valor esperado de g(Y,, ¥,) = Y.
De la Definicién 5.9 tenemos

E(Y)) =/ / vif (1, y2) dy, dy,

=ﬁ yl[/ f(yl,yz)dyz]dyl-

La cantidad dentro de paréntesis rectangulares, por definicidn, es la funcién de densidad mar-
ginal para Y;. Por tanto, obtenemos

E(Yy) :/ y1fi(yr) dyy,

—00

que estd acorde con la Definicion 4.5.

2. De nuevo, decimos que existen valores esperados si 2. - 2. |8(¥1,y2,..., Y PY1 2,5 VK)o si
S L1801 y2ue ooy YOI L1 Y20 e Vi) dy; ... dyy es finita.
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EJEMPLO 5.16 Considere que Y, y Y, que tienen una densidad conjunta dada por

Solucion

2y;, 0=y =1,0=y=1,
0, en cualquier otro punto.

fOn ) = {

Encuentre el valor esperado de Y.

1ol
E(Y)) = / / y1(2y1) dy, dy,
o Jo

/' 217, _/‘2d 2 7 2
A 3, Y2 03)’2 3y20 3

Consulte la Figura 5.6 y calcule el valor esperado de Y. El valor E(Y,) = 2/3 parece ser bas-
tante razonable. ]

EJEMPLO 5.17

Solucion

En la Figura 5.6 el valor medio de Y, parece ser igual a .5. Confirmemos este calculo visual.
Encuentre E(Y,).

2

1 pl 1 2y’ 1
E(Y>) = / / v2(2y1) dy, dy, :/ Y2 7i| dy,
0o Jo 0 0

1 271
y. 1
Z/ y2dy2=?2] =5
0 0 [}

EJEMPLO 5.18

Solucion

Sean Y, y Y, variables aleatorias con funcién de densidad

2y, 0=y =1L0=m=1,
0, en cualquier otro punto.

Fy) = {
Encuentre V(Y)).

La densidad marginal para Y, obtenida en el Ejemplo 5.6 es

2y, 0=y =1,
0, en cualquier otro punto.

fily) :{

Entonces V(Y1) = E(Y]) —[E(YD]%y

—00

E(Yk)=/m ykfl(Y1)dy1Z/lyk(Zyl)dylz A
] ] 0 ! k+2 o k+2
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Si hacemos k = 1y k = 2, se deduce que E(Y,) y E(Y{) son 2/3 y 1/2, respectivamente.
Entonces V(Y;) = E(Y]) — [E(Y)]* = 1/2 = (2/3)* = 1/18. |

EJEMPLO 5.19

Solucion

Del proceso para producir una sustancia quimica industrial se obtiene un producto que contiene
dos tipos de impurezas. Para una muestra especifica proveniente de este proceso, denotemos con
Y, la proporcién de impurezas en la muestra y con Y, la proporcion de impurezas tipo I entre to-
das las impurezas halladas. Suponga que la distribucién conjunta de Y, y Y, puede ser modelada
con la siguiente funcion de densidad de probabilidad:

20—y, 0=y =L0=y=1,
0, en cualquier otro punto.

fOLy) = {

Encuentre el valor esperado de la proporcion de impurezas tipo I de 1a muestra.
Como Y, es la proporcién de impurezas en la muestra y Y, es la proporcién de impurezas tipo

I entre las impurezas muestrales, se deduce que Y,Y, es la proporcioén de impurezas tipo I en
toda la muestra. Entonces, buscamos hallar E(Y,Y,):

1 1 1 1
E(Y\Y) = / f 2y1y2(1 = y1) dy, dy; = 2/ yi(l = yp) (2)dy1
0 0 0

1 2 3\ !
2 1 _N o1 1
= yi—y dy=( —>] =5 "3 ¢
/0 ( 1) 2 3)], 2 3 6
Por tanto, esperariamos que 1/6 de la muestra estuviera formado por impurezas tipo 1. ]

5.6

TEOREMA 5.6

TEOREMA 5.7

Teoremas especiales

Los teoremas que facilitan el célculo del valor esperado de una constante, el valor esperado
de una constante por una funcién de variables aleatorias y el valor esperado de la suma de
funciones de variables aleatorias son semejantes a los del caso univariante.

Sea c una constante. Entonces

E(c) = c.

Sea g(Y,, Y,) una funcién de las variables aleatorias Y, y Y, y sea ¢ una constante.
Entonces

Elcg(Yy, Y2)] = cE[g(Yy, Y2)].
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Sean Y, y Y, variables aleatorias y g,(Y}, ¥,), &, (Y}, ¥,), . . ., g(¥;, ;) funciones de Y,
y Y,. Entonces

E[g1(Y1, Y2) + go(Y1, Vo) + - -+ + gu(Yy, Y2)]
= E[gi1(Y1, Vo)l + E[g2(Y1, )] + - - - + E[gi (Y1, Y2)].

Las demostraciones de estos tres teoremas son andlogas a los casos univariantes estudiados
en los Capitulos 3 y 4.

EJEMPLO 5.20

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.4. La variable aleatoria Y, — Y, denota la cantidad proporcional de ga-
solina remanente al final de la semana. Encuentre E(Y, — Y,).

Empleando el Teorema 5.8 con g,(Y,, ¥,) = Y, y g(Y;, ¥,) = -Y,, vemos que
E(Yy —Y2) = E(Y1) + E(—Y2).
Se aplica el Teorema 5.7, dando E(-Y,) = —E(Y,); por tanto,

E(Y) — Y1) = E(Y1) — E(Y2).

También,
L ey 1 3 3 A 1 3
E(Y) = / / y1(3y1) dy, dy, :/ 3yydy, = —)’1} =
o Jo 0 4], 4
1 i 1 20 13
_ _ Y2 _ 3
E(Y») —/ / ¥2(3y1) dy, dy, —/ 3n <—} >dy1 = [ syidn
o Jo 0 2 ]y 0o 2
_ 3. 1 _3
Entonces,

E(Y1 —Y2) = (3/4) —(3/8) = 3/8,

de modo que esperariamos que 3/8 del tanque esté lleno al final de las ventas de la semana.
]

TEOREMA 5.9

Si las variables aleatorias motivo de estudio son independientes, en ocasiones podemos
simplificar el trabajo necesario para hallar valores esperados. El siguiente teorema es muy util
en este sentido.

Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes y sean g(Y,) y 4(Y,) funciones sélo de
Y, y Y,, respectivamente. Entonces

E[g(YDh(Y2)] = E[g(YD]E[h(Y2)],

siempre que existan los valores esperados.
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Demostracion

Daremos la demostracion del resultado para el caso continuo. Denotemos con f(y;, y,)
la densidad conjunta de Y; y Y,. El producto g(¥,)h(Y,) es una funcién de Y; y Y,.
Entonces, por la Definicion 5.9 y la suposicion de que Y, y Y, son independientes,

E [g(Y1)h(Y2)] /_ f_ g)h(y2) f(y1, y2) dy, dy,

/ / g)h(2) f1(y1) f2(y2) dy, dy,

:f g filyr) |:/ h(y2) f2(y2) d)’2i| dy,

—0o0

:/ gy fily) E [h(Y2)] dy,

—00

= E[h(Yz)]/i gy filyn) dy, = E [g(YD] E [A(Y2)].

La demostracion para el caso discreto sigue un modo analogo.

EJEMPLO 5.21

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.19. En ese ejemplo encontramos E(Y,Y,) directamente. Al investigar la
forma de la funcién de densidad conjunta dada ahi, podemos ver que Y, y Y, son independien-
tes. Encuentre E(Y,Y,) con el uso del resultado de que E(Y,Y,) = E(Y,) E(Y,)si Y,y Y, son
independientes.

La funcién de densidad conjunta esta dada por

f )_{2(1—y1), O=y=L0=m=I
SR 0, en cualquier otro punto.
Entonces,
o - [ 20— =21 - 0=n =1
Jiyr) =
, en cualquier otro punto,
y
1
1 _ 2| =
2(1 =y dy, = —(1 — ]—1, O0=ym=1,
) = {/(, (I =ydy, = =1 =y)?| v
0, en cualquier otro punto.

Tenemos entonces

1 2 3 1 1
E(Y1>=f) v [2(1—y1)]dy1=2(y7‘—%>} =3
(

E(Y,) =1/2

porque Y, estd uniformemente distribuida en (0, 1).
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Se deduce que

E(Y\Y2) = E(YDE(Y>) = (1/3)(1/2) = 1/6,

lo que concuerda con la respuesta del Ejemplo 5.19. ]

5.72

5.73

5.74

5.75

Ejercicios

En el Ejercicio 5.1 determinamos que la distribucién conjunta de Y}, el nimero de contratos concedidos
alaEmpresa A, y Y,, el nimero de contratos concedidos a la empresa B, estd dada por las entradas de la
tabla siguiente.

Vi
Rl 0 1 2
0 1/9 2/9 1/9
1 2/9 2/9 0
2 1/9 0 0

La funcién de probabilidad marginal de Y, se determiné en el Ejercicio 5.19 como la binomial con n =
2y p = 1/3. Encuentre

a E).

b V(Y.

c E (Yl - Yz)

En el Ejercicio 5.3 determinamos que la distribucién de probabilidad conjunta de Y,, el niimero de eje-
cutivos casados y Y,, el nimero de ejecutivos que nunca se casaron, estd dada por

4 3 2
<yl) <Y2> (3 - _yz>
9 )
()
donde y, y y, son enteros,0 =y, =3,0=y, =3y 1 =y, +y, = 3. Encuentre el nimero esperado de
ejecutivos casados de entre los tres seleccionados para promocion. (Vea el Ejercicio 5.21.)

POy, y2) =

Consulte los Ejercicios 5.6, 5.24 y 5.50. Suponga que una particula radiactiva se coloca aleatoriamente
en un cuadrado con lados de longitud unitaria. Un modelo razonable para la funcién de densidad con-
juntapara Y,y Y, es

I, 0=y =1.0=y, =1,
f(yl,yz):{ ! )2

0, en cualquier otro punto.

(Cudles E(Y, - Y,)?
(Cudl es E(Y, Y,)?
(Cudles E(Y? +Y2)?
(Cudles V(Y, Y,)?

o n TN

Consulte los Ejercicios 5.7, 5.25 y 5.51. Considere que Y, y Y, tienen la funcién de densidad conjunta

ey > 0,y,> 0
fO ) =
R en cualquier otro punto.
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(Cuidles son E(Y, + ¥,) y V(Y| + 1,)?

(Cudles P(Y, - Y, > 3)?

(Cudles P(Y, - Y, <-3)?

(Cudles son E(Y, - Y,) y V(Y, - Y,)?

(Qué se observa acercade V(Y, + Y,) y V(Y, - ¥,)?

o Qo A T N

En el Ejercicio 5.8 dedujimos el hecho de que
POy = {4y1y2, 0=y s.l, 0=y, =1,
0, en cualquier otro punto.
a Encuentre E(Y7).
b Encuentre V(Y)).
¢ Encuentre E(Y, — V).

En el Ejercicio 5.9 determinamos que

6(1—y), 0=y =y =1,
f(}’1,)72):{( »2) =

, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta vélida. Encuentre

a E(Y)yEY).
b V(Y)yV(Y,).
c E(Y, —3Y,).

En el Ejercicio 5.10 demostramos que

L 0=y =20=»=12pn=y,
0, en cualquier otro punto

fOLy) = {

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida para Y,, la cantidad de contaminante por
muestra recolectada arriba de la chimenea sin aparato limpiador y Y,, la cantidad recolectada arriba de

la chimenea con el limpiador.

a Encuentre E(Y)) y E(Y,).
b Encuentre V(Y,) y V(Y,).

¢ La variable aleatoria Y, — Y, representa la cantidad en la cual el peso de contaminante se puede redu-

cir con el uso del aparato limpiador. Encuentre E(Y, — Y,).
d Encuentre V(Y, — Y,). ;(Dentro de qué limites espera que caiga ¥, — Y,?

Suponga que, como en el Ejercicio 5.11, Y, y Y, estdn uniformemente distribuidas sobre el tridngulo

sombreado en el diagrama siguiente. Encuentre E(Y,Y,).

Y2
©, 1)

-1, 0) (1, 0) Y1

En el Ejercicio 5.16, Y, y Y, denotaron las proporciones del tiempo que los empleados I y II pasaban
realmente trabajando en sus tareas asignadas durante un dia habil. La densidad conjunta de Y, y Y, estd

dada por
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ity 0=y=10=y=I,
fO,y) =

0, en cualquier otro punto.

El empleado I tiene un porcentaje de productividad mds alto que el Il y una medida de la productividad
total del par de empleados es 30Y, + 25Y,. Encuentre el valor esperado de esta medida de productivi-
dad.

En el Ejercicio 5.18, Y, y ¥, denotaban la vida ttil, en cientos de horas, para componentes de tipos I y
II, respectivamente, en un sistema electrénico. La densidad conjuntade Y, y ¥, es

iy = {(1/8)>71e<>"*"2)/2, yi >0,y >0,
1> )2) —

, en cualquier otro punto.

Una forma de medir la eficiencia relativa de los dos componentes es calcular la relacién Y, /Y. Encuentre
E(Y,/Y)). [Sugerencia: en el ejercicio 5.61 demostramos que Y, y ¥, son independientes.]

En el Ejercicio 5.38 determinamos que la funcién de densidad conjunta para Y,, el peso en toneladas
de un articulo a granel que un proveedor tiene en existencia y Y,, el peso del articulo vendido por el
proveedor, tienen densidad conjunta

I/y;, 0=y, =y =1,
O, y) =

0, en cualquier otro punto.

En este caso la variable aleatoria Y, — Y, mide la cantidad del articulo remanente al final de la semana,
una cantidad de gran importancia para el proveedor. Encuentre E(Y, — Y,).

En el Ejercicio 5.42 determinamos que la distribucién de probabilidad incondicional para Y, el nimero
de defectos por yarda en cierta tela, es

p(y) = (1/2)"", y=0,1,2,...

Encuentre el nimero esperado de defectos por yarda.

En el Ejercicio 5.62 consideramos dos personas que lanzaban al aire una moneda hasta que aparecia
la primera cara. Denote con Y, y Y, el nimero de veces que las personas A y B tiran la moneda, res-
pectivamente. Si aparecen caras con probabilidad p y cruces con probabilidad ¢ = 1 — p, es razonable
concluir que Y, y Y, son independientes y que cada una tiene una distribucién geométrica con pardmetro
p. Considere Y, — Y,, la diferencia en el niimero de tiros que necesitan las dos personas.

a Encuentre E(Y)), E(Y,) y E(Y, = Y,).

b Encuentre E(Y?), E(Y})y E(Y,Y,) (recuerde que Y, y ¥, son independientes).

¢ Encuentre E(Y, - Y,)*y V(Y, - Y,).

d Proponga un intervalo que contenga Y, — Y, con probabilidad de al menos 8/9.

En el Ejercicio 5.65 consideramos variables aleatorias Y, y Y, que, para—1 = a = 1, tienen funcién de
densidad conjunta dada por

[1—a{(1 =2e7)(1 =2e2)}e ™2, 0=y;,0=y,

SOy = .
s en cualquier otro punto

y establecimos que las distribuciones marginales de Y, y Y, eran exponenciales ambas con media 1.
Encuentre

a EY)y E(Y)).

b V(Y))y V(Y,).
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C E(Yl - Yz)
d EVY»).
e V(Y —Y,). ;Dentro de qué limites se espera que caiga Y1 — Y2?

Suponga que Z es una variable aleatoria normal estdndar y que Y, y Y, son variables aleatorias con
distribucién y? con v, y v, grados de libertad, respectivamente. Ademds, suponga que Z, Y, y Y, son
independientes.

a Defina W = Z/\/?l Encuentre E(W) y V(W). {Qué suposiciones se necesitan acerca del valor de
v,? [Sugerencia: W = Z(1/\/Y)) = g(Z)h(Y)). Use el Teorema 5.9. Los resultados del Ejercicio
4.112 d también seran ttiles. ]

b Defina U = Y,/Y,. Encuentre E(U) y V(U). ;Qué suposiciones acerca de v, y v, se necesitan? Use la
sugerencia del inciso a.

Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias % independientes con v, y v, grados de libertad, respecti-
vamente. Encuentre

a EY,+7,).
b V(Y| + Y,). [Sugerencia: use el Teorema 5.9 y el resultado del Ejercicio 4.112a.]

Supongamos que lanza un dado hasta que hayan salido cada una de las seis caras. ;Cudl es el nimero
esperado de tiros necesario para completar su tarea? [Sugerencia: si Y es el nimero de intentos para
completar la tarea, Y = Y, + ¥, + Y; + Y, + Y5 + Y, donde Y, es el intento en el que cae la primera
cara del dado, Y; = 1, Y, es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga una cara diferente
a la primera, Y, es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga una cara diferente a las dos
primeras caras distintas, . . ., Y, es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga la tltima cara
restante, después que todas las otras se hayan visto. Observe ademds que parai = 2, ..., 6, Y, tiene una
distribucién geométrica con probabilidad de éxito (7 —i)/6.]

Covarianza de dos variables aleatorias

Intuitivamente consideramos la dependencia de dos variables aleatorias Y; y Y, como un pro-
ceso en el que una de las variables, por ejemplo Y,, aumenta o disminuye cuando Y, cambia.
Concentraremos nuestra atencién en dos medidas de dependencia: la covarianza entre dos
variables aleatorias y su coeficiente de correlacion. En la Figura 5.8(a) y (b), se muestran las
gréficas de los valores observados de dos variables, Y, y Y,, para muestras de n = 10 unida-
des experimentales tomadas de cada una de las dos poblaciones. Si todos los puntos caen a
lo largo de una recta, como indica la Figura 5.8(a), Y; y Y, son obviamente dependientes. En
contraste, la Figura 5.8(b) indica poca o ninguna dependencia entre Y, y Y.

Suponga que conocemos los valores de E(Y,) = u, y E(Y,) = u, y localizamos este punto
en la gréfica de la Figura 5.8. Ahora localizamos un punto graficado, (y;, y,), en la Figura
5.8(a) y medimos las desviaciones (y, — u,) y (¥, — m,). Ambas desviaciones toman el mismo
signo algebraico para cualquier punto, (y;, ¥,), ¥ su producto (y, — @, )(y, — m,) €s positivo. Los
puntos a la derecha de w, generan pares de desviaciones positivas; los puntos a la izquierda
producen pares de desviaciones negativas; y el promedio del producto de las desviaciones (y, —
uy)(y, — 1) es grande y positivo. Si la relacién lineal indicada en la Figura 5.8(a) se hubiera
inclinado hacia abajo a la derecha, todos los pares de desviaciones correspondientes hubieran
sido de signo contrario y el valor promedio de (y, — u,)(y, — u,) hubiera sido un niimero ne-
gativo grande.
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La situacién que acabamos de describir no ocurre para la Figura 5.8(b), donde existe poca
dependencia entre Y, y ¥,. Sus desviaciones correspondientes (y; — tt,) y (y, — u,) tomarén el
mismo signo algebraico para algunos puntos y signos opuestos para otros. Entonces, el pro-
ducto (y; — w)(y, — M,) serd positivo para algunos puntos, negativo para otros y promediara
algun valor cercano a cero.

Es evidente que el valor promedio de (¥, — u,)(Y, — u,) proporciona una medida de la de-
pendencia lineal entre Y, y Y,. Esta cantidad, E[(Y; — u,)(Y, — u,)], se denomina covarianza
deY, yY,.

Si Y, y Y, son variables aleatorias con medias w, y u,, respectivamente, la covarianza
deY, yY,es

Cov(Yy, Y2) = E[(Y1 —p)(Y2 — u2)].

Cuanto mayor sea el valor absoluto de la covarianza de Y, y Y,, mayor serd la dependencia
lineal entre Y, y Y,. Los valores positivos indican que Y, aumenta cuando Y, aumenta; los
valores negativos indican que Y, disminuye cuando Y, aumenta. Un valor cero de la covarian-
za indica que las variables son no correlacionadas y que no hay dependencia lineal entre Y,
yY,.

Desafortunadamente, es dificil utilizar la covarianza como medida absoluta de dependen-
cia porque su valor depende de la escala de medicién. En consecuencia, es dificil determinar
a primera vista si una covarianza particular es grande o pequefia. Este problema se puede eli-
minar al estandarizar su valor y usar el coeficiente de correlacion, p, una cantidad relacionada
con la varianza y que se define como

Cov(Yy, 12)
p =72

g0,

donde o, y o, son desviaciones estdndar de Y, y Y,, respectivamente. Se pueden hallar mis
exposiciones del coeficiente de correlacion en la obra de Hogg, Craig y McKean (2005) y
Myers (2000).

Una demostracién del coeficiente de correlacion p satisface la desigualdad -1 = p = 1 estd
resumida en el Ejercicio 5.167.
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Demostracion

El signo del coeficiente de correlacion es igual al signo de la covarianza. Entonces, p > 0
indica que Y, aumenta a medida que Y, aumenta y p = +1 implica correlacion perfecta, con
todos los puntos cayendo en una recta con pendiente positiva. Un valor de p = 0 implica
cero covarianza y que no hay correlacion. Un coeficiente negativo de correlacion implica una
disminucién en Y, cuando Y, aumenta, y p = —1 implica correlacién perfecta, con todos los
puntos cayendo en una recta con pendiente negativa. Una férmula computacional conveniente
para la covarianza se especifica en el siguiente teorema.

Si Y, y Y, son variables aleatorias con medias u, y u,, respectivamente, entonces

Cov(Y, o) = E[(Y1 —p)(Y2 — p2)] = E(Y1Y2) — E(Y1)E(Y>).

Cov(Y1, o) = E[(Y1 — p1)(Y2 — puo)]
=EMY, — Y2 — w1 + pipo).
Del Teorema 5.8, el valor esperado de una suma es igual a la suma de los valores espera-

dos; y del Teorema 5.7, el valor esperado de una constante multiplicado por una funcién
de variables aleatorias es la constante por el valor esperado. Entonces,

Cov(Yy, Y2) = E(Y1Y2) — w E(Y2) — poE(Y) + wipo.

Como E(Y)) = u, y E(Y,)= w,, se deduce que
Cov(Y1, Y») = E(Y\Y,) — E(Y))E(Y2) = E(Y1Y2) — pipo.

EJEMPLO 5.22

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.4. Encuentre la covarianza entre la cantidad en existencia Y, y la canti-
dad de ventas Y.

Recuerde que Y, y Y, tienen funcién de densidad conjunta dada por

3yi;, 0=ym=y =1,
JOny2) = { . =
0, en cualquier otro punto.

1 i 1 y2 Vi
E(Y1Y2) :/ / y1y2(3y1) dy, dy, :/ 3y12(22} )dyl
0 0 0 0
'3 3 (] 3
[ =2 (0]) -2
) 2\ 5], 10

Del Ejemplo 5.20, sabemos que E(Y,) = 3/4 y E(Y,) = 3/8. Entonces, usando el Teorema
5.10, obtenemos

COV(Y], Yz) = E(Y] Yz) - E(Y])E(Yz) = (3/10) - (3/4)(3/8) =.30—.28 =.02.

Entonces,

En este ejemplo, valores grandes de Y, pueden presentarse sélo con valores grandes de
Y, y la densidad, f(y,, y,), es mds grande para valores mas grandes de Y, (vea la Figura 5.4).
Entonces, intuimos que la covarianza entre Y, y Y, debe ser positiva. |
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Tengan Y, y Y, densidad conjunta dada por
O=y=1L0=y=1,

EJEMPLO 5.23
2 9
f(yl,yz)={ 8 .
0, en cualquier otro punto.
Encuentre la covarianza de Y, y Y.
Solucion  Del Ejemplo 5.15, E(Y,Y,) = 1/3. También, de los Ejemplos 5.16 y 5.17, u, = E(Y,) = 2/3
Y u, = E(Yy) =1/2,y
Cov(Y), Vo) = E(Y1Y2) —pmipa = (1/3) = (2/3)(1/2) = 0. ]
El Ejemplo 5.23 proporciona un caso especifico del resultado general dado en el Teorema
5.11.
TEOREMA 5.11 Si Y, y Y, son variables aleatorias independientes, entonces
COV( Y], Y2) =0.

Asi, las variables aleatorias independientes deben ser no correlacionadas.

El Teorema 5.10 establece que

Demostracion
Cov(Yy, Y3) = E(Y1Y2) — ppo.

Como Y, y ¥, son independientes, el Teorema 5.9 implica que
E(Y\Y,) = E(Y1)E(Y2) = pipa,

y el resultado deseado se deduce de inmediato.

Observe que las variables aleatorias Y, y Y, del Ejemplo 5.23 son independientes; en con-
secuencia, por el Teorema 5.11, su covarianza debe ser cero. El reciproco del Teorema 5.11 no

es verdadero, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

Sean Y, y Y, variables aleatorias discretas con distribucién de probabilidad conjunta como se
ve en la Tabla 5.3. Demuestre que Y, y Y, son dependientes pero tienen covarianza cero.

EJEMPLO 5.24

El célculo de probabilidades marginales da p,(-1) = p,(1) = 5/16 = p,(-1) = p,(1) y p,(0)

Solucion
= 6/16 = p,(0). El valor p(0, 0) = 0 en la celda del centro se destaca. Obviamente,

Tabla 5.3 Distribucién de probabilidad conjunta, Ejemplo 5.24

y
Y2 -1 0 +1
-1 1/16 3/16 1/16
0 3/16 0 3/16
+1 1/16 3/16 1/16
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p(0,0) # p1(0) p2(0),

y esto es suficiente para demostrar que Y; y Y, son dependientes.
Observando de nuevo las probabilidades marginales, vemos que E(Y,) = E(Y,) = 0.
También,

E(MY) =YY yiyp(n, )

toda y; toda y,

= (=D(=1(1/16) + (=1)(0)(3/16) + (=1)(1)(1/16)
+(0)(=1)(3/16) + (0)(0)(0) + (0)(1)(3/16)
+(D(=1)(1/16) + (1)(0)(3/16) + (1)(1)(1/16)
= (1/16) — (1/16) — (1/16) + (1/16) = 0.
Entonces,

COV(Y], Y2) = E(Y]Yz) - E(Y])E(Yz) =0 _0(0) =0.

Este ejemplo demuestra que el reciproco del Teorema 5.11 no es verdadero. Si la covarian-
za de dos variables aleatorias es cero, las variables no necesitan ser independientes. |

5.89

5.90
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Ejercicios

En el Ejercicio 5.1 determinamos que la distribucién conjunta de Y;, el niimero de contratos concedidos
alaempresa A,y Y,, el niimero de contratos concedidos a la empresa B, estd dada por las entradas en la
tabla siguiente.

Vi
» 0 1 2
0 1/9 2/9 1/9
1 2/9 2/9 0
2 19 0 0

Encuentre Cov(Y}, Y,). ;Le sorprende que Cov(Y,, Y,) sea negativa? ;Por qué?

En el Ejercicio 5.3 determinamos que la distribucién de probabilidad conjunta de Y,, el nimero de eje-
cutivos casado, y Y,, el nimero de ejecutivos nunca casados, estd dada por

D)
)

donde y, y y, sonenteros,0 =y, =3,0=y,=3y1 =y, +y,= 3. Encuentre Cov(Y,, ¥,).

P(yi, y2) =

En el Ejercicio 5.8 dedujimos el hecho que
dyiy2, 0=y1=1,0=y =1,

0, en cualquier otro punto.

O y) ={

Demuestre que Cov(Y,, ¥,) = 0. ;Le sorprende que Cov(Y,, Y¥,) sea cero? ;Por qué?
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En el Ejercicio 5.9 determinamos que

6(1l—=y), O0=y=m=I,
fOLy) = ’ Lo

, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida. Encuentre Cov(Y;, Y,). (Y, y Y, son inde-
pendientes?

Suponga que, al igual que en los Ejercicios 5.11y 5.79, Y, y Y, estdn uniformemente distribuidas sobre
el tridngulo sombreado del diagrama siguiente.

Y2
0, 1

(-1, 0) (1, 0) Y1

Encuentre Cov(Y,, 1,).
.Y, y Y, son independientes? (Vea el Ejercicio 5.55.)

Encuentre el coeficiente de correlacion para Y, y Y.

e A T N

¢;La respuesta al inciso b lo lleva a dudar de su respuesta al inciso a? ;Por qué si o por qué no?
Sean Y, y Y, variables aleatorias no correlacionadas y considere U, = Y, + Y,y U, =Y, - Y,.

a Encuentre la Cov(U,, U,) en términos de las varianzas de Y, y ¥,.

b Encuentre una expresién para el coeficiente de correlacién entre U, y U,.

¢ (Es posible que Cov(U,, U,) = 0? ;Cuando ocurre esto?

Consideremos que las variables aleatorias discretas Y, y Y, tienen la funcién de probabilidad conjunta

p(yi,y2) = 1/3,  para (y1, 2) = (=1,0),(0, 1),(1,0).

Encuentre Cov(Y,, Y,). Observe que Y, y Y, son dependientes. (;Por qué?) Este es otro ejemplo de va-
riables aleatorias no correlacionadas que no son independientes.

Suponga que las variables aleatorias Y, y Y, tienen medias u, y u, y varianzas o7 y o, respectivamente.
Use la definicién bdsica de la covarianza de dos variables aleatorias para establecer que

a COV(Y], YZ) = COV(Yz, Y])
b Cov(y,, Y)) =V = ai. Esto es, la covarianza de una variable aleatoria y ella misma son sélo la
varianza de la variable aleatoria.

Las variables aleatorias Y, y Y, son tales que E(Y,) = 4, E(Y,) = -1, V(Y,) =2y V(Y,) = 8.

a (Cudl es Cov(Y,, ¥))?

b Suponiendo que las medias y las varianzas sean correctas, jes posible que Cov(Y,, ¥,) = 7?
[Sugerencia: si Cov(Y,, Y,) = 7, ;cudl es el valor de p, el coeficiente de correlacién?]

¢ Suponiendo que las medias y las varianzas sean correctas, cudl es el maximo valor posible para

Cov(Y,, Y,)? Si Cov(Y,, Y,) alcanza este valor mdximo, ;qué implica eso acerca de la relacién entre
Y, yY,?
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d Suponiendo que las medias y las varianzas sean correctas, ;cudl es el minimo valor posible para
Cov(Y,, Y,)? Si Cov(Y,, Y,) alcanza este valor minimo, ;qué implica esto acerca de la relacion entre
Y, yY,?

¢ Qué tan grande o pequefia puede ser Cov(Y,, ¥,)? Use el dato de que p? < 1 para demostrar que

= V(¥) XV (Yy) =Cov(Yy, Y2) =/ V(Y1) XV(Y2).

Si ¢ es cualquier constante y Y es una variable aleatoria tal que E(Y) existe, demuestre que Cov (¢, ¥) = 0.
Sea Z una variable aleatoria normal esténdar y sean Y, = Zy Y, = Z2.

a (Cuidles son E(Y)) y E(Y,)?

b Cuédl es E(Y,Y,)? [Sugerencia: E(Y,Y,) = E(Z%), recuerde el Ejercicio 4.199.]

¢ (Cudles Cov(Y}, Y,)?

d Observe que P(Y, >1]Y, > 1) = 1. ;Y, y Y, son independientes?

En el Ejercicio 5.65 consideramos variables aleatorias Y, y ¥, que, para—1 = a = 1, tienen funcién de
densidad conjunta dada por

l]_ ]_2*Y|)1_2*,\'2 Ji\'l*yz’ 0= ’05 9,
ooy = |17l =267 = 2em)}e 1,0 =y,

en cualquier otro punto.

s

Establecimos que las distribuciones marginales de Y; y ¥, son ambas exponenciales con media 1, y de-
mostramos que Y, y Y, son independientes si y sélo si @ = 0. En el Ejercicio 5.85 dedujimos E(Y,Y,).

a Derive Cov(Y,, Y,).
b Demuestre que Cov(Y,, ¥,) = Osiy sélosia = 0.

¢ Demuestre que Y, y Y, son independientes si y s6lo si p = 0.

Valor esperado y varianza de funciones
lineales de variables aleatorias

Mais adelante en este texto, en especial los Capitulos 9 y 11, frecuentemente encontraremos

estimadores que son funciones lineales de las mediciones en una muestra, ¥, Y,, ..., Y,. Sia,,
a, ..., a,son constantes, serd necesario calcular el valor esperado y varianza de una funcién
lineal de las variables aleatorias Y}, Y5, ..., Y,.

n
U] =a1Y1 +612Y2 +Cl3Y3 +.. ,+a,,Y,, = ZdiYi.
i=1

También podemos estar interesados en la covarianza entre dos de estas combinaciones linea-
les. Los resultados que simplifican el célculo de estas cantidades se resumen en el teorema
siguiente.
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Sean Y}, Y,, ..., Y, y X}, X,, ..., X, variables aleatorias con E(Y) = w; y E(X) = &;.
Defina

U]ZXn:aiYi y UZZXm:ijj
i=1 j=1

para las constantes a,, a,, . .., a,y b, b,, . . ., b,. Entonces se cumple lo siguiente:

a EWU) =Y aim.

b V(U) = Y ,a?VY;) + 23 1<icj=paia;Cov(Y;, Y;), donde la doble
suma es para todos los pares (i, j) con i < j.

C COV(U], U2) = Z:‘l=1 erf;l aibjCOV(Yi, Xj).

Antes de continuar con la demostracién del Teorema 5.12, ejemplificaremos su uso.

EJEMPLO 5.25

Solucion

Sean Y|, Y, y Y; variables aleatorias, donde E(Y,) =1, E(Y,) =2, E(Y3) = —1, V(Y}) = 1,
V(Y,) = 3, V(Y;) =5, Cov(Yy, Y2) = —0.4, Cov(Yy, ¥Y3) = 1/2 y Cov(Y,, Y3) = 2. En-
cuentre el valor esperado y la varianza de U = Y, — 2Y, + Y,;. Si W = 3Y; + V>, encuentre
Cov(U, W).

U =aY,+aY>+asY3 donde a, = 1,a, = -2y a; = 1. Entonces, por el Teorema 5.12,

EWU) = a E(Y1) + ;mE(Yy) + a3 E(Y3) = (1)(1) +(=2)(2) + (D)(—1) = —4.

De manera similar,

V(U) = alV(Y)) +a3V(Yy) +aiV(Y3) + 2a1a,Cov(Yy, Y2)
+2(11613COV(Y1, Yg) + 2[12613COV(Y2, Yg)

(D) +(=2)%(3) + (D*(5) + (2(1)(—2)(—0.4)

T@Q(D(1/2) +(2)(=2)(1)(2)

= 12.6.

Observe que W = b,Y, + b,Y,, donde b, = 3y b, = 1. Entonces,

Cov(U, W) = a;b1Cov(Yy, Y)) +a b,Cov(Yy, Ys) + ab;Cov(Ys, Y7)

+a2b2COV(Y2, Yz) + a3b1C0v(Y3, Yl) + a3b2 COV(Y3, Yz).
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Observe que, como se establece en el Ejercicio 5.96, Cov(Y;, Y;) = Cov(Y}, ¥;) y Cov(Y;,
Y)) = V(Y;). Por tanto,
Cov(U, W) = (D(3)(1) + (1)(1)(—0.4) + (=2)(3)(—0.4)

T (=2)(DH(3) +(M3)(1/2) + (1)(1)(2)
=25.

Como Cov(U, W) # 0, se deduce que U y W son dependientes. [ |

Ahora continuamos con la demostracion del Teorema 5.12.

Demostracion El teorema consta de tres partes, de las cuales (a) viene directamente de los Teoremas
5.7 y 5.8. Para demostrar (b) recurrimos a la definicién de varianza y escribimos

2
V(Uy) = E[U, - E(U)P [Za, , Zaim]
i=1
. 2
= E[Zaim —m)}
i=1
E[Za (Y; — pi)* + Zza,a,(Y — pi)(Y; M]):|

i=1 i=

i#j

n

= S QP - M,)2+Zzaa, E[(%; = m)(¥; = )]
1 i=1 i=

i7]

Por las definiciones de varianza y covarianza tenemos

i=

V(U)) = Za V(Y;) + ZZa a; Cov(Y;, Y;).

i=1 i=1

i7j

Como Cov(Y, ¥)) = Cov(Y,, Y)), podemos escribir

i

V(U,) = Za V() +23 Y aia; Cov(Y:, Y)).

1=i<j=n
Se pueden usar pasos similares para obtener (c). Tenemos

Cov(Uy, Uy) = E{[U, — E(UD][U, — E(U1)1}

= E|:<ZalY, - Zai,u,i> (ZbJX] - Zb]g])i|
i=1 i=1 j=1 j=1

X [
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1 aib;(Y; — ui)(X; _fj):|
=

i

i

1j

=

m

a;b; E[(Y; —u)(X; —§))]

i=1 j=1

=

a,-bj COV(Y,’, Xj)

—_

1

Il
—

=

J

Al observar que Cov(Y;, ¥;) = V(Y,), podemos ver que (b) es un caso especial de (c).

EJEMPLO 5.26 Consulte los Ejemplos 5.4 y 5.20. En el segundo estuvimos interesados en Y, — Y,, la can-
tidad proporcional de gasolina restante al final de una semana. Encuentre la varianza de
Y, -7,
Solucion  Usando el Teorema 5.12, tenemos

V(Y] - Yz) = V(Y]) + V(Yz) -2 COV(Y], Y2)

Como
o =0 0= =t
) =
0, en cualquier otro punto,
y
o = | G0, 0=n=1,
22 0, en cualquier otro punto,

se deduce que

1
3
prd) = [yt =<,
0
'3 3711 1
EY)H =] 20 —yHdy,==|-—=|==.
(Y3) /(;2)’2( y3) dy, 213 5 5

Del Ejemplo 5.20 tenemos E(Y,) = 3/4 y E(Y,) = 3/8. Entonces,
V(Y) =3/5) —3/4)*=.04 y V(¥y) =(1/5)—(3/8)* =.06.
En el Ejemplo 5.22 determinamos que Cov(Y,, ¥,) = .02. Por tanto,

V(Y1 —Yy) = V(X)) + V(Y2) —2Cov(Yy, Yr)
04 + .06 — 2(.02) = .06.

La desviacion estandar de Y, — Y, es entonces V.06 = .245. ]
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EJEMPLO 5.27

Solucion

Sean Y,, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes con E(Y,) = uy V(Y,) = o> (Estas
variables pueden denotar los resultados de n intentos independientes de un experimento.)
Defina

_ 1 n
DI

i=1
y demuestre que E(Y) =u y V(Y) = o/ n.

Observe que Y es una funcién lineal de Y,, ¥,, ..., Y, con todas las constantes ; iguales a
1/n. Esto es,
— 1 1
Y=(-)vi+ - +(=)V.
n n
Por el Teorema 5.12(a),

_ n n n n 1 nM
E(Y):Zaiﬂizzaiﬂzﬂzai:li Pl = W
io1 i=1 i=1

i=1

Por el Teorema 5.12(b),

" n_ o n
V(Y) =) avy) + 2Z Za,a, Cov(Y;, Y)).
i=1 L
Los términos de la covarianza son todos iguales a cero porque las variables aleatorias son
independientes. Entonces,

n 2 n 2
I e e

i=1

EJEMPLO 5.28

Solucion

El nimero de articulos defectuosos Y en una muestra de n = 10 articulos seleccionados del
proceso de fabricacion tiene una distribucién de probabilidad binomial. Un estimador de la
fraccién defectuosa del lote es la variable p = Y/n . Encuentre el valor esperado y la varianza
de p.

El término p es una funcién lineal de una sola variable Y, donde p = a,Y'y a; = 1/n. Entonces,
por el Teorema 5.12,

1
E(p) =a E(Y) = ;E(Y)-

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria binomial son np y npq, respectiva-
mente. Sustituyendo por E(Y), obtenemos

1
E(p) = —(np) = p.
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Entonces, el valor esperado del nimero de articulos defectuosos Y, dividido entre el tamafio
muestral, es p. Del mismo modo

1 2
V(p) = aV(Y) = <_) - .
n n

EJEMPLO 5.29

Solucion

Suponga que una urna contiene r bolas rojas y (N — r) bolas negras. Una muestra aleatoria
de n bolas se saca sin restitucion y se observa Y, el nimero de bolas rojas de la muestra. Del
Capitulo 3 sabemos que Y tiene una distribucién de probabilidad hipergeométrica. Encuentre
la media y la varianza de Y.

Primero observamos algunas caracteristicas de muestrear sin restitucién. Suponga que el
muestreo se realiza en forma secuencial y observamos resultados para X, X,, . . ., X,, donde

X; =

1, sieli-€simo resultado es una bola roja,
0, en caso contrario.

Incuestionablemente, P(X, = 1)= r/N. Pero también es cierto que P(X, = 1) = r/N porque

PX,=1))=PX;=1,X,=1)+P(X;=0,X,=1)
=PX;=DPX,=1|X;=1)+P(X; =0)P(X, =1|X, =0)

T r—1 N N —r r _r(N—-1) r
_<N)<N—1> ( N )(N—l)_N(N—U_N‘

Lo mismo es cierto para X;; esto es,

,
P Xy=1)= —, k=1,2,..., n.
(X ) N n

Entonces, la probabilidad (incondicional) de sacar una bola roja en cualquier ensayo es r/N.
Del mismo modo, se puede demostrar que

r(r—=1)

N(N-1)’ 7k

P(X;=1,X,=1)=

Ahora, observe que Y = > _!_, X; y por lo tanto,

b= o= £5)-0(5)

i=

Para hallar V(Y) necesitamos V(X,) y Cov(X;, X;). Como X; es 1 con probabilidad r/N'y 0
con probabilidad 1 — (r/N), se deduce que

== ).
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También,

r(r — 1) N2
Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X)E(X;) = ———— — (_>

N(N — 1) N
-0 ()

porque X; X; = I siy sélosiX; = 1y X; = 1y X;X; = 0 en caso contrario. Del Teorema 5.12,
sabemos que

V(Y) = Z V(X;) + 222 Cov(X;, X;)
i=1

2@ 00y 509 ()]
() (- 5) =00 () (- 5) (575)

porque la doble sumatoria contiene n(n — 1)/2 términos iguales. Un poco de dlgebra dara

como resultado
V() (r ) (1 r ) N —n
=n(— - — .
N N/ \N—1 u

5.102

5.103

5.104

Para apreciar la utilidad del Teorema 5.12, Observe que las deducciones contenidas en
el Ejemplo 5.29 son mucho mas sencillas que las resumidas en el Ejercicio 3.216, donde la
media y la varianza se dedujeron usando las probabilidades asociadas con la distribucién
hipergeométrica.

Ejercicios

Una empresa compra dos tipos de productos quimicos industriales. El producto tipo I cuesta $3 el galdn,
mientras que el tipo II cuesta $5 por gal6n. La media y la varianza para el nimero de galones comprado
del producto tipo I, Y}, son 40 y 4, respectivamente. La cantidad comprada del producto tipo I, Y,, tiene
E(Y,) = 65 galones y V(Y,) = 8. Suponga que Y, y Y, son independientes y encuentre la media y la
varianza de la cantidad total de dinero gastado por semana en los dos productos quimicos.
Suponga que Y}, Y, y Y, son variables aleatorias, con

E(Y) =2, E(Y») = -1, E(Y;) =4,

V(r) =4, V(Y2) =6, V(Y3 =8,

COV(Yl, Yz) = 1, COV(Yl, Y3) = _1, COV(Yz, Y3) =0.

Encuentre EQ3Y, + 4Y, — 6Y;) y V(3Y, + 4Y, - 613).

En el Ejercicio 5.3 determinamos que la distribucién de probabilidad conjunta de Y,, el nimero de eje-
cutivos casados y Y,, el nimero de ejecutivos nunca casados, estd dada por

()G)Gs)
()

Py, y2) =
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5.106

5.107

5.108

5.109

5.110
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donde y, y y,sonenteros,0 =y, =3,0=y, =3yl =y +y,=3.

a Encuentre E(Y, + Y,) y V(Y, + Y,) hallando primero la distribucién de probabilidad de ¥, + Y.

b En el Ejercicio 5.90 determinamos que Cov(Y;, ¥,) = —1/3. Encuentre E(Y, + Y,) y V(Y| + Y,)
usando el Teorema 5.12.

En el Ejercicio 5.8 establecimos que

dyiy2, 0=y =1,0=y =1,
fO, ) =

0, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta vélida. En el Ejercicio 5.52 establecimos que Y,
y Y, son independientes; en el Ejercicio 5.76 determinamos que E(Y,; — Y,) = 0 y encontramos el valor
para V(Y,). Encuentre V(Y| - Y,).

En el Ejercicio 5.9 determinamos que
6(1—y), O=y=n=I,

FOn ) = { .
, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta valida. En el Ejercicio 5.76 dedujimos el hecho

que E(Y, — 3Y,) = —5/4; en el Ejercicio 5.92 demostramos que Cov(Y}, ¥,) = 1/40. Encuentre V(¥, —

3Y,).

En el Ejercicio 5.12 se estableci6 la siguiente funcién de densidad de probabilidad conjunta para las
variables aleatorias Y, y Y,, que fueron las proporciones de dos componentes de una muestra de una
mezcla de insecticida:

_ 2, 0=y =1,0=y,=1,0=y +y =1,
fOLy) =

0, en cualquier otro punto.

Para los dos productos quimicos en consideracién, una cantidad importante es la proporcién total
Y, + Y, hallada en cualquier muestra. Encuentre E(Y, + Y,) y (Y, + 1,).

Si Y, es el tiempo total entre la llegada de un cliente a la tienda y su salida de la ventanilla de servicio,
y si Y, es el tiempo que pasa en la fila de espera antes de llegar a la ventanilla, la densidad conjunta de
estas variables se dio en el Ejercicio 5.15 como

e, 0=y=y =0,

s y2) ={

0, en cualquier otro punto.

La variable aleatoria Y, — Y, representa el tiempo que pasa en la ventanilla de servicio. Encuentre
E(Y,-Y,) y V(Y, - Y,). {Es altamente probable que un cliente seleccionado aleatoriamente pase mds de
4 minutos en la ventanilla de servicio?

En el Ejercicio 5.16, Y, y Y, denotaron las proporciones de tiempo que los empleados I 'y II en realidad
dedicaron a trabajar en sus tareas asignadas durante una jornada. La densidad conjunta de Y, y Y, estd
dada por

yity, 0=y=L0=y=I,
fOnLy) =

s en cualquier otro punto.

En el Ejercicio 5.80 dedujimos la media de la medida de productividad 30Y, + 25Y,. Encuentre la va-
rianza de esta medida de productividad. Proporcione un intervalo en el que piense que las medidas de
productividad total de los dos empleados deben estar al menos 75% de los dias en cuestion.

Suponga que Y, y Y, tienen coeficiente de correlacién p = .2. ;Cudl es el valor del coeficiente de corre-
lacién entre
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5.111

5.112

5.113

5.114

5.115

5.116
*5.117

al+2Y1y3+4Y2“’
C1_2Y1y3_4Y29

Suponga que Y, y Y, tienen coeficiente de correlacién Py, v, Y para las constantes a, b, cy d sea W, =
a+bY,yW,=c+ady,

a Demuestre que el coeficiente de correlacion entre Wy y Wy, py, . es tal que [py, v | = |y, w,|-

b ;Este resultado explica los resultados obtenidos en el Ejercicio 5.110?

En el Ejercicio 5.18, Y, y Y, denotaban las vidas ttiles, en cientos de horas, para componentes de tipos
I y II, respectivamente, en un sistema electrénico. La densidad conjunta de Y, y Y, es

fOn ) = (1/8)y1e” 1220y >0, 3, >0,
1> Y2) —

, en cualquier otro punto.

El costo C de cambiar los dos componentes depende de la duracién de sus vidas ttiles cuando fallan y
estd dada por C = 50 + 2Y, + 4Y,. Encuentre E(C) y V(C).

Una comerciante minorista piensa que su ganancia diaria X, obtenida de sus ventas, es una variable alea-
toria normalmente distribuida con u = 50 y o = 3 (mediciones en ddlares). X puede ser negativa si ella
se ve forzada a deshacerse de suficientes articulos perecederos. Del mismo modo, calcula que los costos
generales diarios Y tienen una distribucién gamma con « = 4y 8 = 2. Si X y Y son independientes,
encuentre el valor esperado y la varianza de la ganancia diaria neta de la comerciante. ;Es de esperarse
que su ganancia neta para mafiana rebase los $70?

Para la produccién diaria de una operacion industrial, denote con Y, la cantidad de ventas y Y, los cos-
tos, en miles de délares. Suponga que las funciones de densidad para Y, y Y, estdn dadas por

(1/6)yie™1, y >0, . (1/2)e722, 3, >0,
y  fa(y) =

fily) =
o0 =1, W =0, 0, v =0.

La utilidad diaria estd dada por U = Y, - Y.

a Encuentre E(U).
b Suponiendo que Y, y Y, son independientes, encuentre V(U).

¢ ;Se esperaria que la utilidad diaria cayera por debajo de cero con mucha frecuencia? ;Por qué?

Consulte el Ejercicio 5.88. Si Y denota el nimero de tiros del dado hasta que se vea cada una de las seis
caras, Y=Y, + Y, + Y; + Y, + Y5 + Y, donde Y, es el intento en el que se lanza la primera cara del
dado, Y, = 1, Y, es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga una cara diferente a la pri-
mera, Y5 es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga una cara diferente a las dos primeras
caras distintas, . . ., Y, es el nimero de tiros adicionales necesario para que salga la dltima cara restante,
después de que todas las otras se hayan visto.

a Demuestre que Cov(Y, Yj) =0,i,j=1,2,...,6,i #j.
b Use el Teorema 5.12 para hallar V(Y).
¢ Proponga un intervalo que contenga a Y con probabilidad de al menos 3 /4.

Consulte el Ejercicio 5.75. Use el Teorema 5.12 para explicar por qué V(Y, + Y,) = V(Y, - Y,).

Una poblacién de N lagartos se ha de muestrear para obtener una medida aproximada de la diferencia
entre las proporciones de machos y hembras sexualmente maduros. Es evidente que este pardmetro tiene
importantes implicaciones para el futuro de la poblacién. Suponga que » animales se han de muestrear
sin restitucion. Denote con Y, el nimero de hembras maduras y con Y, el de machos maduros de la
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muestra. Si la poblacién contiene proporciones p, y p, de hembras y machos maduros, respectivamente
(con p, + p, < 1), encuentre expresiones para
Y, Y,
v({i=-2).
n n

n n
5.118 La carga total sostenida en la cimentacion de concreto de un edificio proyectado es la suma de la carga
muerta mas la carga de ocupacién. Suponga que la carga muerta X, tiene una distribucién gamma con

a, = 50y B, = 2, mientras que la carga de ocupacién X, tiene una distribucién gamma con o, = 20y
B, = 2. (Las unidades son en miles de libras.) Suponga que X, y X, son independientes.

a Encuentre la media y la varianza de la carga sostenida total en la cimentacion.

b Encuentre un valor para la carga sostenida que serd rebasada con probabilidad menor que 1/16.

5.9 Distribucion de probabilidad multinomial

Recuerde del Capitulo 3 que una variable aleatoria binomial resulta de un experimento que
consiste en n intentos con dos posibles resultados por intento. Con frecuencia encontramos
situaciones similares en las que el ndmero de posibles resultados por intento es mds que dos.
Por ejemplo, experimentos que comprenden tipos de sangre por lo general tienen al menos
cuatro posibles resultados por intento. Experimentos que comprenden el muestreo de articulos
defectuosos pueden clasificar el tipo de defectos observados en més de dos clases.

Un experimento multinomial es una generalizacion del experimento binomial.

DEFINICION 5.11 Un experimento multinomial posee las siguientes propiedades:

1. El experimento consta de n intentos idénticos.

2. Elresultado de cada intento cae en una de k clases o celdas.

3. La probabilidad de que el resultado de un solo intento caiga en la celda i, es p,,
i=1,2,...,kysigue siendo el mismo de un intento a otro. Observe que p;, + p, +
pst--tp=1L

4. Los intentos son independientes.

5. Las variables aleatorias de interés son Y;, Y,, . . ., ¥}, donde Y, es igual al nimero
de intentos para los cuales el resultado cae en la celda i. Observe que Y¥; + Y, +
Y,+---+Y =n

La funcién de probabilidad conjunta para Y, ¥,, ...,Y, estd dada por

n! 0y ,
POV Y2, Y1) = ml’fll’ﬁz-~~1’ik’

donde

k
ZP:‘ =1y Zyi =n.
i=1 i=1

Calcular la probabilidad de que los n intentos en un experimento multinomial resulten en
Y, =y,Y,=y,...,Y, =y esunaexcelente aplicacién de los métodos probabilisticos del
Capitulo 2. Dejamos este problema como ejercicio.
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DEFINICION 5.12

Suponga que p, p,, . . . , p; son tales que Z;‘:l pi = L,yp;,>0parai=1,2, ..., k
Se dice que las variables aleatorias Y|, Y,, . . ., ¥, tienen una distribucion multinomial
con pardmetros ny p,, p,, - - -, p; i la funcién de probabilidad conjuntade ¥, Y,, . . .,

Y, estd dada por

n! 0y .
POV Y2, YO) = ml’]ylpiz"' P

donde, paracadai,y, =0,1,2,..., nny:l yi = n.

Muchos experimentos en los que aparece una clasificacién son multinomiales. Por ejem-
plo, clasificar personas en cinco grupos resulta en una enumeracién o cantidad correspondien-
te a cada una de cinco clases de ingreso. O bien, podriamos estar interesados en estudiar la
reaccion de ratones a un estimulo particular en un experimento psicolégico. Si los ratones
pueden reaccionar en una de tres formas cuando se aplica el estimulo, el experimento da el
nimero de ratones que caigan en cada clase de reacciéon. Del mismo modo, un estudio de tran-
sito podria requerir un conteo y clasificacién de los tipos de vehiculos de motor que usan una
seccion de carretera. Un proceso industrial podria manufacturar articulos que caigan en una de
tres clases de calidad: aceptables, de segunda y rechazos. Un estudiante de arte podria clasifi-
car pinturas en una de k categorias de acuerdo con el estilo y periodo, o podriamos clasificar
ideas filoséficas de los autores en un estudio de literatura. El resultado de una campaiia publi-
citaria podria dar datos que indiquen una clasificacion de reacciones del consumidor. Muchas
observaciones de ciencias fisicas no son sensibles a mediciones en una escala continua y, por
tanto, resultan en datos enumerativos que corresponden a los nimeros de observaciones que
caen en varias clases.

Observe que el experimento binomial es un caso especial del experimento multinomial
(cuando hay k = 2 clases).

EJEMPLO 5.30

Solucion

De acuerdo con cifras de un censo reciente, las proporciones de adultos (personas de més de
18 afios de edad) en Estados Unidos, asociados con cinco categorias de edades se dan en la
siguiente tabla.

Edad Proporcion

18-24 18
25-34 23
35-44 16
45-64 27

651 16

Si estas cifras son precisas y cinco adultos se muestrean aleatoriamente, encuentre la probabi-
lidad de que la muestra contenga una persona entre las edades de 18 y 24, dos entre 25 y 34,
y dos entre 45 y 64.

Vamos a numerar las cinco clases de edad 1, 2, 3, 4 y 5 de arriba abajo y supondremos que
las proporciones dadas son las probabilidades asociadas con cada una de las clases. Entonces
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deseamos hallar

n! s
POV Y2, V3, ¥4, ¥5) = —————P{ P2’ P3 Py D5 s
yity2!yslyal ys!
paran=5yy, =1,y,=2,y,=0,y, =2y ys = 0. Sustituyendo estos valores en la férmula
para la funcién de probabilidad conjunta, obtenemos

5! 0
p(1,2,0,2,0) = m( 18)'(.23)*(.16)°(.27)*(.16)
= 30(.18)(.23)*(.27)> = .0208. ]
TEOREMA 5.13 SiY,, Y, ....Y, tienen una distribucion binomial con pardmetros y y py, p,, - - - » P

Demostracion

entonces

L. E(Y;) = np;, V(Yi) = npiq;.
2. Cov(Ys, Y:) = —npsp;, sis #t.

La distribucién marginal de Y; se puede usar para obtener la media y varianza. Recuerde
que Y, puede ser interpretada como el niimero de intentos que caen en la celda i. Imagine
todas las celdas, excluyendo la i, combinadas en una sola celda grande. Entonces cada
intento resultard en la celda i o en una celda que no sea la i, con probabilidades p; y
1 — p,, respectivamente. Entonces, Y; posee una distribucion de probabilidad marginal
binomial. En consecuencia,

EY) =np; y V() = npiq;, donde g; =1 — p;.

Los mismos resultados se pueden obtener al establecer los valores esperados y evaluar.

Por ejemplo,
EX)=) > ) n

yroo»n Yk

yly! plpz..p,fk.

Como ya hemos deducido el valor esperado y la varianza de Y,, dejamos la sumatoria de
este valor esperado para el lector interesado.

La demostracién de la parte 2 usa el Teorema 5.12. Considere el experimento multi-
nomial como una sucesion de » intentos independientes y defina, para s # f,

U = { 1, siel intento i resulta en clase s,
0, de otro modo,

{ 1, sielintento i resulta en clase ¢,
W/i f—
0, de otro modo.

Entonces

=
=
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5.119

5.120

(Como U; = 1 o 0 dependiendo de si el i-ésimo intento resultd en clase s, Y, es sim-
plemente la suma de una serie de nimeros 0 y 1. Ocurre un 1 en la suma cada vez que
observemos un articulo de la clase s y un O cada vez que observemos cualquier otra
clase. Entonces, Y, es simplemente el nimero de veces que se observe la clase s. Una
interpretacion similar se aplica a Y,.)

Observe que U; y W, no pueden ser iguales a 1 (el i-ésimo articulo no puede estar
simultdneamente en las clases s y 7). Entonces, el producto U,W, siempre es igual a cero
y E(U;W)) = 0. Los siguientes resultados nos permiten evaluar Cov(Y,, Y,):

E(Ul) = Ds
E(W/) = Di
Cov(U;, W;) =0, sii # j porque los intentos son independientes

Cov(Ui, Wy) = E(U;W;) — E(U)E(W;) =0 — psp;

Del Teorema 5.12 tenemos entonces

Cov(Y,, Y;) = Xn: XH:COV(Ui, W;)

= =

= Zn:cOv(U,-, W) + Z ZcOv(U,-, W))
i=1

i

=Y (=pp)+ Y Y 0 ==—npp,.

i=1 %]

La covarianza es negativa, lo que ya se esperaba, porque un gran nimero de resultados
en la celda s forzaria al nimero de la celda 7 a ser pequefio.

Los problemas inferenciales asociados con el experimento multinomial se analizaran mas
adelante.

Ejercicios

Un experimento de aprendizaje requiere que una rata corra por un laberinto (una red de pasillos) hasta
que localice una de tres posibles salidas. La salida 1 presenta una recompensa de alimento, no asf las
salidas 2 y 3. (Si la rata finalmente selecciona la salida 1 casi siempre, puede tener lugar el aprendizaje.)
Denote con Y, el nimero de veces que la salida i es seleccionada en corridas sucesivas. Para lo siguiente,
suponga que la rata escoge una salida aleatoriamente en cada corrida.

a Encuentre la probabilidad de que n = 6 corridas resulteen ¥, = 3,Y, = 1y ¥; = 2.

b Para n general, encuentre E(Y,) y V(Y)).

¢ Encuentre Cov(Y,, Y;) para n general.

d Para comprobar la preferencia de la rata entre las salidas 2 y 3, podemos buscar en Y, — Y;. Encuentre

E(Y,-Y,) y V(Y, - Y;) para n general.

Una muestra de tamafio n se selecciona de un gran lote de articulos en los que una proporcién p, con-
tiene exactamente un defecto y una proporcién p, contiene mas de un defecto (con p; + p, < 1). El
costo de reparar los articulos defectuosos de la muestra es C =Y, + 3Y,, donde Y, denota el niimero
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de articulos con un defecto y Y, denota el niimero con dos o més defectos. Encuentre el valor esperado
y la varianza de C.
Consulte el Ejercicio 5.117. Suponga que el niimero N de lagartos de la poblacién es muy grande, con
p=23yp,=.1
a Encuentre la probabilidad de que, en una muestra de cinco lagartos, ¥, =2y Y, = 1.

Y Y. Y Y.
b Sin =5, encuentre E (—1 - —2> yV <—] - —2>

n

n n n

Los pesos de una poblacién de ratones alimentada con cierta dieta desde su nacimiento se supone que
estdn normalmente distribuidos con u = 100y o = 20 (mediciones en gramos). Suponga que una mues-
tra aleatoria de n = 4 ratones se toma de esta poblacién. Encuentre la probabilidad de que

a exactamente dos ratones pesen entre 80 y 100 gramos y exactamente uno de ellos pese mas de 100
gramos,

b los cuatro ratones pesen mds de 100 gramos.

El National Fire Incident Reporting Service informé que, de los incendios residenciales, 73% son en

casas familiares, 20% en departamentos y 7% en otros tipos de viviendas. Si se informa de cuatro incen-

dios residenciales en un solo dia, ;cudl es la probabilidad de que dos sean en casas familiares, uno sea
en un departamento y uno en otro tipo de vivienda?

El costo tipico de dafios causados por un incendio en una casa familiar es de $20,000. Los costos compa-
rables de un incendio en un departamento y en otros tipos de vivienda son $10,000 y $2000, respectiva-
mente. Si cuatro incendios se reportan de manera independiente, use la informacién del Ejercicio 5.123
para hallar

a el costo total esperado de dafios,

b 1la varianza del costo total de dafios.

Cuando se inspeccionan aviones comerciales, las grietas en alas se reportan como no existentes, detecta-
bles o criticas. La historia de una flota particular indica que 70% de los aviones inspeccionados no tienen
grietas en las alas, 25% tienen grietas detectables en las alas y 5% tienen grietas criticas en las alas. Se
seleccionan aleatoriamente cinco aviones. Encuentre la probabilidad de que

a uno tenga una grieta critica, dos tengan grietas detectables y dos no tengan grietas,

b al menos un avién tenga grietas criticas.

Un lote grande de articulos manufacturados contiene 10% con exactamente un defecto, 5% con mas
de un defecto y el resto sin defectos. Diez articulos se seleccionan aleatoriamente de entre este lote para

su venta. Si Y, denota el nimero de articulos con un defecto y Y, el nimero con mds de un defecto, los
costos de reparacioén son Y, + 3Y,. Encuentre la media y la varianza de los costos de reparacion.

Consulte el Ejercicio 5.126. Denote con Y el nimero de articulos de entre los diez que contienen al
menos un defecto. Encuentre la probabilidad de que Y

a seaigual a2,
b seaal menos 1.

Distribucion normal
bivariante (opcional)

Ningtin andlisis de distribuciones de probabilidad multivariante estaria completo sin una re-
ferencia a la distribucién normal multivariante, que es la piedra angular de mucha de la teoria
moderna de estadistica. En general, la funcién de densidad normal multivariante se define para
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*5.128

*5.129

*5.130

k variables aleatorias continuas, Y|, Y,, . . ., ¥,. Debido a su complejidad, presentaremos s6lo
la funcién de densidad bivariante (k = 2):

002
SO, ») = ——————, 00 < y1 <00, —0< y <00,
Toiony/1 — p?
donde
1 (1 — m1)? (1 — )2 —p2) | (2 — p2)?
Q= 1 2 2 —2p + 2 .
- p o g0, g,

La funcién de densidad normal bivariante es una funcién de cinco parametros: g, t,,
a3, 03y p. La eleccién de la notacién empleada para estos pardmetros no es casual. En el
Ejercicio 5.128, usted demostrard que las distribuciones marginales de Y, y Y, son normales
con medias w, y u, y varianzas o3 y o3, respectivamente. Con un poco de integracién un tanto
tediosa, podemos demostrar que Cov(Y,, Y,) = po,0,.

Si Cov(Y,, Y,) = 0, o bien, lo que es equivalente, si p = 0, entonces
JFOi. y2) = g(y)h(y2),

donde g(y,) es una funcién no negativa sélo de y, y /(y,) es una funcién no negativa sélo de
¥,. Por tanto, si p = 0, el Teorema 5.5 implica que Y, y ¥, son independientes. Recuerde que
cero covarianza para dos variables aleatorias por lo general no implica independencia. No
obstante, si Y, y Y, tienen una distribucién normal bivariante, son independientes si y s6lo si
su covarianza es cero.

La expresion para la funcién de densidad conjunta, k > 2, se expresa con mds facilidad
usando algebra de matrices. Un andlisis del caso general se puede hallar en la bibliografia
citada al final de este capitulo.

Ejercicios

Considere que Y, y Y, tienen una distribucién normal bivariante.

a Demuestre que la distribucién marginal de Y, es normal con media y, y varianza o2,

b (Cudl es la distribucién marginal de Y,?

Considereque Y, y Y, tienen unadistribucién normal bivariante. Demuestre que la distribucién condicional
de Y, dado que Y, = y, es normal con media i, + p Z—;(yz — 2) y varianza o 2(1 — p?).

Sean Y|, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes con E(Y)) = uy V(¥) = o’parai=1,2,...,n.
Sean

Ul:iaiyi y Uzzibiyi,
i=1 i1

donde a,, a,, . .., a,y by, by, ..., b, son constantes. Se dice que U, y U, son ortogonales si Cov(Uj,
U, =0.

a Demuestre que U, y U, son ortogonales siy sélosi Y !  a;b; = 0.

b Suponga, ademds, que Y}, Y,, ..., Y, tienen una distribucién normal multivariante. Entonces U, y U,
tienen una distribucién normal bivariante. Demuestre que U, y U, son independientes si son ortogo-
nales.
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Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes normalmente distribuidas con medias u, y u,, respecti-

vamente y varianzas o = o7 = o°.

a Demuestre que Y, y Y, tienen distribucién normal bivariante con p = 0.

b Considere U, = Y, + Y,y U, = Y, — Y,. Use el resultado del Ejercicio 5.130 para demostrar que
U, y U, tienen una distribucién normal bivariante y que U, y U, son independientes.

Consulte el Ejercicio 5.131. ;Cudles son las distribuciones marginales de U, y U,?

Valores esperados condicionales

La Seccién 5.3 contiene un examen de funciones de probabilidad condicional y funciones de
densidad condicional que ahora relacionaremos con valores esperados condicionales. Estos se
definen en la misma forma que los valores esperados univariantes, excepto que las densidades
condicionales y las funciones de probabilidad se usan en lugar de sus similares marginales.

Si Y, y Y, son dos variables aleatorias cualesquiera, el valor esperado condicional de
g(Y}), dado que Y, = y,, se define que es

E(gY) | Y2 =y) = /

(0.¢]

gy f(yi | y2) dy,

si Y, y Y, son continuas conjuntamente y

E(g(Y)| Y2 =y2) = Y gy)p(y | y)

toda y;

si Y, y Y, son discretas conjuntamente.

EJEMPLO 5.31

Soluciéon

Consulte las variables aleatorias Y, y Y, del Ejemplo 5.8, donde la funcién de densidad con-

junta estd dada por
. 1/2, 05y1§y2§2,
FO ) = {

0, en cualquier otro punto.
Encuentre el valor esperado condicional de la cantidad de ventas, Y;, dado que ¥, = 1.5.

En el Ejemplo 5.8 determinamos que si 0 <y, = 2,

1y 0<y =,
0, en cualquier otro punto.

f(ylyZ):{

Asi, de acuerdo con la definicién 5.13, para cualquier valor de y, tal que 0 <y, = 2,

o0

E(Y | Y, =y) = / iSO | y2) dy,

—00

7 1 1 (¥ 2
o G)e5(B]) %
0 » »\ 2] 2
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En vista de que estamos interesados en el valor y, = 1.5, se deduce que E(Y,|Y, = 1.5) =
1.5/2 = 0.75. Esto es, si la maquina automdtica expendedora de bebidas contiene 1.5 galones
al principio del dia, la cantidad esperada por venderse ese dia es 0.75 galones. |

TEOREMA 5.14

Demostracion

En general, el valor esperado condicional de Y, dada Y, = y, es una funcién de y,. Si ahora
hacemos variar Y, en todos sus posibles valores, podemos considerar el valor esperado con-
dicional E(Y,|Y,) como una funcién de la variable aleatoria Y,. En el Ejemplo 5.31 obtuvimos
E(Y||Y,= y,) = ¥,/2. Se deduce que E(Y,|Y,) = Y,/2. Como E(Y,|Y,) es una funcién de la
variable aleatoria Y,, también es una variable aleatoria; y como tal, tiene media y varian-
za. Consideramos la media de esta variable aleatoria en el Teorema 5.14 y la varianza en el
Teorema 5.15.

Si Y,y Y, son dos variables aleatorias, entonces
E(Yy) = E[E(Y1| Y2)],

donde en el lado derecho de la ecuacion el valor esperado interior es con respecto a
la distribucién condicional de Y, dada Y, y el valor esperado exterior es con respecto
a la distribucién de Y.

Suponga que Y, y Y, son continuas conjuntamente con funcién de densidad conjunta
f(Oy, y,) y densidades marginales f,(y,) y f,(,), respectivamente. Entonces

E(Yy) :/_ /_ y1f(y1, y2) dy, dy,

= [ [ wroilwao

[ {/ yifOnl )’2)d)’1} f20n) dy,

—0o0 -0

:f E(Y1| Y, = y) fa(y2)dy, = E[E(Y; | Y)].

-0

La demostracion es semejante para el caso discreto.

EJEMPLO 5.32

Solucion

Un programa de control de calidad para una linea de ensamble comprende el muestreo de n
= 10 articulos terminados por dia y contar el nimero de articulos defectuosos, Y. Si p denota
la probabilidad de observar uno defectuoso, entonces Y tiene una distribucién binomial, su-
poniendo que un niimero grande de articulos son producidos por la linea. Pero p varia diaria-
mente y se supone que tiene una distribucién uniforme en el intervalo de 0 a 1/4. Encuentre
el valor esperado de Y.

Del Teorema 5.14 sabemos que E(Y) = E[E(Y|p)]. Para una p dada, Y tiene una distribucién
binomial, de ahi que E(Y|p) = np. Por tanto,

1/4—-0 n
E(Y) = E[E(Y|p)] = E(np) = nE(p) = n( 5 ) =3
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y paran = 10
E(Y) =10/8 = 1.25.

A la larga, esta politica de inspeccion va a promediar 1.25 articulos defectuosos por dia. M

TEOREMA 5.15

Demostracion

La varianza condicional de Y, dada Y, = y, estd definida por analogia con una varianza
ordinaria, de nuevo utilizando la densidad condicional o funcién de probabilidad de Y, dada Y,
=y, en lugar de la densidad ordinaria o funcién de probabilidad de Y,. Esto es,

V(Y1 | Y2 =y) = EY]| Y2 = y2) — [E(Y1 | Y2 = y)]*.

Como en el caso de la media condicional, la varianza condicional es una funcién de y,. Si
dejamos que Y, tome todos sus valores posibles, podemos definir V(Y,|Y,) como una variable
aleatoria que es una funcién de Y,. Especificamente, si g(y,) = V(Y,|Y, = ¥,) es una funcién
particular del valor observado y,, entonces g(¥,)= V(Y,|Y,) es la misma funcion de la variable
aleatoria, Y,. El valor esperado de V(Y,|Y,) es util para calcular la varianza de Y,, como se
detalla en el Teorema 5.15.

Si Y, y Y, representan variables aleatorias, entonces

V(Y) = E[V(Y|Y)] + V[E(Y | )]

Como se indicé antes, V(Y,|Y,) estd dada por

V(Y| V) = EQVE| Vo) — [E(Y | 1))

E[V("| V)] = E[E(} | ¥2)] = E{[E( | )]}
Por definicion,
VIEM | )] = E{[E | )]} - {E[E0 | )]}

La varianza de Y, es

V() = E[v}] - [E)]
v?| ]} - (E[Eq | )]
v2| ]} - E{[ECh | T} + B{[E | )T

(E[EM | ]Y
E[V(Y;| Y] + V[E(Y: | Y2)].

[
{
{

E|
E

15
15
15
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EJEMPLO 5.33

Solucion

Consulte el Ejemplo 5.32. Encuentre la varianza de Y.

Del Teorema 5.15 sabemos que

V(Y) = E[V(Y1| V)] + V[E(XY | Y]

Para una p dada, Y tiene una distribucién binomial, y en consecuencia E(Y|p) = np 'y V(Y |p)
= npgq. Por tanto,

V(Y) = E[V(Y|p)]+ V[EY|p)]
= E(npq) + V(np) = nE [p(1 — p)] + n*V(p).

Como p estd uniformemente distribuida en el intervalo (0, 1/4) y E(p?) = V(p) + [E(p)]% se
deduce que

E()—l V()_(1/470)2_1 E(z)—1+1—1
Pr=y P 12 192° Pr= 990 Tes T a8
Asi que,
V(Y) =nE[p(1 — p)l +n*V(p) =n[E(p) — E(p>)] +n*V(p)
11 , (1 5n  n?
=nl-——=)tn|\—=)=—<+—,

8 48 192 48 192

y paran = 10,
V(Y) = 50/48 + 100/192 = 1.5625.

Por tanto, la desviacion estandar de Yes o =\ 1.5625 = 1.25. [ |

La media y varianza de Y calculada en los Ejemplos 5.32 y 5.33 podrian comprobarse de-
terminando la funcién de probabilidad incondicional de Y'y calcular E(Y) y V(Y) directamente.
Para hacerlo, necesitariamos hallar la distribucién conjunta de Yy p. De esta distribucién con-
junta se puede obtener la funcién de probabilidad marginal de Y y determinar E(Y) al evaluar
Zy yp(y). La varianza se puede determinar en la forma usual, de nuevo usando la funcién de
probabilidad marginal de Y. En los Ejemplos 5.32 y 5.33, evitamos trabajar directamente con
las distribuciones conjunta y marginal. Los Teoremas 5.14 y 5.15 nos permitieron un célculo
mucho mas rdpido de la media y la varianza deseadas. Como siempre, la media y la varianza
de una variable aleatoria pueden combinarse con el teorema de Tchebysheff para obtener
limites para probabilidades, cuando la distribucién de la variable sea desconocida o dificil de
deducir.

En los Ejemplos 5.32 y 5.33 encontramos una situacién en la que la distribucién de una
variable aleatoria (Y = el nimero de articulos defectuosos) se dio condicionalmente para po-
sibles valores de una cantidad p que podria variar de un dia a otro. El hecho de que p variara se
tomd en cuenta al asignar una distribucién de probabilidad a esta variable. Este es un ejemplo
de un modelo jerdrquico. En estos modelos la distribucién de una variable de interés, por
ejemplo, Y, estd condicionada al valor de un “parametro” 6. La incertidumbre alrededor del
valor real de 6 se modela al asignarle una distribucién de probabilidad. Una vez que especifi-
camos la distribucién condicional de Y dada 6 y la distribucién marginal de 6, la distribucién
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conjunta de Y'y 0 se obtiene al multiplicar la condicional por la marginal. La distribucién mar-
ginal de Y se obtiene entonces de la distribucién conjunta mediante una integracién o suma que
incluya los posibles valores de 6. Los resultados de esta seccién se pueden usar para encontrar
E(Y) y V(Y) sin que sea necesario determinar esta distribucion marginal. Otros ejemplos de
modelos jerdrquicos estdn contenidos en los Ejercicios 5.136, 5.138, 5.141 y 5.142.

Ejercicios
En el Ejercicio 5.9 determinamos que

X 6(1 —y), 0=y =y =1,
fi, ») =

0, en cualquier otro punto

es una funcién de densidad de probabilidad conjunta vélida.
a Encuentre E(Y,|Y, = y,).

b Use la respuesta que obtuvo en el inciso a para hallar E(Y,). (Compare esto con la respuesta hallada
en el Ejercicio 5.77.)

En los Ejemplos 5.32 y 5.33 determinamos que si Y es el niimero de articulos defectuosos, E(Y) = 1.25
y V(Y) = 1.5625. ;Es probable que, en cualquier dia determinado, Y sea mayor que 6?

En el Ejercicio 5.41 consideramos un programa de control de calidad que exige seleccionar en forma
aleatoria tres articulos de entre la produccién diaria (que se supone es grande) de cierta miquina y ob-
servar el nimero de articulos defectuosos. La proporcion p de articulos defectuosos producidos por la
maquina varia diariamente y tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Encuentre

a el numero esperado de articulos defectuosos observado entre los tres articulos muestreados.

b la varianza del nimero de articulos defectuosos de entre los tres muestreados.

En el Ejercicio 5.42 se supo que el niimero de defectos por yarda en cierta tela, Y, tenfa una distribucién
de Poisson con pardmetro A. Se supuso que el pardmetro A era una variable aleatoria con funcién de
densidad dada por

A A=0,

f) =

0, en cualquier otro punto.

a Encuentre el nimero esperado de defectos por yarda hallando primero el valor condicional de Y para
una A dada.

b Encuentre la varianza de Y.

¢ (Es probable que Y exceda de 9?

En el Ejercicio 5.38 supusimos que Y, el peso de un articulo a granel abastecido por un proveedor, tenia
una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). La variable aleatoria Y, denotaba el peso del articulo
vendido y se suponia que tenia una distribucién uniforme en el intervalo (0, y,), donde y, era un valor
especifico de Y. Si el proveedor abasteci6 3 /4 de tonelada, ;qué cantidad podria esperar vender durante
la semana?

Suponga que Y denota el niimero de bacterias por centimetro cibico en un liquido particular y que Y
tiene una distribucién de Poisson con pardmetro A. También suponga que A varia de un lugar a otro
y tiene una distribucién gamma con pardmetros a y 3, donde a es un entero positivo. Si aleatoriamente
seleccionamos un lugar, ;cudl es
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a el niimero esperado de bacterias por centimetro cibico?,

b la desviacion estandar del nimero de bacterias por centimetro ctibico?

Suponga que una compaiiia ha determinado que el nimero de trabajos por semana, N, varia de una se-

mana a otra y tiene una distribucién de Poisson con media A. El niimero de horas para completar cada

trabajo, Y;, es una distribucién gamma con pardmetros a y 8. El tiempo total para completar todos los
. N 4 . .

trabajos en una semanaes 7 = )_;_, ¥;. Observe que T es la suma de un nimero aleatorio de variables

aleatorias. ;Cudl es

a E(TIN = n)?,

b E(T), el tiempo total esperado para completar todos los trabajos?

(Porquées E[V(Y|Y2)] = V(Y))?
Sea Y, que tiene una distribucién exponencial con media A y la densidad condicional de Y, dado que
Y, =yes

Iy, 0=y, =y,

0, en cualquier otro punto.

faly) =

Encuentre E(Y,) y V(Y,), la media y la varianza incondicional de Y.

Suponga que Y tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p pero que p varia de un dfa a otro de
acuerdo con una distribucién beta con pardmetros « y 8. Demuestre que

a E(Y) =naf(a+p).
_ naB(a+p +n)
b V(¥) = (@+Pa+B+1)

Si Y, y Y, son variables aleatorias independientes, cada una teniendo una distribucién normal con media
0y varianza 1, encuentre la funcién generadora de momento de U = Y,Y,. Use esta funcién generadora
de momento para hallar E(U) y V(U). Compruebe el resultado al evaluar E(U) y V(U) directamente de
las funciones de densidad para Y, y ¥,.

Resumen

El experimento multinomial (Seccién 5.9) y su distribucién de probabilidad multinomial aso-
ciada constituyen el tema de este capitulo. Casi todos los experimentos dan mediciones de
muestra, y;, ¥, - . - , ;> que pueden ser considerados como observaciones de k variables alea-
torias. Las inferencias relacionadas con la estructura que generan las observaciones, es decir,
las probabilidades de caer en las celdas 1, 2, . . ., k, estdn basadas en el conocimiento de las
probabilidades asociadas con diversas muestras (y;, ¥,, - . . , ¥,). Las distribuciones conjunta,
marginal y condicional son conceptos esenciales para determinar las probabilidades de varios
resultados muestrales.

Generalmente tomamos una muestra de n observaciones de una poblacién, que son valores
especificos de Y|, Y,, . .., Y,. Muchas veces las variables aleatorias son independientes y tie-
nen la misma distribucién de probabilidad. En consecuencia, el concepto de independencia es
ttil para calcular la probabilidad de observar la muestra dada.

El objetivo de este capitulo fue expresar las ideas contenidas en los dos parrafos anterio-
res. La gran cantidad de detalles contenidos en el capitulo son esenciales para dar un sélido
respaldo para un estudio de inferencia. Al mismo tiempo, el lector debe tener el cuidado de
evitar dar demasiada importancia a los detalles; asegtirese de tener en mente la amplitud de los
objetivos de la inferencia.
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Ejercicios complementarios

Demuestre el Teorema 5.9 cuando Y, y Y, son variables aleatorias discretas independientes.

Un técnico empieza un trabajo en el tiempo Y, que estd uniformemente distribuido entre las 8:00 a.m.
y las 8:15 a.m. El tiempo para completar el trabajo, Y,, es una variable aleatoria independiente que esta
uniformemente distribuida entre 20 y 30 minutos. ;Cuél es la probabilidad de que el trabajo se complete
antes de las 8:30 a.m.?

El objetivo de una bomba estd en el centro de un circulo con radio de 1 milla. La bomba cae en un punto se-
leccionado aleatoriamente dentro de ese circulo. Sila bomba destruye todo dentro de 1,/2 milla de su pun-
to de caida, ;cudl es la probabilidad de que el objetivo sea destruido?

Dos amigos se han de encontrar en la biblioteca. Cada uno de ellos, en forma independiente y aleatoria,
selecciona una hora de llegada dentro del mismo periodo de una hora y conviene en esperar diez minutos
al otro hasta que llegue. ;Cudl es la probabilidad de que se encuentren?

Una comisién de tres personas va a ser seleccionada aleatoriamente de entre un grupo que contiene cua-
tro republicanos, tres demdcratas y dos independientes. Denote con Y, y Y, los niimeros de republicanos
y demdcratas, respectivamente, en la comision.

a (Cudl es la distribucién de probabilidad conjunta para Y, y Y,?
b Encuentre las distribuciones marginales de Y, y Y,.
¢ Encuentre P(Y, = 1|Y, = 1).

Tengan Y, y ¥, una funcién de densidad conjunta dada por

3yi, 0=y =y =1,
fOL») =

0, en cualquier otro punto.
a Encuentre las funciones de densidad marginal de Y, y ¥,.
b Encuentre P(Y, = 3/4|Y, = 1/2).
¢ Encuentre la funcién de densidad condicional de Y, dado que Y, = y,.

d Encuentre P(Y, = 3/4|Y, = 1/2).
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Consulte el Ejercicio 5.149.

a Encuentre E(Y,|Y, = y)).
b Use el Teorema 5.14 para hallar E(Y,).

¢ Encuentre E(Y,) directamente de la densidad marginal de Y.

La vida qtil Y para un tipo de fusible tiene una distribucién exponencial con una funcién de densidad
dada por

C[amek y=o,

R en cualquier otro punto.

F)

a Si dos de estos fusibles tienen vidas independientes Y, y Y,, encuentre su funcién de densidad de
probabilidad conjunta.

b Uno de los fusibles del inciso a estd en un sistema primario y el otro esté en el sistema de respaldo
que entra en servicio sélo si falla el sistema primario. Por tanto, la vida 1til total efectiva de los dos
fusibles es Y| + Y,. Encuentre P(Y, + Y, = a), donde a > 0.

En la produccién de cierto tipo de cobre, dos tipos de polvo de cobre (A y B) se mezclan y se sinte-
rizan (calientan) durante cierto tiempo. Para un volumen fijo de cobre sinterizado, el productor mide
la proporcién Y, del volumen debido al cobre sélido (algunos poros tendran que llenarse de aire) y la
proporcién Y, de la masa sélida debida a cristales tipo A. Suponga que las densidades de probabilidad
apropiadas para Y, y Y, son

6yi(1 =y, 0=y =1,
filyn) = ,
, en cualquier otro punto,
3y§, 0=y =1,
folyn) = .
0, en cualquier otro punto.

La proporcién del volumen muestral debida a cristales tipo A es entonces Y,Y,. Suponiendo que Y,y Y,
sean independientes, encuentre P(Y,Y, = .5).

Suponga que el niimero de huevos puestos por cierto insecto tiene una distribucién de Poisson con media
A. La probabilidad de que cualquier huevo incube es p. Suponga que los huevos se incuban de manera
independiente unos de otros. Encuentre

a el valor esperado de Y, el nimero total de huevos que incuban,

b la varianza de Y.

En un estudio clinico de un nuevo medicamento formulado para reducir los efectos de la artritis reuma-
toide los investigadores encontraron que la proporcién p de pacientes que responden de manera favo-

rable al medicamento es una variable aleatoria que varia con cada lote del medicamento. Suponga que
p tiene una funcién de densidad de probabilidad dada por

12p2(1—p), 0=p=1,
flp) =

, en cualquier otro punto.

Suponga que a n pacientes se les inyectan porciones del medicamento tomadas del mismo lote. Denote
con Y el niimero que muestre una respuesta favorable.

a Encuentre la distribucién de probabilidad incondicional de Y para n general.
b Calcule E(Y) paran = 2.
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Suponga que Y,, Y, y Y, son variables aleatorias independientes con distribucién >, con v,, v, y v, gra-
dos de libertad respectivamente y que W, =Y, + Y,y W, =Y, + Y,.

a En el Ejercicio 5.87, usted obtuvo la media y varianza de W,. Encuentre Cov(W,, W,).

b Explique por qué esperaba que la respuesta al inciso a fuera positiva.

Consulte el Ejercicio 5.86. Suponga que Z es una variable aleatoria normal estdndar y que Y es una
variable aleatoria independiente con distribucién x> y v grados de libertad.

a Definaw = Z/\ﬁ . Encuentre Cov(Z, W). ;Qué suposicion necesita acerca del valor de v?

b Con Z, Yy W como se indica lineas antes, encuentre Cov(Y, W).

¢ Una de las covarianzas de los incisos a y b es positiva, y la otra es cero. Explique por qué.

Un guardabosques que estudia pinos enfermos representa el nimero de drboles enfermos por acre, Y,

como una variable aleatoria de Poisson con media A. No obstante, A cambia de una zona a otra y su
comportamiento aleatorio es modelado por una distribuciéon gamma. Esto es, para algin entero «,

1
fy =4 Te)pe

0, en cualquier otro punto.

Nl MB ) >0,

Encuentre la distribucién de probabilidad incondicional para Y.

Una moneda tiene probabilidad p de caer de cara hacia arriba cuando se lanza al aire. En n lanzamientos
independientes, X; = 1 si el i-ésimo tiro resulta cara y X; = 0 si el i-ésimo tiro resulta cruz. Entonces Y,
el nimero de caras en los n lanzamientos, tiene una distribucion binomial y puede representarse como

Y =37, X, Encuentre E(Y) y V(Y) usando el Teorema 5.12.

La variable aleatoria binomial negativa Y se defini6 en la Seccién 3.6 como el nimero del intento en el
que ocurre el 7-€simo éxito, en una sucesion de intentos independientes con probabilidad constante p de
éxito en cada intento. Denote con X; una variable aleatoria definida como el nimero del intento en el que
ocurre el i-ésimo éxito, parai = 1,2, .. ., r. Ahora defina

Wi:Xj_Xl'—l, i:1,2,...,r,

donde a X, se le asigna un valor de cero. Entonces puede escribir Y = »":_; W;. Observe que las varia-
bles aleatorias W, W,, . . ., W, tienen distribuciones geométricas idénticas y son mutuamente indepen-
dientes. Aplique el Teorema 5.12 para demostrar que E(Y) = r/py V(Y)= r(1 - p)/p*

Una caja contiene cuatro pelotas, numeradas del 1 al 4. Una de ellas se selecciona aleatoriamente de la
caja. Sean

X, = 1sise saca la pelota 1 o la pelota 2,
X, = 15si se saca la pelota 1 o la pelota 3,
5 = 1 si se saca la pelota 1 o la pelota 4.

En cualquier otro caso X; es igual a cero. Demuestre que dos variables aleatorias cualesquiera X, X, y
X; son independientes mientras que las tres juntas no lo son.

Suponga que debemos observar dos muestras aleatorias independientes: Y, Y,, .. ., Y, denota una mues-
tra aleatoria de una distribucién normal con media w, y varianza (712; y X, X,, . .., X, denota una muestra
aleatoria de otra distribucion normal con media w, y varianza ¢3. Una aproximaci6n para u, — u, estd
dada por Y — X, la diferencia entre las medias muestrales. Encuentre E(Y — X)y V(Y — X).
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En el Ejercicio 5.65 usted determiné que para —1 = « = 1, la funcién de densidad de probabilidad de
(Y, Y,) estd dada por

[1—a{(l =2e7)(1 —2e2)}e ™2, 0=y,0=y,,
fOLy) =

, en cualquier otro punto,

y es tal que las distribuciones marginales de Y, y Y, son exponenciales con media de 1. También demos-
tré que Y, y Y, son independientes si y s6lo si « = 0. Proporcione dos densidades conjuntas especificas y
diferentes que produzcan densidades marginales para Y, y Y, que sean exponenciales con media de 1.

Consulte el Ejercicio 5.66. Si F,(y,) y F,(y,) son dos funciones de distribucion, entonces para cualquier
a,-1=a=1,

F(yi, y2) = Fi(y) B2(»)[1 — a{l - Fl(yl)}{l - Fz()’z)}]

es una funcién de distribucién conjunta tal que Y, y Y, tienen funciones de distribucién marginal F,(y,)
y F,(y,), respectivamente.

a SiF,(y,)y F,(y,) son funciones de distribucion asociadas con variables aleatorias exponencialmente
distribuidas con media de 1, demuestre que la funcion de densidad conjunta de Y, y Y, es la propor-
cionada en el Ejercicio 5.162.

b Si F,(y,) y F,(y,) son funciones de distribucién asociadas con variables aleatorias uniformes (0, 1),
para cualquier o, -1 = o = 1, evalte F(y,, y,).

¢ Encuentre las funciones de densidad conjunta asociadas con las funciones de distribucién que encon-
tré en el inciso b.

d Obtenga dos densidades conjuntas especificas y diferentes tales que las distribuciones marginales de
Y, y Y, sean uniformes en el intervalo (0, 1).

Sean X, X, y X; variables aleatorias, ya sea continuas o discretas. La funcién generadora de momentos
conjunta de X|, X, y X, estd definida por

m(ty, by, 13) = E(e"¥170X26X3)
a Demuestre que m(t, t, 1) representa la funcién generadora de momentos de X, + X, + X;.

b Demuestre que m(z, ¢, 0) representa la funcion generadora de momentos de X, + X,.

¢ Demuestre que

0" m (1, 1y, 13) _ ki yky k3
19182915 — R
127 1 =ty=13=0

Sean X, X, y X; que tienen distribuciéon multinomial con funcién de probabilidad

n!

n

— X1 X2 A3 —

p(x1, X2, X3) = P Py Py > xi=n.
X1 1xs! =

Use los resultados del Ejercicio 5.164 para responder lo siguiente:

a Encuentre la funcién generadora de momentos conjunta de X, X, y X;.

b Utilice la respuesta al inciso a para demostrar que la distribucién marginal de X, es binomial con
pardmetro p,.

¢ Utilice la funcién generadora de momentos conjunta para hallar Cov(X,, X,).

Una caja contiene N, bolas blancas, N, bolas negras y N; bolas rojas (N, + N, + N; = N). Se toma de
la caja una muestra aleatoria de n bolas (sin restitucién). Si Y,, Y, y Y; representan el nimero de bolas
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blancas, negras y rojas observadas en la muestra, respectivamente, determine el coeficiente de correla-
cién para ¥, y Y,. (Sea p; = N,/N, parai =1, 2, 3.)

Sean Y, y Y, variables aleatorias distribuidas conjuntamente con varianzas finitas.

a Demuestre que [E(Y,Y,)]> = E(Y?)E(Y?). [Sugerencia: observe que E[(tY, — Y»)?] = 0 para
cualquier nimero real ¢, o bien, de manera equivalente,

PE(Y?) —2E(Y\Y,) + E(Y3) =0.

Esta es una expresién cuadrética de la forma As2 + Br + C 'y como es no negativa, se tiene que B2 —
4AC = 0. La desigualdad anterior se deduce directamente.]

b Denote con p el coeficiente de correlacién de Y, y ¥,. Usando la desigualdad del inciso a, demuestre
2
que p~ = 1.
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Introduccion

Como ya indicamos en el Capitulo 1, el objetivo de la estadistica es hacer inferencias acerca
de una poblacién con base en informacién contenida en una muestra tomada de esa poblacién.
Cualquier inferencia verdaderamente util debe ser acompafiada por una medida de bondad
asociada. Cada uno de los temas que se estudiaron en los capitulos anteriores desempefia un
papel en el desarrollo de la inferencia estadistica. No obstante, ninguno de los temas exami-
nados hasta aqui esta relacionado con el objetivo de la estadistica en forma tan cercana como
el estudio de las distribuciones de funciones de variables aleatorias. Esto se debe a que todas
las cantidades empleadas para calcular pardmetros poblacionales o tomar decisiones acerca de
una poblacidn, son funciones de las n observaciones aleatorias que aparecen en una muestra.

Para ilustrar, considere el problema de estimar una media poblacional, u. De manera in-
tuitiva tomamos una muestra aleatoria de n observaciones, y,, y,, . . . , ¥,, de la poblacién y
utilizamos la media muestral

_ ottty LS
5 - -3

n i=1
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6.2

como estimacion de wu. ;Qué tan buena es esta estimacién? La respuesta depende del com-
portamiento de las variables aleatorias Y,, ¥,, . . ., Y, y su efecto en la distribucion de
Y =(1/n) Z?:] Y;.

El error de estimacion, la diferencia entre la estimacion y el pardmetro estimado (para
nuestro ejemplo, la diferencia entre y y w) constituyen una medida de la bondad de una es-
timacién. Como Y,, Y,, . . ., Y, son variables aleatorias, al repetir el muestreo, Y también es
una variable aleatoria (y una funcién de las n variables Y, Y,, . . ., Y,). Por tanto, no podemos
estar seguros de que el error de estimacion sea menor que un valor especifico, B, por ejem-
plo. Sin embargo, si pudiéramos determinar la distribucién de probabilidad del estimador Y,
la utilizarfamos para determinar la probabilidad de que el error de estimacién sea menor o

igual a B.
Para determinar la distribucién de probabilidad para una funcién de n variables aleatorias,
Y., Y, ...,Y, debemos calcular la distribucion de probabilidad conjunta para las variables

aleatorias mismas. Por lo general suponemos que las observaciones se obtienen mediante
muestreo aleatorio, como se defini6 en la Seccién 2.12. Vimos en la Seccién 3.7 que el mues-
treo aleatorio a partir de una poblacidn finita (muestreo sin restitucidn) resulta en intentos
dependientes, que se hacen esencialmente independientes si la poblacion es grande cuando se
compara con el tamafio de la muestra.

En todo el resto de este libro supondremos que las poblaciones son grandes en compara-
cidén con el tamafio muestral y, en consecuencia, que las variables aleatorias obtenidas a través
de muestreo aleatorio son, de hecho, independientes entre si. Entonces, en el caso discreto, la
funcién de probabilidad conjunta para las variables Y, Y,, . . ., Y, seleccionadas de la misma
poblacion, estd dada por

PO Y2seaes Yu) = p(yD)p(y2) -+ p(Yn).

En el caso continuo, la funcién de densidad conjunta es

SOL Y2 ) = fFODF2) - f(n).

El enunciado “Y, Y,, . . ., ¥, es una muestra aleatoria de una poblacion con densidad f(y)”
significa que las variables aleatorias son independientes con funcién de densidad comiin

J).

Determinacion de la distribucion
de probabilidad de una funcion de
variables aleatorias

En esta seccidon presentaremos tres métodos para determinar la distribucién de probabilidad
para una funcién de variables aleatorias y un cuarto método para determinar la distribucién
conjunta de varias funciones de variables aleatorias. Cualquiera de estos métodos se puede
emplear para determinar la distribucién de una funcién dada de las variables, pero por lo gene-
ral, uno de los métodos lleva a un proceso mds sencillo que los otros. El método que funciona
“mejor” varia de una aplicacion a otra. En consecuencia, el conocimiento de los primeros tres
métodos es deseable. El cuarto método se presenta en la Seccién 6.6 (opcional). Aun cuando
los tres primeros métodos se estudiardn por separado en las siguientes tres secciones, aqui
damos un breve resumen de cada uno de ellos.
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Considere las variables aleatorias Y|, Y,, . .., Y, y una funcién U(Y,, Y,, . . ., ¥,), denotada
simplemente como U. Entonces tres de los métodos para determinar la distribucién de proba-
bilidad de U son los siguientes:

1. Meétodo de las funciones de distribucion: se emplea generalmente cuando las Y tienen
distribuciones continuas. Primero se determina la funcién de distribucién para U, F(u)
= P(U = u), usando los métodos que estudiamos en el Capitulo 5. Para hacerlo, debe-
mos determinar la regién en el espacio y,, y,, . . . , y, para la cual U = u y entonces se
determina P(U = u) al integrar f(y,, y,, . . . , y,) para esta region. La funcién de densi-
dad para U se obtiene entonces al diferenciar la funcién de distribucién, F'(u). En la
Seccién 6.3 presentaremos una explicacion detallada de este procedimiento.

2. Método de las transformaciones: si nos dan la funcién de densidad de una variable
aleatoria Y, el método de transformaciones resulta en una expresién general para la den-
sidad de U = h(Y), donde h(y) es una funcién creciente o decreciente. Entonces, si Y, y
Y, tienen una distribucién bivariante, podemos usar el resultado univariante explicado
antes para hallar la densidad conjuntade Y, y U = h(Y,, Y,). Al integrar para y,, encon-
tramos la funcién de densidad de probabilidad marginal de U, que es nuestro objetivo.
Este método se ilustra en la Seccién 6.4.

3. Método de las funciones generadoras de momento: estd basado en el teorema de uni-
cidad, el Teorema 6.1, el cual expresa que si dos variables aleatorias tienen funciones
generadoras de momento idénticas, las dos poseen las mismas distribuciones de proba-
bilidad. Para usar este método es necesario determinar la funcién generadora de mo-
mento de Uy compararla con las funciones generadoras de momento para las variables
aleatorias discretas y continuas comunes deducidas en los Capitulos 3 y 4. Si aquélla
es idéntica a una de estas funciones generadoras de momento, la distribucién de pro-
babilidad de U se puede identificar debido a la unicidad del teorema. Las aplicaciones
del método de funciones generadoras de momento se presentardn en la Seccién 6.5. Las
funciones generadoras de probabilidad se pueden emplear en forma semejante al méto-
do de funciones generadoras de momento. Si el lector estd interesado en su uso, vea la
bibliografia al final del capitulo.

6.3 Método de las funciones de distribucion

Tlustraremos el método de funciones de distribucién con un ejemplo sencillo univariante. Si
Y tiene funcién de densidad de probabilidad f(y) y si U es alguna funcién de Y, entonces
podemos calcular F(u) = P(U = u) directamente al integrar f{y) en la region para la cual
U = u. La funcién de densidad de probabilidad para U se encuentra al derivar F(u). El si-
guiente ejemplo ilustra el método.

EJEMPLO 6.1

Un proceso para refinar azicar rinde hasta 1 tonelada de azicar puro al dia, pero la cantidad
real producida, Y, es una variable aleatoria debido a descomposturas de miquinas y otros pro-
blemas. Suponga que Y tiene funcién de densidad dada por

2y, 0=y=1,

0, en cualquier otro punto.

) —{
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A la compailfa se le paga a razén de $300 por tonelada de azicar refinada, pero también
tiene un costo fijo general de $100 por dia. Por tanto, la utilidad diaria, en cientos de délares,
es U = 3Y — 1. Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

Para utilizar el método de funcidn de distribucion, debemos hallar

Fy(u) = P(U =u) = PY — 1 Su)=P<YSu;_1).

Siu < -1, entonces (u + 1)/3 < 0y, por tanto, Fy(u) = P(Y =< (u + 1)/3) = 0. También,
siu>2,entonces (u + 1)/3 >1y Fy(u) = P(Y = (u + 1)/3) =1. No obstante, si -1 < u =
2, la probabilidad se puede escribir como una integral de f(y), y

u—+1 (u+D)/3 (u+1)/3 u+1\2
P(YS 3 ):/ f(y)dy=/ 2ydy=( 3 >
—oo 0

(Observe que, cuando Y varfade O a 1, U varia de —1 a 2.) Entonces, la funcién de distribucion
de la variable aleatoria U estd dada por

0, u < —1,
u+1\2
Fy(u) = < 3 ) , —1l=u=2,
L, u>2,

y la funcién de densidad para U es

Ju(u) = It - {(2/9)(M +1), —-1=u<2,

du 0, en cualquier otro punto. |

En la situacién bivariante, sean Y, y Y, variables aleatorias con densidad conjunta f(y,, y,)
y sea U = h(Y,, Y,) una funcién de Y, y Y,. Entonces, para todo punto (y,, y,), corresponde un
valor y sélo uno de U. Si podemos precisar la regién de valores (y,, y,) tal que U = u, entonces
la integral de la funcién de densidad conjunta f(y,, y,) para esta regién es igual a P(U = u) =
F,(u). Como antes, la funcién de densidad para U se puede obtener por derivacion.
Ilustraremos estas ideas con dos ejemplos.

EJEMPLO 6.2

En el Ejemplo 5.4 consideramos las variables aleatorias Y, (la cantidad proporcional de ga-
solina abastecida al principio de semana) y Y, (la cantidad proporcional de gasolina vendida
durante la semana). La funcién de densidad conjunta de Y, y Y, estd dada por

3yi, O0=y=y =1,

0, en cualquier otro punto.

fO, ) = {

Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = Y, — Y,, la cantidad proporcio-
nal de gasolina remanente al final de la semana. Use la funcion de densidad de U para hallar

EU).
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FIGURA 6.1 ,
Region en la cual
fly,, v,) es positiva,
Ejemplo 6.2

1

Y1

Solucion  Laregion en la cual f{y,, y,) no es cero, asf como la linea y, — y, = u, para un valor de u entre
0y 1 se muestran en la Figura 6.1. Observe que cualquier punto (y,, y,) tal que y, — y, = u se
encuentra sobre larectay, — y, = u.
Siu <0, larectay, — y, = u tiene punto de interseccién —u < 0y F (u) = P(Y, —
Y, =u) = 0. Cuando u > 1, larecta y, — y, = u tiene punto de interseccién —u < -1y F(u)
=1.Para0 =u =1, F(u) = P(Y, — Y, = u) es la integral sobre la regién sombreada oscura
localizada arriba de la recta y, — y, = u. Como es mads facil integrar sobre la region triangular
inferior, podemos escribir, para 0 = u = 1,

Fy(u) = P(U=u)=1—-PU =u)

1 yi—u
1—/ / 3y1dy>dy
u 0
1

1—/ 3yi(yr —u)dy;

u

1
a2 Wt
3 2 u

3 u?
1—[1—5(14)—%7]

L u =)
= —Bu —u’).
2
Resumiendo,
0, u <0,
Fy(u) =3 Gu—u®)/2, 0=u=I,
1, u>1.

Una gréfica de F';(1) se muestra en la Figura 6.2(a).
Se deduce que

Sfu(u) =

dFy(u) _ {3(1 —u?)/2, 0=u=I,

du 0, en cualquier otro punto.

La funcién de densidad f;,(u) se grafica en la figura 6.2(b).
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F () Jolw)
1.5

|
0 1 u 0 1 u

(a) Funcidn de distribucion (b) Funcion de densidad

Podemos usar esta funcién de densidad para hallar E(U), porque

Ew _/1 3 L — ) d 3w\ 3
- [ eG)amma-3(3-5)] -5

lo cual concuerda con el valor de E(Y, — Y,) encontrado en el Ejemplo 5.20 con el uso de mé-
todos desarrollados en el Capitulo 5 para deducir el valor esperado de una funcién lineal de
variables aleatorias. ]

EJEMPLO 6.3

Solucion

Denote con (Y, ¥,) una muestra aleatoria de tamafio n = 2 proveniente de la distribucién uni-
forme del intervalo (0, 1). Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = Y, + Y.

La funcién de densidad para cada Y, es

I, 0=y=1,
f(y)={

0, en cualquier otro punto.

Por tanto, como tenemos una muestra aleatoria, Y, y Y, son independientes, y

1, 0= =1, 0= =1,
FOny) = FODFOn) = i . .

0, en cualquier otro punto.

Las variables aleatorias Y, y Y, tienen densidad diferente de cero en el cuadrado unitario,
como se ve en la Figura 6.3. Deseamos determinar F';(#) = P(U = u). El primer paso es
localizar los puntos (y,, y,) que implican que y, + y, = u. La forma mads facil de encontrar
esta region es localizar los puntos que dividen las regiones U = u'y U > u. Estos puntos se
encuentran en larectay, +y, = u.

Al graficar esta relacion en la figura 6.3 y en forma arbitraria seleccionar y, como la varia-
ble dependiente, encontramos que la recta posee una pendiente igual a—1 y un punto de inter-
seccion y, igual a u. Los puntos asociados con U < u estdn ya sea arriba o debajo de la recta
y pueden ser determinados al probar puntos en cualquiera de los lados de la recta. Suponga
queu = 1.5.Seay, =y, = 1/4;entonces y, + y, = 1/4 + 1/4 =1/2y (y,, y,) satisface la
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FIGURA 6.3
Region de integracién
para el Ejemplo 6.3

Yy \
1

y1+yz<”
oU<u

desigualdad y, + y, < u. Por tanto, y, = y, = 1/4 cae en la regién sombreada debajo de la
recta. Del mismo modo, todos los puntos tales que y, + y, < u estdn debajo de la recta y, +
Yo= u. Asi,

Fy(u)y=PWU =u) =P(Y 1 +Y,=u) = // fO, y2) dyidys.

yitn=u

Siu <0,

Fy(u) = P(U =u) = // fOLy)dyidy, = // Odyidy, =0

yity=u yityn=u

yparau > 2,

1 1
Fow=pw == [[ ronmanan = [ [ayan =1
0 Jo

yitnw=u

Para 0 = u = 2, los limites de integracion dependen del valor particular de u (donde u es
el punto de interseccion y, de la recta y, + y,= u). En consecuencia, la expresion matematica
para F(u) cambia dependiendode si0 =u =101 <u=2.

Si0=u=1,laregiény, + y, = u, es el 4rea sombreada de la Figura 6.4. Entonces, para

0 =u =1, tenemos
u u—y» u
// fO, y2) dyidy, =/ / (D dy) dy, =/ (u = y2)dy
0 0 0
2

Fy(u)

yitym=u

2 u 2
0

La solucién, F(u), 0 = u = 1, podria haberse obtenido directamente con geometria ele-
mental. La densidad bivariante f{(y,, y,) = 1 es uniforme en el cuadrado unitario 0 = y, = 1,
0 =y, = 1. Por tanto, F(u) es el volumen de un sélido de altura igual a f(y,, y,)= 1y una
seccidn transversal triangular, como se ve en la Figura 6.4. En consecuencia,

2

u
) .

2
u
F(u) = (4rea de tridngulo) - (altura) = ?(1) =

La funcién de distribucién se puede obtener de un modo semejante cuando u estd definida
en el intervalo 1 < u = 2. Aun cuando la solucién geométrica es mds fécil, obtendremos F'(u)
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FIGURA 6.4 ¥,
Regiony, +y, <u
para0 =u =1 1

N

directamente por integracion. La regiéon y, + y, = u, 1 = u = 2 es el drea sombreada indicada
en la Figura 6.5.

El complemento del evento U = u es el evento de que (Y, ¥,) caiga en la regién A de la
figura 6.5. Entonces, para 1 < u = 2,

1—//f(y1,yz)dy1dyz
A
1 1 1 1
1 _/ / (Ddy;dy, =1 —/ <y1] )dyz
u—1Ju—y u—1 U=y

2 1
1—[(1—u)y2+y?2ﬂ

u—1

Fy(u)

1

=1 —/ (I —u+y)dy
u—1

= (—u?/2) +2u — 1.

Para resumir,

0, u <0,

u’/2, 0=u=I,
Fy(u) = 5

(/) +2u—1, 1<u=2,

1, u>2.

La funcién de distribucion para U se muestra en la Figura 6.6(a).

FIGURA 65

Region &

yity.=u, 1
1<u=2 \A\

&

58
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FIGURA 6.6
Funciones

de distribucién y
de densidad para el
Ejemplo 6.3

F ) 20

| |
0 1 2 u 0 1 2 u

(a) Funcion de distribucion (b) Funcién de densidad

La funcién de densidad f;(u) se puede obtener al derivar F(u«). Entonces,

w0 =0, u <0,
dFy ) | @@/ =u. O=u=1,
Ju(u) = p 4 5
u Slu /) +2u—11=2—u, 1<u=2,
(=0, u>2,
o bien, lo que es més sencillo,
u, O0=u=1,
fow) =4 2-u, 1<u=2,
0, en cualquier otro punto.
Una gréfica de f;,(1) se muestra en la Figura 6.6(b). |

Resumen del método de las funciones de distribucion
Sea U una funcién de las variables aleatorias Y, Y,, ..., Y,.

1. Localice la regién U = u del espacio (y;, ¥, - - -, ,)-
. Localice laregién U = u.
3. Determine F(u) = P(U = u) al integrar f(y,, y,, . . . , y,) sobre la region
U= u.
4. Determine la funcién de densidad f;(u) al derivar F(u). Por tanto, f; (1) =
d Fy(u)/du.

Para ilustrar, considere el caso U = h(Y) = Y2, donde Y es una variable aleatoria continua
con funcién de distribucién F(y) y funcién de densidad fi(y). Siu = 0, F(u) = P(U = u) =
P(Y?<u) =0y parau > 0 (vea la Figura 6.7),

Fy(u) = P(U =u) = P(Y> <u)
= PCVu =Y =Vu)

NG
= /_\f f)dy = Fy(Vu) — Fy(—Vu).
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FIGURA 6.7 h(y)
Funcién h(y) = y?
h(y) =y
u

. l

! |

| 1

“Vu 0 Vu y
En general,
Fy(Vu) — Fy(—Vu), u >0,
Fy(u) = .

0, en cualquier otro punto.

Al derivar con respecto a u, vemos que

FrVu) (2%) + fr(—Vu) (ﬁ) u >0,

0, en cualquier otro punto,

Su(u) =

o bien, simplemente,

1
fot = { S VI F VO] u >0,

0, en cualquier otro punto.

EJEMPLO 6.4 Sea Y una funcién de densidad de probabilidad dada por

y+l
fr(y) = 2 7

0, en cualquier otro punto.

—-1=y=1,

Encuentre la funcién de densidad para U = Y2

Soluciéon  Sabemos que

1
o = | TV ViDL o,

0, en cualquier otro punto,

y al sustituir en esta ecuacién obtenemos
1 u-+1 N —Vu+1\ 1
fow) =1 2Vu 2 2 2Vu’

0, en cualquier otro punto.

0<u=1,
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Como Y tiene densidad positiva s6lo en el intervalo—1 < y < 1, se deduce que U = Y? tiene
densidad positiva sélo en el intervalo 0 < u = 1. |

En algunos casos es posible encontrar una transformacién que cuando se aplica a una varia-
ble aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (0, 1), resulta en una variable aleatoria
con alguna otra funcién de distribucidn especifica, por ejemplo F(y). El siguiente ejemplo
ilustra una técnica para lograr este objetivo. A éste le sigue un breve andlisis de una de las
aplicaciones précticas de esta transformacion.

EJEMPLO 6.5

Solucion

Sea U una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0, 1). Encuentre una transformacién
G(U) tal que G(U) posea una distribucién exponencial con media 3.

Si U posee una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), entonces la funcién de distribucién
de U (vea Ejercicio 4.38) estd dada por

0, u<o0,
Fy(u) ={ u, 0=u=1,
1, u>1.

Denote con Y una variable aleatoria que tiene una distribucién exponencial con media .
Entonces (vea la Seccién 4.6) Y tiene funcion de distribucion

0, y <0,

FY()’) = {l_e_y/ﬁ’ yEO

Observe que Fy(y) es estrictamente creciente en el intervalo [0, o). Sea 0 < u < 1y ad-
vierta que hay un valor tnico y tal que F(y) = u. Asi, FY_l(u), 0 < u < 1 estd bien definido.
En este caso, Fy(y) = 1 — e VB = ysiysblosiy = —BIn(l —u) = FY_I(u). Considere la
variable aleatoria FY_I(U) = —BIn(1 —U) y observe que, siy > 0,

P(Fy'(U)=y) = P[-BIn(1 = U) =]
= P[In(1 = U) = —y/B]
=PWU=1-¢"F
=1 —e VB,

También, P[FY_I(U) =y] =0 siy=0.Asi, F,'(U) = —BIn(1 — U) posee una distribu-
cién exponencial con media 8, como se desea. [ |

Las simulaciones por computadora se usan con frecuencia para evaluar técnicas estadisti-
cas propuestas. Por lo general estas simulaciones requieren que obtengamos valores observa-
dos de variables aleatorias con distribucion prescrita. Como se observd en la Seccion 4.4, casi
todos los sistemas computarizados contienen una subrutina que genera valores observados
de una variable aleatoria U que tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). ;Cémo
puede usarse el resultado del Ejemplo 6.5 para generar un conjunto de observaciones a partir
de una distribucién exponencial con media 8? Simplemente usamos el generador de ndmeros
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aleatorio de la computadora para producir valores u, u,, . . . , u, de una distribucién uniforme
(0, 1) y luego calculamos y, = =B In(1 — u,;),i = 1,2, ..., n para obtener valores de variables
aleatorias con la distribucién exponencial requerida.

Mientras una funcién de distribucién prescrita F(y) posea una inversa tnica F!(-), se puede
aplicar la técnica anterior. En casos como el ilustrado en el Ejemplo 6.5 podemos facilmente
escribir la forma de F~'(-) y continuar como antes. Si la expresién de una funcién de distribu-
cion no se puede escribir en una forma facilmente invertible (recuerde que las funciones de
distribucion de variables aleatorias de distribucién normal, gamma y beta se determinan por
medio de tablas que se obtuvieron con el uso de técnicas de integracién numeérica), nuestro
trabajo es mas dificil. En estos casos se usan otros métodos para generar observaciones con
la distribucién deseada.

En el siguiente conjunto de ejercicios encontrard problemas que se pueden resolver con el
uso de las técnicas presentadas en esta seccién. Los ejercicios que implican determinar F~!(U)
para alguna distribucién especifica F(y) se concentran en casos donde F~!(-) existe en forma
cerrada.

Ejercicios
Sea Y una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad dada por

20—y, 0=y=1,

0, en cualquier otro punto.

f :{

Encuentre la funcién de densidad de U, = 2Y — 1.
Encuentre la funcién de densidad de U, = 1 — 2Y.

Encuentre la funcién de densidad de U = Y2

e A T W

Encuentre E(U,), E(U,) y E(U;) usando las funciones de densidad obtenidas para estas variables
aleatorias.

e Encuentre E(U,), E(U,) y E(Us) con los métodos del Capitulo 4.

Sea Y una variable aleatoria con una funcién de densidad dada por

(3/2)y*, -1=y=1,

0, en cualquier otro punto.

f :{

a Encuentre la funcién de densidad de U, = 3Y .
b Encuentre la funcién de densidad de U, = 3 —Y.
¢ Encuentre la funcién de densidad de U, = Y>
Un proveedor de queroseno tiene una demanda semanal Y que posee una funcién de densidad de proba-
bilidad dada por
y. 0=y=1,
fm=491 1<y=15,

0, en cualquier otro punto,

con mediciones en cientos de galones. (Este problema planteé en el Ejercicio 4.13.) La utilidad del
proveedor estd dada por U = 10Y — 4.

a Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.
b Use la respuesta al inciso a para encontrar E(U).
¢ Encuentre E(U) con los métodos del Capitulo 4.
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

La cantidad de harina consumida por dia en una panaderia es una variable aleatoria Y que tiene una
distribucién exponencial con media igual a 4 toneladas. El costo de la harina es proporcional a U =
3V + 1.

a Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

b Use la respuesta del inciso a para hallar E(U).

El tiempo de espera Y hasta la entrega de un nuevo componente para una operacion industrial estd uni-

formemente distribuido en el intervalo de 1 a 5 dias. El costo de esta demora estd dado por U = 2Y?* +
3. Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

La distribucién conjunta de la cantidad de contaminantes emitida desde una chimenea sin aparato lim-
piador (Y;) y una chimenea igual pero con aparato limpiador (Y,) se dio en el Ejercicio 5.10 como

. I, 0=y1=2,0=n=I12»n=y,
fOLy) =

0, en cualquier otro punto.

La reduccién en la cantidad de contaminantes debida al aparato limpiador estd dada por U = Y| — V..

a Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

b Use la respuesta del inciso a para hallar E(U). Compare sus resultados con los del Ejercicio 5.78(c).
Suponga que Z tiene una distribucién normal estdndar.

a Encuentre la funcién de densidad de U = Z2.
b ;U tiene una distribucién gamma? ;Cuéles son los valores de a 'y 3?

¢ (Cudl es otro nombre para la distribucién de U?
Suponga que Y tiene una distribucion beta con pardmetros o 'y 3.

a Encuentre la funcion de densidad de U = 1 - Y.

b Identifique la densidad de U como uno de los tipos que estudiamos en el Capitulo 4. Asegirese de
identificar cualesquiera valores de pardmetro.

¢ (Co6mo estdn relacionadas E(U) y E(Y)?

d ;C6mo estdn relacionadas V(U) y V(Y)?

Suponga que una unidad de mineral contiene una proporcioén Y, de metal A y una proporcién Y, de
metal B. La experiencia ha demostrado que la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Y, y Y,
esuniformeenlaregion0 =y, =1,0=y,=1,0=y, + y, = 1.Sea U = Y, + Y,, la proporcién del
metal A o B por unidad. Encuentre

a la funcién de densidad de probabilidad para U.

b E(U) usando la respuesta al inciso a.

¢ E(U) usando sélo las densidades marginales de Y, y Y.

El tiempo total desde la llegada hasta la terminacién del servicio en un restaurante de comida répida, Y,

y el tiempo empleado en la fila de espera antes de llegar a la ventanilla de servicio, Y,, se dieron en el
Ejercicio 5.15 con funcién de densidad conjunta

e, 0=y =y <oo,

fOu,y) = {

0, en cualquier otro punto.

Otra variable aleatoria de interés es U = Y, — Y,, el tiempo empleado en la ventanilla de servicio.
Encuentre

a la funcién de densidad de probabilidad para U.
b E(U)y V(U). Compare sus respuestas con los resultados del Ejercicio 5.108.
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Suponga que dos componentes electrénicos del sistema de guia de un proyectil operan de manera inde-

pendiente y que cada uno tiene una vida ttil gobernada por la distribucién exponencial con media 1 (con

mediciones en cientos de horas). Encuentre la

a funcidén de densidad de probabilidad para el promedio de vida util de los dos componentes.

b media y la varianza de este promedio, usando la respuesta del inciso a. Compruebe su respuesta al
calcular la media y la varianza con el Teorema 5.12.

Suponga que Y tiene una distribucién gamma con pardmetros @ y 8y que ¢ > 0 es una constante.

a Deduzca la funcién de densidad de U = cY.

b Identifique la densidad de U como uno de los tipos que estudiamos en el Capitulo 4. Asegiirese de
identificar cualesquiera valores de pardmetro.

¢ Los pardmetros a y B de una variable aleatoria con distribucién gamma son, respectivamente, para-

metros de “forma” y “escala”. ;Cémo se comparan los pardmetros de escala y forma para U con los
de Y?

Si Y, y Y, son variables aleatorias exponenciales independientes, ambas con media 3, encuentre la
funcién de densidad para la suma de ellas. (En el Ejercicio 5.7 consideramos dos variables aleatorias
exponenciales independientes, ambas con media 1 y P(Y, + Y, = 3) determinada.)

En un proceso de sinterizacién (calentamiento) de dos tipos de polvo de cobre (vea el Ejercicio 5.152), la
funcién de densidad para Y, la proporcién de volumen de cobre sélido en una muestra, estuvo dada por
6yi(1 —y), 0=y =1,

0, en cualquier otro punto.

fikn) :{

La funcién de densidad para Y,, la proporcion de cristales tipo A entre el cobre sélido, estuvo dada por

3y2, 0=y, =1,
fz(yz):{ » 2

0, en cualquier otro punto.

La variable U = Y,Y, da la proporcién del volumen de la muestra debida a los cristales tipo A. Si Y, y
Y, son independientes, encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

Sea Y una funcién de distribucién dada por
0, y <0,

F(y) =
) {l—e’-"z, y =0.

Encuentre una transformacién G(U) tal que, si U tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1),
G(U) tiene la misma distribucién que Y.

En el Ejercicio 4.15 determinamos que

b = b
o=y 777
0, en cualquier otro punto,

es una funcién de densidad de probabilidad auténtica para una variable aleatoria, Y. Suponiendo que b es
una constante conocida y U tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), transforme U para
obtener una variable aleatoria con la misma distribucién que Y.

Un miembro de la familia de distribuciones de potencia tiene una funcién de distribucién dada por

0, y <0,
ey o=, =
Fom =1 (5) o=y=o.
1, y >0,

donde «, 6 > 0.
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6.18

6.19

6.20

*6.21

*6.22

0.4

a Encuentre la funcién de densidad.

b Para valores fijos de @ y 6 encuentre una transformacién G(U) de modo que G(U) tenga una funcién
de distribucién de F cuando U posea una distribucién uniforme (0, 1).

¢ Dado que una muestra aleatoria de tamafio 5 tomada de una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1)
dio los valores .2700, .6901, .1413, .1523 y .3609, use la transformacién que obtuvo en el inciso b
para dar valores asociados con una variable aleatoria con una familia de distribucién de potencia con
a=2,0=4.

Un miembro de la familia de distribuciones de Pareto (que se usa a menudo en economia para modelar

distribuciones de ingreso) tiene una funcién de distribucién dada por

0, y<pB,

P01 (B, yep

donde «, B > 0.

a Encuentre la funcién de densidad.

b Para valores fijos de By a, encuentre una transformacién G(U) de modo que G(U) tenga una funcién
de distribucién de F cuando U posea una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

¢ Dado que una muestra aleatoria de tamaiio 5 tomada de una distribucién uniforme en el intervalo (0,
1) dio los valores .0058, .2048, .7692, .2475 y .6078, use la transformacién que dedujo en el inciso
b para dar valores asociados con una variable aleatoria con una distribucién de Pareto con o = 2,
B=3.

Consulte los Ejercicios 6.17 y 6.18. Si Y posee una distribucién de Pareto con parametros a y 3, demues-

tre que X = 1/Y tiene una familia de distribucién de potencia con pardmetros a y 6 = B\,

Sea la variable aleatoria Y que tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Deduzca

a la distribucién de la variable aleatoria W = Y2,
b la distribucién de la variable aleatoria W = VY.

Suponga que Y es una variable aleatoria que toma sdlo valores enteros 1, 2, . . . Denote con F(y) la fun-
cion de distribucion de esta variable aleatoria. Como ya vimos en la Seccidn 4.2, esta funcién de distri-
bucién es una funcién escalén y la magnitud del escalén en cada valor entero es la probabilidad de que Y
tome ese valor. Sea U una variable aleatoria continua que estd uniformemente distribuida en el intervalo
(0, 1). Defina una variable X tal que X = ksiy sélosi F(k — 1) < U = F(k),k = 1,2, ... Recuerde que
F(0) = 0 porque Y toma sélo valores enteros positivos. Demuestre que P(X = i) = F(i)— F(i— 1) =
P(Y =1i), i =1,2,... Estoes, X tiene la misma distribucién que Y. [Sugerencia: recuerde el Ejercicio
457

Use los resultados que obtuvo en los Ejercicios 4.6 y 6.21 para describir cémo generar valores de una
variable aleatoria geométricamente distribuida.

Método de las transformaciones

El método de las transformaciones, el cual nos permite determinar la distribucién de proba-
bilidad de una funcidn de variables aleatorias, es una consecuencia del método de funcion de
distribucién de la Seccién 6.3. Mediante el método de las funciones de distribucién podemos
llegar a un método simple para formular la funcién de densidad de U = h(Y), siempre que A(y)

1. Los ejercicios precedidos de un asterisco son opcionales.



FIGURA 6.8
Una funcién
creciente
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uy = h(y,)

W)

W

0 y=hu) y

sea decreciente o creciente. [Por i(y) creciente, queremos decir que si y, < y,, entonces a(y,)
< h(y,) para cualesquiera nimeros reales y, y y,.] La grafica de una funcién creciente h(y)
aparece en la Figura 6.8.

Suponga que A(y) es una funcién creciente de y y que U = h(Y), donde Y tiene funcién de
densidad f,(y). Entonces & () es una funcién creciente de u: si u, < u,, entonces h™'(u,) =
v,< v, = h"'(u,). En la figura 6.8 vemos que el conjunto de puntos y tales que i(y) < u, es
precisamente igual que el conjunto de puntos y tales que y =< h'(u,). Por tanto (vea la Figura
6.8),

P(U <u) = Plh(Y)=<ul =P W] =h'(w)}=P[Y =h '(u)]
o bien,
Fy(u) = Fy[h ™ (w)].

Entonces derivando con respecto a u, tenemos

-1 Bl
dIZJ(M) _ dFy[h (w)] — o w)) dlh (M)]
u du

Sfo(u) =

Para simplificar la notacion, escribiremos dh™' /du en lugar de d[h™'(w)]/du'y
Bl

Sfu(u) = frlh 1(M)

En consecuencia, tenemos una nueva forma para determinar f;,(#) que surge a partir del mé-
todo general de funciones de distribucién. Para determinar f; (), despeje y en términos de u;
esto es, encuentre y = /i '(u) y sustituya esta expresion en f,(y). Entonces multiplique esta
cantidad por dh™' /du. Tlustraremos el procedimiento con un ejemplo.

EJEMPLO 6.6

En el Ejemplo 6.1 trabajamos con una variable aleatoria Y (cantidad de aztcar producida) con
una funcién de densidad dada por

2y, 0=y =1,
fr(y) = .
0,  en cualquier otro punto.

Estamos interesados en una nueva variable aleatoria (utilidad) dada por U = 3Y — 1. Encuentre
la funcién de densidad de probabilidad para U por el método de las transformaciones.
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Solucion

La funcién de interés aqui es h(y) = 3y — 1, que es creciente en y. Si u = 3y — 1, entonces

! _a(s)

u—+1 B
y du

3 du

W =

y=h""u) =

Por tanto,

frih = ()]

dh™!
Su(u)
u

d

Lodh <u+1)(1
A wl—7==2{— 3
0’

=

17

O<u+1
’ 3

en cualquier otro punto.

o bien, lo que es equivalente,

—1=u=2,

2(u +1)/9,
fu(u) = :
0, en cualquier otro punto.

El intervalo en el cual f,(«) es positiva es simplemente 0 = y = 1 transformado en el eje u por
la funcién u = 3y — 1. Esta respuesta estd acorde con la del Ejemplo 6.1. |

FIGURA 6.9
Una funcién
decreciente

Si h(y) es una funcién decreciente de y, entonces 4 '(#) es una funcién decreciente de u.
Esto es, si u, < u,, entonces h'(u) = y, >y, = h”'(u,). También, como en la Figura 6.9,
el conjunto de puntos y tales que A(y) = u, es el mismo conjunto de puntos tales que y =
h ' (u,).

Se deduce que, para U = h(Y), como se ve en la Figura 6.9,

PU=<u)=P[Y =h ' w)] o Fyw) =1-F[h ')

Si derivamos con respecto a u, obtenemos

dih™ (w)]

fu(u) = —fy[h ™ ()] i
u

N

Oy

u = h(Y|)

0 v =h7up y
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Si de nuevo empleamos la notacién simplificada dh ! /du en lugar de d [F7'(w)] /du 'y recordamos
que dh™' /du es negativa porque /' (1) es una funcién decreciente de u, la densidad de U es
-1

dh
folu) = fylh™' ()] |——

En realidad, no es necesario que h(y) sea creciente o decreciente (y por tanto que se pueda
invertir) para todos los valores de y. La funcién A(-) s6lo necesita ser creciente o decreciente
para los valores de y tales que f,(y) > 0. El conjunto de puntos {y: f;(y) > 0} se denomina so-
porte de la densidad f,(y). Siy = h™'(u) no es el soporte de la densidad, entonces f, [ ()] = 0
Estos resultados se combinan en el siguiente enunciado:

Sea Y la funcién de densidad de probabilidad f, (y). Si h(y) es creciente o decreciente
para toda y tal que f,(y) > 0, entonces U = h(Y) tiene funcién de densidad

—l

dh™! d[h=!
folu) = fylh™! ]— _ i W]

s donde

du du
EJEMPLO 6.7 Sea Y la funcién de densidad de probabilidad dada por
2y, 0=y =1,
fr(y) = { .
0, en cualquier otro punto.

Solucion

Encuentre la funcién de densidad de U = —4Y + 3.

En este ejemplo, el conjunto de valores de y tales que f,(y) > 0 son los valores 0 <y =1.La
funcion de interés, h(y) = —4y + 3, es decreciente para toda y y, por tanto, para toda 0 <y
= 1,siu = -4y + 3, entonces

3—u dh™! 1

4 Y T A

y=h"'(u) =

Observe que /™' (u) es una funcién decreciente de u y que dh™' /du < 0. Entonces,

AEESIE

, en cualquier otro punto.

3—u
b} OS Sls

4

71

Ju(uw) = frlh 1(M) —

Finalmente, un poco de dlgebra nos da

3—u
Jo(u) = 8

0, en cualquier otro punto. |

—1=u=3,

La aplicacién directa del método de las transformaciones requiere que la funcién A(y) sea
creciente o decreciente para toda y tal que f,(y) > 0. Si desea usar este método para hallar
la distribucién de U = h(Y), debe tener mucho cuidado de comprobar que la funcién A(-) sea
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creciente o decreciente para toda y en el soporte de f,(y). Si no es asi, el método de las trans-
formaciones no se puede aplicar y en su lugar se puede utilizar el método de las funciones de
distribucion estudiadas en la Seccién 6.3.

El método de las transformaciones también se puede emplear en situaciones multivarian-
tes. El siguiente ejemplo ilustra el caso bivariante.

EJEMPLO 6.8

Solucion

Sean Y, y Y, que tienen una funcién de densidad conjunta dada por
-ty <= 0=
e N =Y, =y,
Fn,y) = { ,
s en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de densidad para U = Y, + ¥,.

Este problema se debe resolver en dos etapas: primero, determinaremos la densidad conjunta
de Y, y Uy en seguida la densidad marginal de U. El método consiste en asignar a Y, un valor
vy, = 0. Entonces U = y, + Y, y podemos considerar el problema de transformacién unidi-
mensional en el que U = h(Y,) =y, + Y,. Si g(y,, u) denota la densidad conjunta de Y, y U,
tenemos, cony, = u — y, = h '(u),

X _ dh™! (it
g(yl u) _ f[yl,h l(u)]‘d_u =e¢ (yitu ,Vl)(l)’ Osyl’ OSM_yl,

0, en cualquier otro punto.
Simplificando obtendremos
e, 0=y =u,
gy, u) =

0, en cualquier otro punto.

(Observe que Y, = U). La densidad marginal de U esta dada entonces por

/ g(y1, u)dy

-0

Sfu(u)

u
/ e "dy,=ue™, 0=u,
0

0, en cualquier otro punto. |

Tlustraremos el uso de la transformacion bivariante con otro ejemplo que implique el pro-
ducto de dos variables aleatorias.

EJEMPLO 6.9

En el Ejemplo 5.19 consideramos una variable aleatoria Y, como la proporcién de impurezas
en una muestra quimica y Y, como la proporcién de impurezas tipo I entre todas las impure-
zas de la muestra. La funcién de densidad conjunta estuvo dada por
X 21—y, 0=y =1, 0=y, =1,
fO ) = .
0, en cualquier otro punto.

Estamos interesados en U = Y,Y,, que es la proporcion de impurezas tipo I de la muestra.
Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U y utilicela para hallar E(U).
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Solucion  Como estamos interesados en U = Y,Y,, primero asignamos a ¥, un valor y;,, 0 <y, < 1y
pensamos en términos de la transformacién univariante U = h(Y,)= y,Y,. Podemos entonces
determinar la funcién de densidad conjunta para Y, y U (cony, = u/y, = h™'(u) como

4 dh!
gy, u) = flyi, b (u)]
du
1
20 =yD|—|, O0<y =1 0=u/y =1,
»1
0, en cualquier otro punto.

De modo equivalente, se puede expresar como

1
2(1 — — ), 0=su=sy =1,
2(y, ) :: 1=y (y1> u=y

0, en cualquier otro punto.

(U también varia entre 0 y 1, pero Y, siempre debe ser mayor o igual a U.) Ademis,

Sfu(u) _/ gy, u)dy

1
1
— f 2(l—y1)(—>dy1, O=u=1l,
- u Vi
0, en cualquier otro punto.

Para0=u=<1,

! 1 e
/ 2(1—y1)(—)dy1 =2/ (——l)dyl
u yl u )’l

= 2<ln n]! —yl]i) =2 (=Inu—1+u)

=2(u—Inu —1),
obtenemos
2 —Inu—1), 0=u=1l,
Ju(u) = .
0, en cualquier otro punto.

(El simbolo In significa logaritmo natural.)
Ahora encontramos E(U):

o0 1
EU) =/ ufy(u)du =/ 2u(u —Inu — 1) du
0

—0o0

1 1 1
22{/ uzdu—/ u(lnu)du—/ udu}
0 0 0

39! 1 29!
2 u_:| —/ u(In u) du — u—i| .
3 1 0 2 |,
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La integral de en medio se resuelve con mds facilidad si se usa integracion por partes, lo

cual dara
1 I/l2 1 1 I/l2 1 M2 1 1
/ u(lnu)du = ()(lnu)i| —/ ()()du =0- i| = —_
0 2 o Jo \2 u 4 1 4

EU) =2[(1/3) = (=1/4) —(1/2)] = 2(1/12) = 1/6.

Entonces,

Esta respuesta concuerda con la del Ejemplo 5.21, donde E(U) = E(Y,Y,) se dedujo con un
método diferente. |

6.23

6.24

6.25

Resumen del método de las transformaciones
Sea U = h(Y), donde A(y) es una funcion creciente o decreciente de y para toda y tal que

() > 0.

1. Deduzca la funcién inversa, y = h '(u).

dh=' dlh ()]
2. Evald = :
value du dl,t

3. Encuentre f, (1) mediante

fou) = fylh™'(w)] ‘

dh™!
du

Ejercicios

En el Ejercicio 6.1 consideramos una variable aleatoria Y con funcién de densidad de probabilidad dada
por

20 —y), O0=y=1,

0, en cualquier otro punto,

f :{

y empleamos el método de las funciones de distribucién para determinar las funciones de densidad de
a U =2y -1

b U,=1-2Y.

c U =Y~

Use el método de las transformaciones para hallar las densidades de U,, U, y Us.

En el Ejercicio 6.4, consideramos una variable aleatoria Y que poseia una distribucién exponencial con

media 4 y usamos el método de las funciones de distribucion para obtener la funcién de densidad para
U = 3Y + 1. Utilice el método de las transformaciones para deducir la funcién de densidad para U.

En el Ejercicio 6.11 consideramos dos componentes electrénicos que operan de modo independiente,
cada uno con vida util gobernada por la distribucién exponencial con media 1. Procedimos a usar el
método de las funciones de distribucién para obtener la distribucién del promedio de vida util para los
dos componentes. Utilice el método de las transformaciones para obtener la funcién de densidad para el
promedio de vida ttil de los dos componentes.
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6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33
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La funcién de densidad de Weibull estd dada por

|
: —my" ey >0,
JOy) =1 «

0, en cualquier otro punto,

donde a y m son constantes positivas. Esta funcién de densidad se usa con frecuencia como modelo para
la vida ttil de sistemas fisicos. Suponga que Y tiene la densidad de Weibull dada. Encuentre

a lafuncién de densidad de U = Y™

b E(Y*) para cualquier entero positivo k.

Sea Y que tiene una distribucién exponencial con media .

a Demuestre que W = VY tiene una densidad de Weibull con a = Bym=2.

b Use el resultado del Ejercicio 6.26(b) para deducir E(Y*/?) para cualquier entero positivo k.

Sea Y con una distribucién uniforme (0, 1). Demuestre que U = —2 In(Y) tiene una distribucién exponen-
cial con media 2.

La velocidad de una molécula en un gas uniforme en equilibrio es una variable aleatoria V cuya funcién
de densidad estd dada por

— 12
fv)y =avie™, v>0,

donde b = m/2kT y k, T 'y m denotan la constante de Boltzmann, la temperatura absoluta y la masa de
la molécula, respectivamente.

a Deduzca la distribucién de W = mV?/2, la energia cinética de la molécula.

b Encuentre E(W).

Una corriente eléctrica fluctuante / puede ser considerada una variable aleatoria uniformemente distri-

buida en el intervalo (9, 11). Si esta corriente pasa por un resistor de 2 ohms, encuentre la funcién de
densidad de probabilidad de la potencia P = 21>

La distribucién conjunta para la vida ttil de dos diferentes tipos de componentes que operan en un sis-
tema se determind en el Ejercicio 5.18 por

(l/g)y]ei(y]fvl)/z, Vi > O, Y2 > O,

, en cualquier otro punto.

fOy) ={

La eficiencia relativa de los dos tipos de componentes estd medida por U = Y, /Y,. Encuentre la funcién
de densidad de probabilidad para U.

En el Ejercicio 6.5 consideramos una variable aleatoria Y que tiene una distribucién uniforme en el
intervalo [1, 5]. El costo de demora estd dado por U = 2Y? + 3. Use el método de las transformaciones
para obtener la funcién de densidad de U.

La proporcién de impurezas en ciertas muestras de mineral es una variable aleatoria Y con funcién de
densidad dada por

(B/2)y*+y, 0=y=1,

0, en cualquier otro punto.

f) :{

El valor en délares de esas muestras es U = 5 — (Y/2). Encuentre la funcién de densidad de probabili-
dad para U.
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6.34

6.35

6.36

6.5

TEOREMA 6.1

Una funcién de densidad que a veces utilizan ingenieros para modelar duraciones de vida ttil de com-
ponentes electrénicos es la densidad de Rayleigh, dada por

0, en cualquier otro punto.
a Si Y tiene la densidad de Rayleigh, encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = Y2.
b Utilice el resultado del inciso a para hallar E(Y) y V(Y).

Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes, ambas uniformemente distribuidas en (0, 1). Encuentre
la funcién de densidad de probabilidad para U = Y,Y,.

Consulte el Ejercicio 6.34. Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes con distribucién de Rayleigh.
Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = Y? + Y2. [Sugerencia: recuerde el Ejemplo
6.8.]

Método de las funciones generadoras
de momento

El método de las funciones generadoras de momento para determinar la distribucién de pro-
babilidad de una funcién de variables aleatorias Y,, Y,, . . ., Y, estd basada en el siguiente
teorema de unicidad.

Denotemos con my () y m, () las funciones generadoras de momento de variables aleato-
rias X y Y, respectivamente. Si existen funciones generadoras de momento y my, (t) = m, (f)
para todos los valores de ¢, entonces X y Y tienen la misma distribucién de probabilidad.

(La demostracion del Teorema 6.1 esta fuera del alcance de este libro.)
Si U es una funcién de n variables aleatorias Y|, Y,, . . ., el primer paso al usar el
Teorema 6.1 es hallar la funcién generadora de momento de U:

n’

my(t) = E('Y).

Una vez determinada la funcién generadora de momento para U, se compara con las funciones
generadoras de momento para variables aleatorias con distribuciones bien conocidas. Si m, (1)
es idéntica a una de éstas, por ejemplo la funcién generadora de momento para una variable
aleatoria V, entonces, por el Teorema 6.1, Uy V poseen distribuciones de probabilidad idénti-
cas. Las funciones de densidad, medias, varianzas y funciones generadoras de momento para
algunas variables aleatorias que se encuentran con frecuencia se presentan en el Apéndice 2.
[lustraremos el procedimiento con unos pocos ejemplos.

EJEMPLO 6.10

Sea Y una variable aleatoria normalmente distribuida con media u y varianza o>. Demuestre
que

tiene una distribucién normal estdndar, una distribucién normal con media O y varianza 1.
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Hemos visto en el Ejemplo 4.16 que Y — w tiene funcién generadora de momento e “e*/2 Por
tanto,

mz(t) — E(etZ) — E[e(l‘/o')(Y—/.L)] — m(Y—I_L) (L) — e([/g-)z(o-z/Z) — 612/2'
o

Al comparar m(t) con la funcién generadora de momento de una variable aleatoria normal,
vemos que Z debe estar normalmente distribuida con E(Z) =0y V(Z) = 1. |

EJEMPLO 6.11

Solucion

Sea Z una variable aleatoria normalmente distribuida con media O y varianza 1. Use el método de
las funciones generadoras de momento para determinar la distribucién de probabilidad de Z>.

La funcién generadora de momentos para Z> es

00 00 —72
mp(1) = E(e%) = f ¢ f2ydz = / i
—00 —00 2
- /OO \/%ewzz/zxvzr) dz.
—00 aa

Esta integral se puede evaluar ya sea consultando una tabla de integrales o tomando en cuenta
que, si 1 — 2¢ > 0 (de manera equivalente, < 1/2), el integrando

exp [—(%)(1 - 2r>} exp [—(?)4(1 —2:)1]

\V2r - \V2r
es proporcional a la funcién de densidad de una variable aleatoria normalmente distribuida
con media 0 y varianza (1 — 2£)'. Para hacer del integrando una funcién de densidad normal
(para que la integral definida sea igual a 1), multiplicamos el numerador y denominador por la
desviacién estandar, (1 — 27)"'/2. Entonces

_ 1 = 1 (7 et
mz(t) = TESTYE /—«> N —2t)1/zexp|: <?)/(1 2t) i|dz.

Como la integral es igual a 1, si t < 1/2,

mp(t) = =(1-2n""2

1
(1 —20)172
Una comparacién de m.(f) con las funciones generadoras de momento del Apéndice 2
muestra que m(f) es idéntica a la funcion generadora de momento para la variable aleatoria
con distribucién gammay a= 1/2y 8 = 2. Asi, usando la Definicién 4.10, Z? tiene una dis-
tribucién y? con v = 1 grado de libertad. Se deduce que la funcién de densidad para U = Z?
estd dada por

w122
fuu) =4 T'(1/2)21/2’
0, en cualquier otro punto. [}

u=0,
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TEOREMA 6.2

Demostracion

El método de las funciones generadoras de momento es con frecuencia muy ttil para hallar
las distribuciones de sumas de variables aleatorias independientes.

Sean Y, Y,, .. ., Y, variables aleatorias independientes con funciones generadoras de
momento my, (¢), my,(t),..., my, (t), respectivamente. Si U = ¥, + Y, +--- + Y,
entonces

mU(t) = myl(t) X myz(t) X o o X myn(t).

Sabemos que, como las variables aleatorias Y|, ¥,, . . ., ¥, son independientes (vea el
Teorema 5.9),

my(t) = E[gt(Y1+...+Yn)] = E(etYletYL . .etY,,)
= E(e’Y‘) X E(e'Yz) X -'~><E(e’Y").

Entonces, por la definicién de funciones generadoras de momentos,

mU(t) = myl(t) mez([) X X myn(t).

EJEMPLO 6.12

Solucion

La cantidad de clientes que llegan a una caja para pagar en un intervalo determinado de tiempo
posee aproximadamente una distribucién de probabilidad de Poisson (vea la Seccién 3.8). Si
Y, denota el tiempo que transcurre hasta la primera llegada, Y, denota el tiempo entre la pri-
mera y la segunda llegadas, . . ., y Y, denota el tiempo entre la llegada del primer (n — 1)
cliente y la n-ésima llegada, entonces se puede demostrar que Y|, Y,, . . ., Y, son variables
aleatorias independientes, con la funcién de densidad para Y; dada por

1
_ 7)71/0 i > 0,
fon=496°" "7

0, en cualquier otro punto.

[Como las variables Y, parai = 1, 2, . . ., n, estdn distribuidas exponencialmente, se deduce
que E(Y,) = 0; esto es, 0 es el tiempo promedio que transcurre entre llegadas.] Encuentre la
funcién de densidad de probabilidad para el tiempo de espera desde que se abre la caja de sa-
lida hasta que llega el n-ésimo cliente. (Si Y, Y,,... denotan tiempos sucesivos entre llegadas,
buscamos la funcién de densidadde U =Y, + ¥, +--- + Y,.)

Para aplicar el Teorema 6.2 debemos conocer primero my, (1), i = 1,2,..., n. Como cada
una de las Y; esté distribuida exponencialmente con media 6, my, (1) = (1 — 6t)"'y, porel
Teorema 6.2,

mU(t) = myl(t) X nly](l) XX my”(t)
=(1-0"'xA-0n"'x-xA-0)"=1-0n"
Esta es la funcién generadora de momento de una variable aleatoria con distribucién gamma
ya=ny B = 6. El Teorema 6.1 implica que U en realidad tiene esta distribucién gamma y

por tanto que
1

Juw) =y I'(m)o"

0, en cualquier otro punto. [ |

(unflgfu/(? ), u>0,
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El método de las funciones generadoras de momento se puede usar para establecer algunos
resultados ttiles e interesantes acerca de las distribuciones de funciones de variables alea-
torias normalmente distribuidas. Como estos resultados se usardn en los Capitulos 7~9, los
presentamos en la forma de teoremas.

TEOREMA 6.3 Sean Y,, Y,, . . ., Y, variables aleatorias independientes normalmente distribuidas con
EY)=umyVY) = a'iz, parai =1,2,...,n,yseana,, a,, . .., a, constantes. Si

n
U = Zd,’Yi =a1Y) taYro + - ta,Y,,
i=1
entonces U es una variable aleatoria normalmente distribuida con

n

EWU) =) aipi =ayp +aps + - + aupin
i=1

n
— 2.2 _ 2.2 4 2 .2 . . 2 2
VU) = E a;jo; =ajo; +ayo5 + + a,o,.
i=1

Demostracién Como Y, estd normalmente distribuida con media , y varianza o, Y, tiene funcién ge-
neradora de momento dada por

a1
my,(t) =exp | w;t + -
[Recuerde que exp(-) es una forma més cémoda de escribir e cuando el término en el

exponente es largo o complejo.] Por tanto, a,Y; tiene funcién generadora de momento
dada por

a’o?t?
Mgy, (1) = E(e'%Yiy = my,(a;t) = exp <,u,,-a,-t + - 2’ )

Debido a que las variables aleatorias Y; son independientes, las variables aleatorias a,Y;
son independientes, parai = 1, 2, . . ., n, y el Teorema 6.2 implica que

mU(t) = malYl(t) XmazYz(t) X tre X manY,,(t)
prpere
=exp | niait + ) X Xexp | ppant +

n 2 n
g 2 2
= exp tZa,-,u,- + EZaiq—

i=1 i=1

222
2

. o R . 5 A
Entonces, U tiene una distribucién normal con media ) ™" | q;u; y varianza ) ' a:o;.

TEOREMA 6.4 Sean Y|, Y,, ..., Y, definidas como en el Teorema 6.3 y definimos Z; por

Y — w:
7 A 1
o;

Entonces Y™ 72 tiene una distribucién x? con n grados de libertad.
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Demostracion

6.37

6.38

6.39

Como Y, estd normalmente distribuida con media u, y varianza o7, el resultado del
Ejemplo 6.10 implica que Z, estd normalmente distribuida con media O y varianza 1.
Del Ejemplo 6.11, entonces tenemos que Z? es una variable aleatoria con distribucién
X% con 1 grado de libertad. En consecuencia,

mp(t) = (12072
y del Teorema 6.2, con V = " | 77,

my(t) = lez(t) X ng(t) X X mzs(t)

A-20""2x1 =202 x - x (1 =202 =1 —20)™2,

Como las funciones generadoras de momento son tnicas, V tiene una distribucién x>
con n grados de libertad.

El teorema 6.4 proporciona alguna aclaracién de los grados de libertad asociados con una
distribucién x°. Si n es independiente, las variables aleatorias normales estdndar se elevan al
cuadrado y se suman y el resultado tiene una distribucién y? con n grados de libertad.

Resumen del método de las funciones generadoras de momento

Sea U una funcién de las variables aleatorias Y|, ¥,, ..., Y,.

1. Encuentre la funcién generadora de momento para U, m,(f).

2. Compare m,(f) con otras funciones generadoras de momento bien conocidas. Si
m(t) = m,(t) para todos los valores de #, el Teorema 6.1 implica que Uy V tienen
distribuciones idénticas.

Ejercicios

SeanY,, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que para 0 < p
<1,P(Y;=1)=p yP(Y;=0) = g = 1—p. (Tales variables aleatorias reciben el nombre de variables
aleatorias de Bernoulli.)

a Encuentre la funcién generadora de momento para la variable aleatoria Y, de Bernoulli.
b Encuentre la funcién generadora de momento para W=Y, + ¥, +--- + 1.
¢ (Cual es la distribucién de W?

Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes con funciones generadoras de momento my, () y my, (¢),
respectivamente. Si a, y a, son constantes, y U = a,Y, + a,Y, demuestre que la funcién generadora de
momento para U es my (1) = my,(ait) X my,(axt).

En los Ejercicios 6.11 y 6.25 consideramos dos componentes electrénicos que operan independiente-
mente, cada uno con una vida ttil gobernada por la distribucién exponencial con media 1. Use el método
de las funciones generadoras de momento para obtener la funcién de densidad para el promedio de vida
util de los dos componentes.
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6.45

6.46

6.47
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Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias normales estdndar e independientes. Encuentre la funcién
de densidad de U = Y} + Y}.

Sean Y}, Y,,..., Y, variables aleatorias normales e independientes, cada una con media p y varianza 0.
Denote con a, a,, . . . , a, constantes conocidas. Encuentre la funcién de densidad de la combinacién
. n

lineal U =)/ | a;Y;.

Un tipo de elevador tiene una capacidad maxima de peso Y,, que estd normalmente distribuida con me-
dia de 5000 libras y desviacién estdndar de 300 libras. Para un cierto edificio equipado con este tipo de
elevador, la carga del elevador, Y,, es una variable aleatoria normalmente distribuida con media de 4000
libras y desviacion estdndar de 400 libras. Para cualquier tiempo determinado en el que el elevador esta
en uso, calcule la probabilidad de que sea sobrecargado, suponiendo que Y, y Y, son independientes.

Consulte el Ejercicio 6.41. Sean Y, Y,, . . ., Y, variables aleatorias normales e independientes, cada una
con media w y varianza o,

_ 1
a Encuentre la funcién de densidad de ¥ = — Z Y:.
=

b Sio?=16yn =25, ;cudl es la probabilidad de que la media muestral, Y, tome un valor que esté a
no més de una unidad de la media poblacional, u? Esto es, encuentre P(|Y — u| = 1).

¢ Sio? =16, encuentre P(|Y — u|=1)sin = 36, n = 64 y n = 81. Interprete los resultados de sus
célculos.

El peso (en libras) de sandias de “tamafio mediano” estd normalmente distribuido con media de 15 y
varianza de 4. Un recipiente de empaque para varias sandias tiene una capacidad nominal de 140 libras.
(Cudl es el nimero médximo de sandias que deben ponerse en un solo recipiente de empaque si el limite
de peso nominal debe excederse sélo el 5% del tiempo? Justifique su respuesta.

El gerente de una obra de construccion necesita hacer una cotizacion de precios con todo cuidado antes
de presentar un presupuesto. También necesita tomar en cuenta la incertidumbre (variabilidad) en las
cantidades de productos que podria necesitar. Para simplificar al maximo la situacién real, suponga
que un gerente de proyectos representa la cantidad de arena, en yardas, necesaria para un proyecto de
construccién como si fuera una variable aleatoria Y,, que estd normalmente distribuida con media de 10
yardas y desviacion estdndar de .5 yarda. La cantidad de mezcla de cemento necesaria, en cientos de li-
bras, es una variable aleatoria Y, que estd normalmente distribuida con media de 4 y desviacion estandar
.2. La arena cuesta $7 por yarda, y la mezcla de cemento cuesta $3 por cien libras. Sumando $100 por
otros costos, el gerente calcula que su costo total es

U =100 + 7Y, + 3Y,.

Si Y, y Y, son independientes, ;qué presupuesto debe presentar el gerente para asegurar que los costos
reales rebasardn la cantidad cotizada con una probabilidad de sélo .01? (En este caso es razonable la
suposicion de independencia?

Suponga que Y tiene una distribucién gamma con a = n/2 para algin entero positivo n y 3 igual a algiin
valor especificado. Use el método de las funciones generadoras de momento para demostrar que W =
2Y/B tiene una distribucién x? con n grados de libertad.

Una variable aleatoria Y tiene una distribucién gamma con a = 3.5y B8 = 4.2. Use el resultado del
Ejercicio 6.46 y los puntos porcentuales para las distribuciones y? dadas en la Tabla 6, Apéndice 3, para
hallar P(Y > 33.627).

En un programa de prueba de misiles, una variable aleatoria de interés es la distancia entre el punto
de impacto del misil y el centro del blanco al que fue dirigido el misil. Si consideramos el centro del
blanco como el origen de un sistema de coordenadas, podemos denotar con Y, la distancia norte-sur
entre el punto de impacto y el centro del blanco y denotar con Y, la correspondiente distancia este-oeste.



324 Capitulo 6 Funciones de variables aleatorias

6.49

6.50

6.51

6.52

6.53

6.54

6.55

6.56

6.57

6.58

(Suponga que norte y este definen direcciones positivas.) La distancia entre el punto de impacto y el
centro del blanco es entonces U = /Y7 + Y}. Si Y, y ¥, son variables aleatorias normales estdndar e
independientes, encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

Sea Y, una variable aleatoria binomial con n, intentos y probabilidad de éxito dada por p. Sea Y, otra
variable aleatoria binomial con 7, intentos y probabilidad de éxito también dada por p. Si Y, y ¥, son
independientes, encuentre la funcién de probabilidad de Y, + Y,.

Sea Y una variable aleatoria binomial con n intentos y probabilidad de éxito dada por p. Demuestre que
n — Y es una variable aleatoria binomial con » intentos y probabilidad de éxito dada por 1 —p.

Sea Y, una variable aleatoria binomial con n, intentos y p; = .2y sea Y, una variable aleatoria binomial
independiente con 7, intentos y p, = .8. Encuentre la funcién de probabilidad de Y, + n, — Y,.

Sean Y, y Y, variables aleatorias de Poisson independientes con medias A; y A,, respectivamente.
Encuentre

a la funcién de probabilidad de Y, + Y,
b la funcién de probabilidad condicional de Y, dado que Y, + ¥, = m.

Sean Y, Y,, ..., Y, variables aleatorias binomiales independientes con n; intentos y probabilidad de
éxitodadaporp, =1,2,...,n.

a Sitodas las n,; son iguales y todas las p son iguales, encuentre la distribucién de 37, ¥;.

b Si todas las n; son diferentes y todas las p son iguales, encuentre la distribucién de Y.
Si todas las #; son diferentes y todas las p son iguales, encuentre la distribucién condicional Y, dado
quey i, Y, =m.

d Si todas las n; son diferentes y todas las p son iguales, encuentre la distribucién condicional ¥; + ¥,
dadoque Y |, Y; = m.

e Sitodas las p son diferentes, ;el método de las funciones generadoras de momento funciona bien para
encontrar la distribucién de ", ¥;? ;Por qué?

Sean Y}, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes de Poisson con medias A, A,, ..., A
vamente. Encuentre

respecti-

n°

a la funcién de probabilidad de "7 | V;.

i=1
b la funcién de probabilidad condicional de ¥;, dado que >"_ ¥; = m.
¢ la funcién de probabilidad condicional de ¥, + Y,, dado que Y 7_, ¥; = m.

Llegan clientes a la caja de una tienda departamental de acuerdo con una distribucién de Poisson,
con media de 7 por hora. En un periodo determinado de dos horas, ;cudl es la probabilidad
de que 20 o mds clientes lleguen a la caja?

El tiempo necesario para afinar un automdvil estd exponencialmente distribuido con una media de .5
hora. Si dos autos estdn en espera de una afinacién y los tiempos de servicio son independientes, ;cudl
es la probabilidad de que el tiempo total para afinar los dos automdviles sea mayor que 1.5 horas?
[Sugerencia: recuerde el resultado del Ejemplo 6.12.]

SeanY,, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes tales que cada Y; tiene una distribucién gamma
con pardmetros «; y 8. Esto es, las distribuciones de las Y podrian tener diferentes «, pero todas tienen
el mismo valor para 8. Demuestre que U = Y, + ¥, + - - - + Y, tiene una distribucién gamma con pa-
rdmetros o, + o, + - - + a, y B.

Vimos en el Ejercicio 5.159 que la variable aleatoria binomial negativa Y se puede escribir como
Y = Z;Zl W;, donde W,, W,, ..., W,_son variables aleatorias geométricas independientes con parame-
tro p.
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a Use este dato para obtener la funcién generadora de momento para Y.
b Use la funcién generadora de momento para demostrar que E(Y) = r/py V(Y) = r(1 — p)/p>.
¢ Encuentre la funcién de probabilidad condicional para W, dadoque Y = W, + W, + -- - + W, = m.

Demuestre que si Y, tiene una distribucién x? con v, grados de libertad y Y, tiene una distribucién x>
con v, grados de libertad, entonces U = Y, + Y, tiene una distribucién x* con v, + v, grados de libertad,
siempre que Y, y Y, sean independientes.

Suponga que W = Y, + Y, donde Y, y ¥, son independientes. Si W tiene una distribucién x> con v grados
de libertad y W, tiene una distribucion x* con v, < v grados de libertad, demuestre que Y, tiene una
distribucién y* con v — v, grados de libertad.

Consulte el Ejercicio 6.52. Suponga que W = Y, + Y, donde Y, y Y, son independientes. Si W tiene una
distribucion de Poisson con media A y W, tiene una distribucién de Poisson con media A, < A, demues-
tre que Y, tiene una distribucién de Poisson con media A — A,.

Sean Y, y Y, variables aleatorias normales independientes, cada una con media 0 y varianza o>. Defina
U =Y +Y,yU,=Y, — Y, Demuestre que U, y U, son variables aleatorias normales independientes,
cada una con media 0 y varianza 20, [Sugerencia: si (U,, U,) tiene una funcién generadora de momento
conjunta m(t,, 1), entonces U, y U, son independientes si y s6lo si m(zy, 1) = my, (1))my,().]

Transformaciones multivariantes
usando jacobianos (opcional)

Si Y es una variable aleatoria con funcién de densidad f,(y), el método de las transformaciones
(Seccidn 6.4) se puede usar para determinar la funcién de densidad para U = h(Y), siempre
que h(y) sea creciente o decreciente para toda y tal que f,(y) > 0. Si h(y) es creciente o de-
creciente para toda y en el soporte de f,(y), la funcién A(-) es uno a uno y existe una funcién
inversa 47'(-) tal que u = h”'(y). Ademads, la funcién de densidad para U estd dada por

dh™(u)
du
Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias continuas conjuntasy que U, =Y, + Y,y U, =
Y, - Y,. (Cémo podemos determinar la funcion de densidad conjunta de U,y U,?
En el resto de esta seccién expresaremos la densidad conjunta de Y, y Y, como

fr..v,(y1, y2). Extendiendo las ideas de la Seccién 6.4, el soporte de la densidad conjunta
fr,.v,(¥1, y2) es el conjunto de todos los valores de (y,, y,) tales que fy, y,(y1, y2) > 0.

fu(u) = fy(h™'(u)) ‘

Método de las transformaciones bivariadas

Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjun-
ta fy, y,(y1, y2) ¥ que para toda (y,, y,) tal que fy, v,(y1, y2) > 0.

u = h(,y) Yy U= h,y)

es una transformacion uno a uno de (y,, y,) y (#,, 4,) con inversa

yi = hy'(uy, up) y 2= hy ' (ui, u2).
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g .=l =il . . . .
Sih, (ui,us)y h, (ui,us) tienen derivadas parciales continuas con respecto a u, y u,

y jacobiano
oh"
aul
oh, '
aul

J = det

oh;"
B —1 81 —1 81
_2 _ oh; " oh; - oh, 0h; 20,
ahzl ou; Jdus ou; ous
8u2

entonces la densidad conjunta de U, y U, es

Sfu,u.(ui, uz2) = fr.y, (hl_l(ul; uz), hy (uy, u)) |J

il

donde | J| es el valor absoluto del jacobiano.

No demostraremos este resultado, pero se deduce de resultados de cdlculo empleados para
cambio de variables en la integraciéon miltiple. (Recuerde que a veces es mas fécil calcular las
integrales dobles si usamos coordenadas polares en lugar de coordenadas euclidianas; véase
el Ejercicio 4.194.) El valor absoluto del jacobiano, | J|, en la transformacién multivariante es
andlogo a la cantidad |dh ™' (u) /du| que se usa cuando se hace la transformacién de una variable

U = h(Y).

Advertencia. Es necesario asegurarse que la transformacion bivariante u, = h,(y,, y,),
u, = hy(y;, y,) es una transformacion biunivoca para toda (y,, y,) tal que fy, y,(y1, y2) > 0.
Es frecuente omitir este paso. Si la transformacién bivariante no es biunivoca y este método
se aplica a ciegas, la funcidn resultante de “densidad” no tendra las propiedades necesarias de
una funcién de densidad vélida. Ilustramos el uso de este método en los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 6.13

Sean Y, y Y, variables aleatorias normales estdndar independientes. SiU, =Y, + Y,y U, =

Y, — Y,, entonces U, y U, son combinaciones lineales de variables aleatorias normalmente
distribuidas e independientes, y el Teorema 6.3 implica que U, estd normalmente distribuida
conmedia 0 + 0 = 0y varianza 1 + 1 = 2. Del mismo modo, U, tiene una distribucién nor-
mal con media O y varianza 2. ;Cudl es la densidad conjunta de U,y U,?

Solucion

fily) =

fa(y2) =

Las funciones de densidad Y, y Y, son

e~/
\ 27
o1/

\ 2 ’

—o0 <y <00

—o0 < yy <00,

y la independencia de Y, y Y, implica que la densidad conjunta de ambas es

i) =

e~ (/2 =(1/2)y;

2

N _OO<y|<OO, _OO<y2<OO

En este caso, fy, y,(y1, y2) > 0 paratoda—oo <y, <oo y-oo <y, <oo,y estamos intere-

sados en la transformacion

uy =y +y2 = hi(yi, y2) y ury =y1 — y2 = ha(y1, y2)
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con transformacion inversa

yi = +u)/2=h'(u, un) y yo = (ur —u2)/2 = h ' (uy, uy).

Como dh; "' /du; =1/2,0h;" /ouy =1/2,0h" Jou; =1/2'y 9h; " /dus = —1/2, el jacobiano
de esta transformacion es
1/2 1/2

J=det|:l/2 e

] =(1/2(=1/2) = (1/2)(1/2) = —1/2
y la densidad conjunta de U, y U, es [con exp(-) = V]

upTu 2 up—un 2
exp| —3(#52)" — 4(=52)’] ‘_1

2 2

—00 < (uy +up)/2 < oo,
—00 < (u) —uz)/2 < 0.

S (i, up) =

)

Un poco de dlgebra nos dard como resultado
1 /uy +us S| up — Un 2 r, 1,
-5 Y L
2 2 2 2 4 4

{Cur, uz): =00 < (uy +uz)/2 <00, —00 < (u; —uz)/2 < oo}

= {(u1, ur): —00 < u; < oo, —00 < upy <oo}.
Finalmente, como 47 = V2\V27 V2V 21T,

f ( ) e—u%/él e—u%/4
Uy, Uy) = ,
o T AT Va2

Observe que U, y U, son independientes y normalmente distribuidas, ambas con media 0 y
varianza 2. jLa informacién extra dada por la distribucién conjunta de U, y U, es que las dos
variables son independientes! |

—o00 <up <oo, —00 <uy; <oo.

El método de las transformaciones multivariantes también es ttil si estamos interesados en
una sola funcién de Y, y Y,, por ejemplo, U, = h(Y,, ¥,). Como tenemos sélo una funcién de
Y,y Y,, podemos usar el método de transformaciones bivariantes para hallar la distribucién
conjunta de U, y otra funcién U, = h,(Y,, Y,) y en seguida determinar la densidad marginal
deseada de U, al integrar la densidad conjunta. Debido a que estamos interesados realmente
solo en la distribucién de U, generalmente escogeriamos la otra funcién U, = h,(Y,, Y,) para
que la transformacién bivariante sea facil de invertir y sea sencillo trabajar con el jacobiano.
Ilustramos la aplicacion de esta técnica en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6.14

Sean Y, y Y, variables aleatorias exponenciales independientes, ambas con media 8 > 0.
Encuentre la funcién de densidad de
i+
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Solucion

Las funciones de densidad para Y, y Y, son, de nuevo usando exp(-) = e*,

1
- - ) 0< )
o | gepaB. 0=

0, en cualquier otro punto,

1

- - s 0 s
) BGXP( »2/B) <»

0

, en cualquier otro punto.

Su densidad conjunta es

1
—exp[—(y1 +y2)/Bl, 0<y;, 0<y,,
rnO ) =y B? pl=(n +y2)/B Vi Vo

0, en cualquier otro punto,

porque Y, y Y, son independientes.

En este caso, fy, y,(y1, y2) > 0 paratoda (y,, y,) tal que 0 <y, 0 <y,, y estamos intere-
sados en la funcién U, = Y,/(Y, + Y,). Si consideramos la funcién u, = y,/(y, + y,), obvia-
mente hay muchos valores para (y;, ¥,) que dardn el mismo valor para u,. Definamos

M1
1= =hi(y,y2) y ux =y +y=h(y y).
ity

Elegir esta opcién de u, da como resultado una transformacién inversa adecuada:
— _ -1 _ _ -1
yi =uuy =h (ui,up) y  yr = ux(l —uy) = hy (uy, uz).
El jacobiano de esta transformacion es

up up

J = det|: ] =us(1 —uy) — (—uz)(uy) = us,

—Uus 1-— ui
y la densidad conjunta de U, y U, es
fur,v,(ur, u2)

1
Eexp{— [uruy +us(1 —up)] B} uz

0, en cualquier otro punto.

, 0 <wuquy, 0 <wur(l —uy),

En este caso f;;,, y,(uy, u) > 0siu; y u, son tales que 0 < uyu, 0 < uy(1 —u,). Observe que
si 0 < uyu,, entonces

0<up(l —up) =us—uuy < 0<uu; <upy < 0<u <1,

Si0 <u; <1, entonces 0 < uy(1 —u,) implica que 0 < u,. Por tanto, la regién de soporte para
la densidad conjunta de U, y U, es {(u;, u,): 0 < u; < 1,0 < u,}, y la densidad conjunta de
U, y U, estd dada por

e 0 <uy <1, 0<
_ _2 uze 5 uj > us,
Juv,(ui,u2) =4 B
0, en cualquier otro punto.
Usando el Teorema 5.5 se ve ficilmente que U, y U, son independientes. Las densidades
marginales de U, y U, se pueden obtener al integrar la densidad conjunta que se obtuvo antes.
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En el Ejercicio 6.63 usted demostrard que U, esta uniformemente distribuida en (0, 1) y que
U, tiene una densidad gamma con pardmetros @ = 2y 3. |

La técnica descrita en esta seccién se puede ver como una versién de un paso del proceso
de dos pasos ilustrado en el Ejemplo 6.9.

En el Ejemplo 6.14 fue mas dificil hallar la regién de soporte (donde la densidad conjunta
es positiva) que la ecuacion de la funcién de densidad conjunta. Como veremos en el ejemplo
y ejercicios siguientes, con frecuencia éste es el caso.

EJEMPLO 6.15

Solucion

En el Ejemplo 6.9, consideramos las variables aleatorias Y, y Y, con funcién de densidad
conjunta

21 =y1), 0=y =1, 0=y =1,
0, en cualquier otro punto,

i, ) = {

y nos interesaba U = Y,Y,. Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U usando
el método de transformacioén bivariante.

En este caso fy,,v,(¥1, ¥2) > 0 paratoda (y,, y,), talesque 0 =y, = 1,0 =<y, = 1, y estamos
interesados en la funcién U, = Y,Y,. Si consideramos la funcién u, = y,y,, por sf sola no es
una funcién biunivoca de las variables (y,, y,). Considere

ur =y1 =hi(y,y2)) y ur=yy2=ha(yi, ).

Para esta eleccion de u,, y 0 =y, = 1,0 = y, = 1, la transformacién de (y,, y,) en (&, u,) es
biunivoca y

yi =uy =h N, ua) y  va =uafuy = hy (uy, uz).
El jacobiano es

J =det|: = 1(1/uy) — (—ua /u?)(0) = 1/u;.

1 0 i|
—ug/u% 1 /u;

La variable original de interés es U, = Y,Y,, y la densidad conjunta de U, y U, es

21 —uy)

1
—1, O=u; =1, 0= =1,
Juu,(ur, up) = Ml‘ uy us fuy

0, en cualquier otro punto.

Debido a que

(i, u):0=u; =1, 0=us/u; =1} = {(u1, u2): 0 = up =u; =1},

la densidad conjuntade U, y U, es

1
2l —uy)—, 0=u,=u; =1,
S vy, u2) = ( ul)ul =

0, en cualquier otro punto.

Esta densidad conjunta es exactamente igual que la densidad conjunta obtenida en el Ejemplo
6.9 si identificamos las variables Y, y U empleadas en el Ejemplo 6.9 con las variables U, y
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U,, respectivamente, usadas aqui. Con esta identificacion, la densidad marginal de U, es pre-
cisamente la densidad de U obtenida en el Ejemplo 6.9, es decir,

*6.63

2uy —Inuy, — 1), 0=u, =1,
faluz) = . [ ]
0, en cualquier otro punto.
SiY,,Y,, ..., Y,son variables aleatorias continuas conjuntas y
Ui =h(Yy, Ya,..., Yi), U2 = ha(Yy, Yao,..., Yi), ..., U = (Y1, Yo, ..., Yo,
donde la transformacién
ur = hi(yn, ya, oo Yo 2 = ho(yi, Yoo ooy Yidseo s e = hi(yr, ya, ooy i)
es una transformacién biunivoca de (y,, y,, . . ., y) en (4, U, . . . , i;) con inversa
yi=hi ), vy = hy s s ),
Ye = hi(uy ua, ., w),
Y hy G s ), by Gy o, ), by (o, ) tienen derivadas parcia-
les continuas con respecto a iy, U,, . . . , U, y jacobiano
[ on' on;! o]
8u1 8u2 auk
ohy'  ohy! oh; "
J =det | Ju dus ouy #0,
on;'  ony! on; '
| au1 auz auk i

entonces se puede usar un resultado similar al presentado en esta seccién para determinar
la densidad conjunta de U,, U,, . . ., U,. Esto requiere calcular el determinante de una ma-
triz k X k, este conocimiento no se requiere en el resto de este texto. Para mas detalles, vea
“Bibliografia y lecturas adicionales” al final del capitulo.

Ejercicios

En el Ejemplo 6.14, Y, y Y, eran variables aleatorias independientes distribuidas exponencialmente,
ambas con media 3. Definimos U, = Y,/(Y, + Y,) y U, = Y, + Y, y determinamos la densidad conjunta
de (U,, U,) como

1
uze*llz/ﬁ,
Sfonu (i, u2) =4 B2

0, en cualquier otro punto.

0<u; <1, 0<u,,

a Demuestre que U, estd uniformemente distribuida en el intervalo (0, 1).
b Demuestre que U, tiene una densidad gamma con pardmetros & = 2y B.

c Establezca que U, y U, son independientes.
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*6.64  Consulte el Ejercicio 6.63 y el Ejemplo 6.14. Suponga que Y, tiene una distribucién gamma con pardme-
tros a, y B, que Y, tiene distribucién gamma con pardmetros a, y 8, y que Y, y Y, son independientes.
SealU, =Y,/(Y,+tY,)yU,=Y, + 7,
a Deduzca la funcién de densidad conjunta para U, y U,.
b Demuestre que la distribucién marginal de U, es una distribucién beta con pardmetros @, y a,.
¢ Demuestre que la distribucién marginal de U, es una distribucién gamma con pardmetros o = a; +

aypB.
d Establezca que U, y U, son independientes.
6.65  Sean Z, y Z, variables aleatorias normales estdndar independientesy U, = Z, y U, = Z, + Z,.

a Deduzca la densidad conjunta de U, y U,.
Use el Teorema 5.12 para obtener E(U,), E(U,), V(U,), V(U,) y Cov(U,, U,).
U, y U, son independientes? ;Por qué?

o A T

Consulte la Seccién 5.10. Demuestre que U, y U, tienen una distribucion normal bivariada. Identifique
todos los pardmetros de la distribucién normal bivariada apropiada.

*6.66  Sean (Y}, Y,) que tienen funcién de densidad conjunta fv,.v,(¥1, Y2) ysean U; = Y, + Y,y U, = Y,.

a Demuestre que la densidad conjunta de (U,, U,) es

Su, (U, u2) = fy v, (g — 2, us).

b Demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es
Su (uy) = /:X) Sriv(uy — us, uy) dus.

c SiY,yY,sonindependientes, demuestre que la funcion de densidad marginal para U, es
Su (uy) = /700 Sy (uy = u2) fr,(u2) dus.

Esto es, que la densidad de Y, + Y, es la convolucion de las densidades fy, (-) y fr, ().
*6.67  Sean (Y}, Y,) que tienen funcién de densidad conjunta fv,,v,(¥1, y2) y sean U, = Y, /Y,y U, = Y,.

a Demuestre que la densidad conjunta de (U}, U,) es
Sun vy, u2) = fy, v, (uiun, us)|us|.
b Demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es
fUl (uy) = /j“ fY,A,YZ(Mle, M2)|M2| du,.
¢ SiY,y Y, sonindependientes, demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es
Sfu,(uy) = /:X) Sy (uiu2) fr,(u2)|uz| dus.

*6.68  Sean Y,y Y, que tienen la funcién de densidad conjunta

yiyy, 0=y <y =1,
le,Yz(y],yZ) = {

0, en cualquier otro punto,

yU, =Y,/Y,yU, =7,
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a Deduzca la funcién de densidad conjunta para (U, U,).
b Demuestre que U, y U, son independientes.

*6.69  Las variables aleatorias Y, y ¥, son independientes, ambas con densidad
1
7, 1 < v,

fy =

y
0, en cualquier otro punto.
Y

Sean U, = U, =Y +7Y.
1 Y1+Y2y 2 1 2

a (Cudl es la densidad conjuntade Y, y Y,?
b Demuestre que la densidad conjunta de U, y U, estd dada por

1 lJuy<uy, O<u;<1/2y
Joim@iu) =1 w3 —u)u3’ 11 —u)< up, 12=<u, =1,
0, en cualquier otro punto.

¢ Dibuje la regién donde f; , , (uy, uy) > 0.
d Demuestre que la densidad marginal de U, es

1

—, 0=u;<1/2,
21 —u) <t/
Ju (uy) = L, 12=u =1,
2uy
0, en cualquier otro punto.

e U,y U,son independientes? ;Por qué si o por qué no?

*6.70  Suponga que Y, y ¥, son independientes y que ambas estdn uniformemente distribuidas en el intervalo
O,1),yseanU, =Y, +Y,yU,=Y, — Y,

a Demuestre que la densidad conjunta de U, y U, estd dada por
172, —uy <up <uwy, 0<u; <1y
fUl,Uz(lll,Mz): Uy —2<ur, <2 —up, 1l=u <2,

0, en cualquier otro punto.

b Dibuje la regién donde fy;,, , (u}, u,) > 0.
¢ Demuestre que la densidad marginal de U, es

ui, 0< u < 1,
So(up) =y 2—uy, 1=u; <2,
0, en cualquier otro punto.

d Demuestre que la densidad marginal de U, es
1+M2, —1<u2<0,
Jr,(ux) =3 1 —up, 0=u; <I,
0, en cualquier otro punto.
e U,y U, son independientes? ;Por qué si o por qué no?

*6.71  Suponga que Y, y Y, son variables aleatorias e independientes distribuidas exponencialmente, ambas
conmedia By definalU, =Y, + Y,y U, = Y,/Y,.
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a Demuestre que la densidad conjunta de (U,, U,) es

iule*lll/ﬁ ,
oo, (ur, up) =4 B2 (1 +uy)?
0, en cualquier otro punto.

O<M], 0<M2,

b (U, y U, son independientes? ;Por qué?

Estadisticos de orden

Numerosas funciones de variables aleatorias de interés en la practica dependen de las mag-
nitudes relativas de las variables observadas. Por ejemplo, podemos estar interesados en la
mdxima velocidad que se alcanza en una carrera de automoviles o en el ratén mds pesado de
entre los alimentados con cierta dieta. Esto quiere decir que con frecuencia ordenamos varia-
bles aleatorias observadas de acuerdo con sus magnitudes. Las variables ordenadas resultantes
se denominan estadisticos de orden.

Formalmente, denotemos con Y,, ¥,, . . ., ¥, a variables aleatorias continuas e indepen-
dientes, con funcién de distribucién F(y) y funcién de densidad f(y). Denotamos las variables
aleatorias ordenadas Y; por Y ;,y Y5, . . ., ¥, donde ¥ |y = ¥,, = - - - = ¥,,. (Debido a que

las variables aleatorias son continuas, los signos de igualdad pueden ignorarse.) Usando esta
notacion,

Y(l) :m{n(Yl,Yz,..., Yn)
es la minima de las variables aleatorias Y}, y
Y(”) = méx(Yl, Yz,..., Yn)

es la madxima de las variables aleatorias Y.

Las funciones de densidad de probabilidad para Y, y Y, se pueden determinar usando
el método de las funciones de distribucidn. Primero vamos a deducir la funcién de densidad
de Y. Como Y, es lamdximade Y, Y,, ..., ¥, el evento (¥,) = y) ocurrird si y sdlo si los
eventos (¥, = y) ocurren paratodai = 1,2, ..., n. Estoes,

PYny=y)=PY1=y,h=y,..., Y, =y).

Debido a que las Y, son independientes y P(Y; = y) = F(y) parai = 1,2, ..., n, se deduce
que la funcién de distribucion de Y, estd dada por

Fy,(y) = P(Yy =y) = P(Y1 =) P(Y, =y) - P(Y, =y) = [F()]".

Si con g, (v) denotamos la funcién de densidad de Y, vemos que, al evaluar las derivadas

de ambos lados,

n)?

() =nlFOMI"' f(y).

La funcién de densidad para Y;, se puede hallar de un modo similar. La funcién de distri-
bucion de Y, es

Fy,,(y) = P(Yy =y) =1 —PXu > y).

Como Y|;, es laminima de ¥, Y,, . . ., Y¥,, se deduce que el evento (Y, > y) ocurre si y s6lo
si los eventos (¥; > y) ocurren parai = 1, 2, .. ., n. Debido a que las Y; son independientes y
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PY,>y=1—F(y)parai= 1,2,...,n, vemos que
Fy,(y) = P(Yqy=y)=1—=PXq >y)
I=PY1 >y, 2>y,...., Y, >y)
1 =[P(Y1 > y)P(Y2>y) - P(Y, >y)]
1—[1-FWy]".

Por consiguiente, si g;,(y) denota la funcién de densidad de Y,,, al derivar en ambos lados de
la dltima expresién obtenemos

gy =nll = FO)I" ' f(y).

Consideremos ahora el caso n = 2 y determinemos la funcién de densidad conjunta para
Yy Yo Elevento (Y ) =y, Y,y = y,) significaque (Y, =y, Y, =y) oY, =y, ¥, =y,
[Observe que Y}, podria ser ¥, o Y,, cualquiera que sea mas pequefia.] Por tanto, para y; = y,,
P(Y ) =y, Y5 = y,) es igual a la probabilidad de la unién de los dos eventos (Y, =y, ¥, =
»y Y, =y.,Y =y,).Estoes,

PYy =y,Yo=y)=Pl(Y1=y,Yh=y)U=y,Y =n)l

Usando la ley aditiva de la probabilidad y tomando en cuenta que y; = y,, vemos que
PYoy =y, Yo =y) =PY1 =y, =y +Pr=y,YI =)
—PYi =y, a=y).
Como Y, y Y, son independientes y P(Y; = w) = F(w), para i = 1, 2, se deduce que, para

Y=Y
P(Yy =yi,Yo =y) = FQyoFO) + F()F(y) — F(yn)F()

= 2F(y)F(y2) = [F(yDI*.
Siy, >y, (recuerde que Y;; = ¥,,),
P(Yay = y1, Yoy = y2) = P(Ya) =2, Yo = 32)
= P =y Y2 =y) = [FO)P.
Resumiendo, la funcion de distribucion conjunta de Y,y ¥, es

2F(NDF(y) —[FODP,  y1 =y,

Fyovo, (1, y2) = {
we [F(y)T%, yi >y

Si denotamos con gy, (¥, ¥,) la densidad conjunta de Y, y ¥,, vemos que, al derivar
primero con respecto a y, y luego con respecto a y,,

2fD)f(2), Y1 =y,

gy, y2) = { .
0, en cualquier otro punto.

Se puede aplicar el mismo método para determinar la densidad conjunta de Y{;), Yo, . . .,
Y, que resulta ser

nl fODfO)s s f), YISy =-::"=y,

82 m)(Y1s Y25 evs V) = { )
0, en cualquier otro punto.
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La funcién de densidad marginal para cualquiera de los estadisticos de orden se puede hallar
a partir de esta funcién de densidad conjunta, de lo cual no nos ocuparemos formalmente en
este texto.

EJEMPLO 6.16

Solucion

Componentes electrénicos de cierto tipo tienen una vida util Y, con densidad de probabilidad
dada por

(1/100)e /10y >,

0, en cualquier otro punto.

fO) = {

(La duracién de la vida util se expresa en horas.) Suponga que dos de estos componentes
operan de manera independiente y en serie en cierto sistema (en consecuencia, el sistema
falla cuando cualquiera de los dos componentes deja de funcionar). Encuentre la funcién de
densidad para X, la duracién de la vida util del sistema.

Como el sistema deja de funcionar cuando falla el primer componente, X = min(Y,, ¥,), don-
de Y, y Y, son variables aleatorias independientes con la densidad dada. Entonces, como F(y)
=1—¢e?'" paray =0,

n[l = F)I"™ ' f(y)
_ {2ey/100(1/100)ey/100, y >0,

0, en cualquier otro punto,

fx(y) = gmy(y)

y se deduce que

~y/50
) = {(1/50)e ¥y >0,

0, en cualquier otro punto.
Por tanto, el minimo de las dos variables aleatorias exponencialmente distribuidas tiene una

distribucién exponencial. Observe que la duracién media de cada uno de los componentes es
100 horas, mientras que la duracion media del sistema es E(X) = E(Y;, = 50 = 100 /2. 1

EJEMPLO 6.17

Solucion

Suponga que los componentes del Ejemplo 6.16 operan en paralelo (por tanto, el sistema no
falla sino hasta que fallen los dos componentes). Encuentre la funcién de densidad de X, la
duracién del sistema.

Ahora X = max(Y, Y,), y
fx(¥) =gy (y) = nlFOMI"' f(y)
_ {2(1 —e190)(1/100)e /1%,y >0,
0, en cualquier otro punto,

y, por tanto,

Foly) = { (1/50)(e /100 — ¢7/30) -y >,

, en cualquier otro punto.

Vemos aqui que el valor maximo de las dos variables aleatorias exponenciales no es una va-
riable aleatoria exponencial. |
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Aun cuando una deduccidn rigurosa de la funcién de densidad del estadistico de k-ésimo
orden (k es un entero, 1 < k < n) es un poco complicada, la funcién de densidad resultante
tiene una estructura intuitivamente sensible. Una vez que se comprende dicha estructura, la
densidad se puede escribir con facilidad. Suponga que la funcién de densidad de una variable
aleatoria continua en un punto particular es proporcional a la probabilidad de que la varia-
ble sea “cercana” a ese punto. Esto es, si Y es una variable aleatoria continua con funcién de
densidad f(y), entonces

P(y=Y =y +dy) = f(y)dy.

Ahora considere el estadistico de k-ésimo orden, Y(k). Si el k-ésimo valor més grande es
cercano a y,, entonces k — 1 de los valores de Y debe ser menor que y,, una de las Y debe
ser cercana a y,, y los restantes n — k valores de las Y deben ser mayores que y,. Recuerde la
distribuciéon multinomial de la Seccién 5.9. En este caso, tenemos tres clases de valores de Y:

Clase 1: las Y que tienen valores menores que y, necesitan k — 1.
Clase 2: las Y que tienen valores cercanos que y, necesitan 1.
Clase 3: las Y que tienen valores mayores que y, necesitan n — k.

Las probabilidades de cada una de estas clases son, respectivamente, p, = P(Y < y,) =
FOp,p, =Py, =YY=y +dy)=f)dy.yp; = Py >y) =1— F(y). Usando las proba-

bilidades multinomiales estudiadas antes, vemos que

P(ye = Yu = yi +dyr)
=~ P[(k — 1) delaclase 1, 1 de la clase 2, (n — k) de la clase 3]

. n k=1 1 _n—k
(k—l 1 n—k)p‘ P2 P3

n!

T k-1 1!(n—k)!{

[FOl! fOu) dy [1 = Fyol" ™}

n!
(k—D!'1!' (n —k)!

Qo (i) dyx = FF"Y) fOu) [1 = FO1" * dyre.

La densidad del estadistico de k-ésimo orden y la densidad conjunta de estadisticos de orden
dos se dan en el teorema siguiente.

TEOREMA 6.5 Sean Y, ..., Y, variables aleatorias continuas distribuidas idénticamente e independientes,
con funcién de distribucién comiin F(y) y funcién de densidad comun f{(y). Si ¥, denota el
estadistico de orden k-€simo, entonces la funcién de densidad de Y, estd dada por

() = STFGOITHL = FOoT™™ fOw),

n!
(k—D!'(n—k)
—00 <y < 00.
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Sijy k son dos enteros tales que 1 = j < k = n, la densidad conjunta de Y, y Y, estd
dada por

n!
(=Dl k=1=)(n—k!
X[F(ye) = FOpI "= X [1 = Fl"™ £(r)) ),
—00 <y; <y <00.

g (Vi M) = [F(yp1™!

La derivacién intuitiva, heuristica, de la densidad conjunta dada en el Teorema 6.5 es si-
milar a la establecida antes para la densidad de un estadistico de un solo orden. Para y; < y,,
la densidad conjunta se puede interpretar como la probabilidad de que la j-ésima observacién
mds grande sea cercana a y; y la k-ésima mds grande sea cercana a y;. Defina las cinco clases
de valores de Y:

Clase 1: las Y que tengan valores menores que y; necesitan j — 1.

Clase 2: las Y que tengan valores cercanos a y; necesitan 1.

Clase 3: las Y que tengan valores entre y; y y, necesitan k — 1 — j.
Clase 4: las Y que tengan valores cercanos a y, necesitan 1.

Clase 5: las Y que tengan valores mayores que y, necesitan n — k.

De nuevo, use la distribucién multinomial para completar el argumento heuristico.

EJEMPLO 6.18

Solucion

Suponga que Y}, Y,, . . ., ¥ denota una muestra aleatoria de una distribucion uniforme defini-
da en el intervalo (0, 1). Esto es,

I, 0=y=1,
f(y>={ 4

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de densidad para el estadistico de segundo orden. También, proporcione
la funcion de densidad conjunta para los estadisticos de segundo y cuarto 6rdenes.

La funcidn de distribucién asociada con cada una de las Y es

0, y<0,
Fly)y=y vy 0=y=1
1, y>1.

La funcién de densidad del estadistico de segundo orden, Y(,), se puede obtener directamente
del Teorema 6.5 con n = 5, k = 2. Asi, con f(y) y F(y) como se vio,

= [FO)P "1 - FO)P? —00 <y, <
g82)(»2) -G 2)![ C7) I O f(y2),  —oo <y <oo,
_ {20y2(1 - ), 0=y =1,
0, en cualquier otro punto.

La anterior es una densidad beta con &« = 2y 8 = 4. En general, el estadistico de k-ésimo
orden basado en una muestra de tamafio n desde una distribucién uniforme (0, 1) tiene una
densidad betacona =kyB=n—k + 1.
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La densidad conjunta para los estadisticos de segundo y cuarto 6rdenes se obtiene facil-
mente del segundo resultado del Teorema 6.5. Con f(y) y F(y) como antes, j= 2, k = 4y
n=>5,

5!
Q2-DI@Ed-1-2!(5—-4)!
X[ = FOoP ™ f(n) fO),  —00 <y <ys <00
{S!yz(y4—yz)(l—y4), O0=y<y=I

0, en cualquier otro punto.

gy (y2, 1) = [F(y) P ' [F(ys) = F(y)]* 172

Desde luego, esta densidad conjunta se puede usar para evaluar probabilidades conjuntas acer-
cade Y, y Y o para evaluar el valor esperado de funciones de estas dos variables. |

6.72

6.73

6.74

6.75

*6.76

*6.77

Ejercicios
Sean Y, y Y, independientes y distribuidas uniformemente en el intervalo (0, 1). Encuentre

a la funcién de densidad de probabilidad de U, = min(Y}, 1,).

b EWU,)yWV(U,).

Al igual que en el Ejercicio 6.72, sean Y, y Y, independientes y distribuidas uniformemente en el inter-
valo (0, 1). Encuentre

a la funcién de densidad de probabilidad de U, = mix(Y,, ¥,),

b EWU,yV(U,,

Sean Y, Y,, . . ., Y, variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente en el intervalo
[0, 0]. Encuentre la

a funcién de distribucién de probabilidad de Y= mix(¥,, ¥, ..., ¥)),
b funcién de densidad de Y,,,,

¢ mediay varianza de Y.

Consulte el Ejercicio 6.74. Suponga que el nimero de minutos que espera para abordar un autobus esta

distribuido uniformemente en el intervalo [0, 15]. Si una persona toma el autobts cinco veces, (cudl es
la probabilidad de que su espera mds larga sea menor que 10 minutos?

Sean Y|, Y,, . .., Y, variables aleatorias distribuidas uniformemente e independientes en el intervalo

[0, 6].

a Encuentre la funcion de densidad de Yy el estadistico de k-ésimo orden, donde k es un entero entre
lyn.

b Use el resultado del inciso a para determinar E(Yy)-

¢ Encuentre V(Y;,).

d Utilice el resultado del inciso c para hallar E(Y,, — Y,,_,)), la diferencia media entre dos estadisticos

de orden sucesivo. Interprete este resultado.

Sean Y|, Y,, . . ., Y, variables aleatorias distribuidas uniformemente e independientes en el intervalo
[0, 61.

a Encuentre la funcién de densidad conjunta de Y y ¥, donde j y k son enteros 1 =j <k = n.

b Utilice el resultado del inciso a para hallar Cov(Y, Gy Yu) cuandojy k sonenteros 1 =j <k =n.
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6.79

6.80

6.81

6.82

6.83

6.84

6.85

*6.86

6.87
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¢ Utilice el resultado del inciso b y el Ejercicio 6.76 para hallar V(Y — Y|;), la varianza de la diferencia
entre estadisticos de orden dos.

Consulte el Ejercicio 6.76. Si Y|, Y,, ..., ¥, son variables aleatorias uniformemente distribuidas e inde-
pendientes en el intervalo [0, 1], demuestre que Yy la estadistica de k-€simo orden, tiene una funcion
de densidad betacona=kyB=n—-k + 1.

Consulte el Ejercicio 6.77. Si Y}, Y,, . . ., Y, son variables aleatorias independientes uniformemente
distribuidas en el intervalo [0, 6], demuestre que U = Y,;,/Y,,  y Y|, son independientes.

Sean Y|, Y,, ..., Y, variables aleatorias independientes, cada una con una distribucién beta, con o = 3
= 2. Encuentre

a la funcion de distribucion de probabilidad de Y,,= max(Y}, ¥,, ..., Y)),

b la funcién de densidad de Y,
¢ E(Y,) cuandon = 2.

Sean Y|, Y,, ..., Y, variables aleatorias exponencialmente distribuidas e independientes con media 3.

a Demuestre que Y, = min(Y,, Y,, . .., ¥,) tiene una distribucién exponencial, con media 3/n.
b Sin=>5ypB =2,encuentre P(Y,, =< 3.6).

Si Y es una variable aleatoria continua y m es la mediana de la distribucion, entonces m es tal que
P(Y =m) = P(Y =m) = 1/2.SiY,,Y,,..., ¥, son variables aleatorias exponencialmente dis-
tribuidas e independientes con media B y mediana m, el Ejemplo 6.17 implica que Y, = madx(Y,,
Y,, ..., Y, no tiene una distribucién exponencial. Use la forma general de Fy,, (y) para demostrar que
P(Yuy >m) =1—(5".

Consulte el Ejercicio 6.82. Si Y}, Y,, ..., Y, es una muestra aleatoria de cualquier distribucién continua

con media m, ;jcudl es P(Y,, > m)?

Consulte el Ejercicio 6.26. La funcién de densidad Weibull esta dada por

Ly e
foy =1 g™ v >0

0, en cualquier otro punto,

donde a y m son constantes positivas. Si una muestra aleatoria de tamafio n se toma de una poblacién
con distribucion Weibull, encuentre la funcién de distribucion y la funcién de densidad para Y ;) =
min(Y,, Y, . . ., ¥,). (¥, tiene una distribucién Weibull?

Sean Y, y Y, independientes y uniformemente distribuidas en el intervalo (0, 1). Encuentre P(2Y;,<
Y,).
@

Sean Y|, Y,, . . ., Y, variables aleatorias independientes exponencialmente distribuidas con media 3.
Obtenga la

a funcién de densidad para Yoy el estadistico de k-ésimo orden, donde k es un entero entre 1y n.

b funcién de densidad conjunta para Y,y Yy dondejy k sonenteros 1 =j <k =n.

Los precios de apertura por accién Y, y Y, de dos acciones similares son variables aleatorias indepen-
dientes, cada una con una funcién de densidad dada por

1/2)e1/2(r—4) =4
f(y):{(/)e e

, en cualquier otro punto.

En una maifiana determinada, un inversionista va a comprar acciones de la emisién menos costosa.
Encuentre
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a la funcién de densidad de probabilidad para el precio por accién que el inversionista pagara.
b el costo esperado por accién que el inversionista pagard.

Suponga que el tiempo Y que un trabajador tarda en completar cierta tarea tiene la funcién de densidad
de probabilidad dada por

e*(y*(?)’ y > 0,
= {

0, en cualquier otro punto,

donde 6 es una constante positiva que representa el tiempo minimo hasta la terminacién del trabajo. Sea

Y, Y,, ..., Y, una muestra aleatoria de tiempos de terminacion de esta distribucién. Encuentre

a la funcion de densidad para Y ;) = min(Y,, ¥, ..., ¥,).

b E(Y).

SiY,, Y, ..., Y, representan una muestra aleatoria de la distribucién uniforme Ay) = 1,0 =y =1

encuentre la funcion de densidad de probabilidad de la amplitud R = Y,,) — ¥,

Suponga que el nimero de veces que ocurre cierto evento en el intervalo (0, 7) tiene una distribucién de
Poisson. Si sabemos que n de tales eventos han ocurrido en (0, 7), entonces los tiempos reales, medidos
desde 0, para los sucesos del evento en cuestién forman un conjunto ordenado de variables aleatorias,
que denotamos con W) = Wy, = -+ = W,.. [W,, en realidad es el tiempo de espera de 0 hasta que
ocurre el i-ésimo evento.] Se puede demostrar que la funcién de densidad conjunta para W,y, Wy, . . .,
W, estd dada por

—, WISWy=-""=Ww
Fwiwa,,wy) =94 177 "

0, en cualquier otro punto.

[Esta es la funcion de densidad para la muestra ordenada de tamafio n desde una distribucién uniforme
en el intervalo (0, 7).] Suponga que las llamadas telefénicas que entran en un conmutador siguen una
distribucién de Poisson con una media de diez llamadas por minuto. En un periodo lento de dos minutos
de duracién sélo entraron cuatro llamadas. Encuentre

a laprobabilidad de que las cuatro llamadas entren durante el primer minuto; es decir, encuentre P(W 4
=1),
b el tiempo de espera desde el principio de los dos minutos hasta la cuarta llamada.

Suponga que n componentes electrénicos, cada uno con una vida util distribuida exponencialmente con
media 6, se ponen en operacién al mismo tiempo. Los componentes operan en forma independiente y
se observan hasta que r de ellos fallan (r = n). Sea W, el tiempo que transcurre hasta que el componente
Jj-€simo falla,con W, =W, = --- =W, SeaT;, = W, — W paraj =2y T, = W,. Observe que T, mide
el tiempo transcurrido entre fallas sucesivas.

a Demuestre que Tj, paraj=1,2,...,r, tiene una distribucién exponencial con media 6/(n — j + 1).

b Demuestre que
Uy =Y W+ =W, =Y (n—j+DT;
=1 =1

y, en consecuencia, que E(U,)= rf. [U, se denomina vida iitil total observada y podemos usar U, /r
como una aproximacion (o “estimador”) de 6.]
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6.8 Resumen

6.92

6.93

En este capitulo abordamos las distribuciones de probabilidad para funciones de variables
aleatorias. Este es un problema importante en estadistica porque los estimadores de pardme-
tros poblacionales son funciones de variables aleatorias. Por consiguiente, es necesario cono-
cer un poco acerca de las distribuciones de probabilidad de estas funciones, o estimadores,
para evaluar la bondad de nuestros procedimientos estadisticos. Un analisis de la estimacién
se presenta en los Capitulos 8 y 9.

Los métodos para determinar las distribuciones de probabilidad para funciones de varia-
bles aleatorias son el de las funciones de distribucién (Seccién 6.3), el de las transformaciones
(Seccion 6.4) y el de las funciones generadoras de momentos (Seccién 6.5). Debe observarse
que no hay un particular mejor para todas las situaciones, ya que la solucién depende en gran
medida de la naturaleza de la funcién de que se trate. Si U, y U, son dos funciones de las
variables aleatorias continuas Y, y Y,, la funcién de densidad conjunta para U, y U, se puede
determinar usando la técnica del jacobiano de la Seccién 6.6. La facilidad para manejar estos
métodos se puede obtener s6lo por medio de la practica. Los ejercicios al final de cada seccién
y de cada capitulo son un buen punto de partida.

Las funciones de densidad de estadisticos de orden se presentaron en la Seccién 6.7.

En el capitulo 7 se considerardn algunas funciones especiales de variables aleatorias que
son particularmente ttiles en la inferencia estadistica.
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Ejercicios complementarios

Si Y, y Y, son variables aleatorias normales independientes y distribuidas idénticamente con media u y
varianza ¢, encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = (1/2)(Y, — 3Y,).

Cuando la corriente / pasa por la resistencia R, la potencia generada estd dada por W = I°R. Suponga
que / tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1) y R tiene una funcién de densidad dada por

2r, 0=r =1,

f(r)={

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para W. (Suponga que / es independiente de R.)
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Dos expertos en eficiencia toman medidas independientes Y, y Y, acerca del tiempo que tardan unos
trabajadores para completar cierta tarea. Se supone que cada una de las medidas tiene una funcién de
densidad dada por

(1/4)ye™?, y>0,

0, en cualquier otro punto.

S ={

Encuentre la funcién de densidad para el promedio U = (1/2)(Y, + Y,). [Sugerencia: use el método de
funciones generadoras de momento. ]

Sean Y, y ¥, independientes y uniformemente distribuidas en el intervalo (0, 1). Encuentre la funcién de
densidad de probabilidad de cada uno de los siguientes:

a U :Yl/Yz.
b Uz = —In (Y] Yz)
C U3:Y1Y2.

Suponga que Y, estd normalmente distribuida con media 5 y varianza 1 y Y, estd normalmente distribui-
da con media 4 y varianza 3. Si Y, y Y, son independientes, ;cudl es P(Y, > Y,)?

Suponga que Y, es una variable aleatoria binomial con cuatro intentos y probabilidad de éxito .2 y que
Y, es una variable aleatoria binomial independiente con tres intentos y probabilidad de éxito .5. Sea
W = Y,+ Y,. De acuerdo con el Ejercicio 6.53(e), W no tiene distribucion binomial. Encuentre la fun-
cién de masa de probabilidad para W. [Sugerencia: P(W =0) = P(Y; =0, Y, =0); P(W = 1) =
PY,=1Y,=0+PX,=0,Y, = 1); etc.]

El tiempo que una mdquina opera sin falla estd denotado por Y, y el tiempo para reparar una falla, por
Y,. Después de hacer una reparacion, se supone que la maquina opera como nueva. Y, y Y, son indepen-
dientes y cada uno tiene la funcién de densidad

vy >0,
fy) = {e Y

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para U = Y,/(Y, + Y,), la proporcién de tiempo en
que la médquina estd en operacién durante cualquier ciclo de operacioén-reparacion.

Consulte el Ejercicio 6.98. Demuestre que U, la proporcién del tiempo que la maquina estd operando
durante cualquier ciclo de operacién-reparacion, es independiente de Y, + Y,, la duracién del ciclo.

El tiempo hasta que se presenta una falla en un aparato electrénico tiene una distribucién exponencial
con media de 15 meses. Si se prueba una muestra aleatoria de cinco de esos aparatos, ;cudl es la proba-
bilidad de que la primera falla entre los cinco aparatos ocurra

a después de 9 meses?,

b antes de 12 meses?

Una paracaidista desea caer en un blanco 7, pero encuentra que es igualmente probable que caiga en
cualquier punto sobre una recta (A, B), en la que T estd en el punto medio. Encuentre la funcién de den-
sidad de probabilidad de la distancia entre el punto de caida de la paracaidista y el blanco. [Sugerencia:
denote —1 con A, +1 con By 0 con 7. Entonces el punto de caida de la paracaidista tiene una coordenada
X, que estd distribuida uniformemente entre —1 y +1. La distancia entre X y T'es | X|.]

Dos policias son enviados a patrullar un camino de 1 milla de largo. Los policias son asignados a puntos
escogidos independientemente y al azar a lo largo del camino. Encuentre la probabilidad de que los
policias estén a menos de 1,/2 milla entre si cuando lleguen a sus puestos asignados.

Sean Y, y Y, variables aleatorias normales estidndar e independientes. Encuentre la funcién de densidad
de probabilidad de U = Y, /Y,
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Sean Y, y Y, variables aleatorias independientes, cada una con la misma distribucion geométrica.

a Encuentre P(Y, = Y,) = P(Y, — Y, = 0). [Sugerencia: su respuesta debe incluir la evaluacién de una
serie geométrica infinita. Los resultados del Apéndice A1.11 le serdn ttiles.]
b Encuentre P(Y, — Y, = 1).
*c SiU =Y, — Y,, encuentre la funcién de probabilidad (discreta) para U. [Sugerencia: el inciso a da
P(U = 0) y el inciso b da P(U = 1). Considere por separado los valores enteros positivos y negativos
para U.]

Una variable aleatoria Y tiene una distribucion beta de segunda clase, si, paraa > 0y 3 > 0, su densi-
dad es

sa—1

Yy
Jr(¥) =4 B, B)(1 + y)*+h’
0, en cualquier otro punto.

y >0,

Deduzca la funcién de densidad de U = 1/(1 + Y).

Si Y es una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F(y), encuentre la funcion de densi-
dad de probabilidad de U = F(Y).

Sea Y distribuida uniformemente en el intervalo (-1, 3). Encuentre la funcién de densidad de probabili-
dadde U = Y2

Si Y denota la vida util de un componente y F(y) es la funcién de distribucién de Y, entonces P(Y > y) =
1 — F(y) se llama confiabilidad del componente. Suponga que un sistema formado por cuatro compo-
nentes con funciones de confiabilidad idénticas, 1 — F(y), opera como se indica en la Figura 6.10. El
sistema opera correctamente si una cadena ininterrumpida de componentes estd en operacién entre A
y B. Si los cuatro componentes operan independientemente, encuentre la confiabilidad del sistema en
términos de F(y).

A —>] C | C

El porcentaje de alcohol en cierto compuesto es una variable aleatoria Y, con la siguiente funcién de
densidad:

20y3(1—y), 0<y<I

0, en cualquier otro punto.

f :{

Suponga que el precio de venta del compuesto depende de su contenido de alcohol. Especificamente,
si 1/3 <y < 2/3, el compuesto se vende en C, d6lares por galon; en cualquier otro punto, se vende
en C, délares por galén. Si el costo de produccion es C; ddlares por galdn, encuentre la distribucion de
probabilidad de la utilidad por galén.
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Un ingeniero ha observado que los tiempos de separacion entre vehiculos que pasan por cierto punto en

una carretera, tienen una distribucién exponencial con media de 10 segundos. Encuentre la

a probabilidad de que el siguiente tiempo de separacién observado no sea de mds de un minuto.

b probabilidad de la funcién de densidad para la suma de los siguientes cuatro tiempos de separacion
que van a ser observados. ;Qué suposiciones son necesarias para que esta respuesta sea correcta?

Si una variable aleatoria U estd distribuida normalmente con media u y varianza oy Y = ¢V [o bien, lo
que es equivalente, U = In(Y)], entonces se dice que Y tiene una distribucion log-normal. La distribucién
log-normal se usa con frecuencia en ciencias bioldgicas y fisicas para modelar magnitudes, ya sea de
volumen o peso, de diversas cantidades, como pueden ser particulas de carbdn, colonias de bacterias y
animales individuales. Sean Uy Y las variables establecidas. Demuestre que

a la funcién de densidad para Y es

1 2 /(02
e (ny-w=/Qo )7 >0,
f(y) = <ya'\/277) Y

0, en cualquier otro punto.

b E(Y) = e#"@2 y V(Y) = e (e”’ — 1). [Sugerencia: recuerde que E(Y) = E(eV) y E(Y?) =
E(e?Y), donde U est4 distribuida normalmente con media u y varianza 0. Recuerde que la funcién
generadora de momentos de U es my/(f) = ¢'V.]

Si una variable aleatoria U tiene una distribuciéon gamma con pardmetros a > 0 y 8 > 0, entonces se
dice que Y = €Y [0 bien, lo que es lo mismo, U = In(Y)] tiene una distribucién log-gamma. La distribu-
cién log-gamma es utilizada por actuarios como parte de un importante modelo para la distribucién de
reclamaciones de seguros. Sean U'y Y las variables establecidas.

a Demuestre que la funcién de densidad para Y es

1
——— | y"U*P/B (In y)o !, > 1,
OE [F(oz)ﬁ“} ' R
0, en cualquier otro punto.

b SiB < 1, demuestre que E(Y) = (1 — B)™. [Vea la sugerencia para el inciso c.]

¢ Sip<.5 demuestre que V(Y) = (1 —2B8)™* — (1 — B)*. [Sugerencia: recuerde que E(Y) = E(e)
y E(Y?) = E(¢*Y), donde U tiene distribucién gamma con pardmetros > 0y 8 > 0, y que la funcién
generadora de momento de una variable aleatoria con distribucién gamma sélo existe si t < 87'; vea
el Ejemplo 4.13.]

Considere que (Y}, Y,) tiene funcién de densidad conjunta fv,.r,(V1 ¥2) y sean U, = ¥, Y, y U, = Y,.

a Demuestre que la densidad conjunta de (U},U,) es

uj 1
fUl.Ug(uls uy) = fyl.yg ;7'42

AT

b Demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es

*© u 1
Su, () :/ friv <71’ Mz) —du,.
—00 Uz |us|

¢ SiY,y Y, sonindependientes, demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es

o U 1
fUl(”l) :/ fy. (LTz) fyz(uz)—duz.

|ua



*6.114

*6.115

*6.116

Ejercicios complementarios 345

Una méaquina produce recipientes esféricos cuyos radios varian de acuerdo con la funcién de densidad
de probabilidad dada por

2r, 0=r=1,

- |

0, en cualquier otro punto.

Encuentre la funcién de densidad de probabilidad para el volumen de los recipientes.

Denote con v el volumen de una figura tridimensional. Sea Y el nimero de particulas observadas en
el volumen v y suponga que Y tiene una distribucién de Poisson con media Av. Las particulas podrian
representar contaminantes del aire, bacterias en agua o estrellas en el cielo.

a Si un punto se escoge al azar dentro del volumen v, demuestre que la distancia R a la particula mds
cercana tiene la funcién de densidad de probabilidad dada por

2 ,—(4/3)Amr? >
Fr) = A TTr-e , r>0,

X en cualquier otro punto.
b Si R es como en el inciso a, demuestre que U = R® tiene una distribucién exponencial.
Sea (Y}, Y,) que tiene funcion de densidad conjunta fy, y,(yi, y2) ysean U, = Y, =Y,y U, = ¥,.
a Demuestre que la densidad conjunta de (U,, U,) es
o, v,y u2) = fy, v,(uy + ua, uy).

b Demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es
Su, (ur) = / Sriv (g + uz, uz) dus.
¢ SiY,y Y, sonindependientes, demuestre que la funcién de densidad marginal para U, es

Su, (uy) :/ vy (uy + uz) fr,(u2) dus,.
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7.1

Distribuciones muestrales y
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7.2 Distribuciones muestrales relacionadas con la distribucion normal
7.3 Teorema del limite central

7.4  Una demostracién del teorema del limite central (opcional)

7.5 Aproximacién normal a la distribucién binomial

7.6 Resumen

Bibliografia y lecturas adicionales

Introduccién

En el Capitulo 6 presentamos métodos para hallar las distribuciones de funciones de variables
aleatorias. A lo largo de este capitulo trabajaremos con funciones de las variables ¥}, Y,, ..., Y,
observadas en una muestra aleatoria seleccionada de una poblacién de interés. Como se ex-
plic6 en el Capitulo 6, las variables aleatorias Y, Y,, . . ., Y, son independientes y tienen la
misma distribucién. Algunas funciones de las variables aleatorias observadas en una muestra
se usan para calcular o tomar decisiones acerca de pardmetros desconocidos de la poblacién.

Por ejemplo, suponga que deseamos estimar una media poblacional u. Si obtenemos una
muestra aleatoria de n observaciones, y,, y,, - . . , ,, parece razonable estimar w con la media
muestral

La bondad de esta estimacién depende del comportamiento de las variables aleatorias Y,
Yy, ..., Y,y elefecto que este comportamiento tiene sobre ¥ = (1/n) »_/_, ¥;. Observe que
la variable aleatoria ¥ es una funcién de (s6lo) las variables aleatorias Y, ¥,, ..., ¥, y el tama-
flo muestral n (constante). La variable aleatoria Y es por tanto un ejemplo de un estadistico.
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Un estadistico es una funcion de las variables aleatorias observables en una muestra y
de constantes conocidas.

Usted ha encontrado numerosas estadisticas, la media muestral Y, la varianza muestral
S%, Yoy = max(Yy, Ya,..., Y,), Yu) = min(Yy, Ys,..., Y,), la amplitud R = Y, — ¥,
la mediana muestral, etcétera. Se usan estadisticos para hacer inferencias (estimaciones o
decisiones) acerca de parametros de poblacién desconocidos. Como todos los estadisticos
son funciones de las variables aleatorias observadas en una muestra, también son variables
aleatorias. En consecuencia, todos los estadisticos tienen distribuciones de probabilidad, que
llamaremos sus distribuciones muestrales. Desde un punto de vista practico, la distribucién
muestral de un estadistico proporciona un modelo tedrico para el histograma de frecuencia
relativa de los posibles valores del estadistico que observarifamos por medio de muestreo re-
petido.

El siguiente ejemplo contiene una distribucién de muestreo de la media muestral cuando se
obtienen muestras de una poblacién conocida asociada con lanzar al aire un dado sin cargar.

EJEMPLO 7.1

Solucion

Un dado sin cargar se lanza tres veces. Sean Y|, Y, y Y; el niimero de puntos vistos en la
cara superior para los tiros 1, 2 y 3, respectivamente. Suponga que estamos interesados en
Y=, +Y,+Y) /3, el nimero promedio de puntos vistos en una muestra de tamafio 3.
¢Cudles son la media py y la desviacién estdndar oy, de ¥? ;Cémo podemos determinar la
distribucién muestral de ¥?

En el Ejercicio 3.22 se demostré que u = E(Y;) =3.5y o = V(Y¥;) =2.9167,i = 1,2, 3.
Como Y, Y, y Y, son variables aleatorias independientes, el resultado obtenido en el Ejemplo
5.27 (usando el Teorema 5.12) implica que

_ — o2 29167
EY)=p=35 VO)=—=

=.9722, oy =V.9722 = .9860.

. Cémo podemos deducir la distribucién de la variable aleatoria Y ? Los posibles valores de
la variable aleatoria W =Y, + Y, + Y;s0on3,4,5,...,18y Y = W/3. Como el dado estd
equilibrado, es decir, no cargado, cada uno de los 6° = 216 valores distintos de la variable
aleatoria multivariante (Y,, Y,, ¥;) son igualmente probables y

P(Yy =y, Y2 =y, Y3 = y3) = p(y1, 2, y3) = 1/216,
yi=1,2,...,6, i =123

Por tanto,

PY =1 =PW =3)=p(,1,1)=1/216
PY =4/3)=P(W=4) = p(1,1,2) + p(1,2, 1) + p(2, 1, 1) = 3/216
P(Y =5/3)=P(W =5)=p(1,1,3) + p(1,3, 1) + p(3, 1, 1)
+p(1,2,2) + p(2, 1,2) + p(2,2, 1) = 6/216.

Las probabilidades P(Y =i/3),i = 7,8,..., 18 se obtienen de manera andloga. |

bl
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FIGURA 7.1

(a) Distribucion de
muestreo simulado
para Y, Ejemplo 7.1;
(b) media y desvia-
cion estandar de

los 4000 valores
simulados de Y

Frecuencia Niimero de tiros = 4000
516 —

387 —

258 —

129 —

ol_m | | [ I
1 2 3 4 5 6

Media de 3 dados

(a)

Prob. de pobl. (1) 0.167 (2) 0.167 (3) 0.167 (4) 0.167 (5) 0.167 (6) 0.167
Poblacién: Media = 3.500 Desv.Est. = 1.708

Muestras = 4000 de tamafio 3

Media = 3.495

Desv. Est. = 0.981

+/— 1 Desv. Est.: 0.683

+/— 2 Desv. Est.: 0.962

+/— 3 Desv. Est.: 1.000

(b)

La deduccién de la distribucién de muestreo de la variable aleatoria Y trazada en el Ejemplo
7.1 utiliza el método de punto de muestra que se introdujo en el Capitulo 2. Aun cuando no
es dificil completar los cdlculos del Ejemplo 7.1 y dar la distribucién de muestreo exacta para
Y, el proceso es tedioso. {Cémo podemos tener una idea de la forma de esta distribucién de
muestro sin molestarnos en completar estos cdlculos? Una forma es simular la distribucion
de muestreo al tomar muestras independientes repetidas, cada una de tamafio 3, calculando
el valor observado y para cada muestra y construyendo un histograma de estos valores ob-
servados. El resultado de una de estas simulaciones se ilustra en la Figura 7.1(a), que es una
grafica obtenida usando la aplicacién breve DiceSample (disponible en www.thomsonedu.
com/statistics /wackerly).

(Qué puede observar en la Figura 7.1(a)? Como ya dijimos, el mdximo valor observado de
Yes6 y el valor minimo es 1. También, los valores obtenidos en la simulacién se acumulan
en forma de monticulo aproximadamente centrado en 3.5, que es la media tedrica de Y.Enla
Figura 7.1(b) vemos que el promedio y desviacion estdndar de los 4000 valores simulados de
Y son muy cercanos a los valores teGricos obtenidos en el Ejemplo 7.1.
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Algunos de los ejercicios del final de esta seccién utilizan la aplicacién breve DiceSample

para explorar la distribucién muestral simulada de Y para diferentes tamafios muestrales y
para tiros de dados en los que se usan dados “cargados”. Otras aplicaciones se usan para si-
mular las distribuciones muestrales para la media y la varianza de muestras tomadas de una
distribucion en forma de campana.

Al igual que las distribuciones muestrales simuladas que usted observara en los ejercicios,

la forma de la distribucién muestral tedrica de cualquier estadistico dependerd de la distribu-
cion de las variables aleatorias observables de la muestra. En la siguiente seccion usaremos los
métodos del Capitulo 6 para deducir las distribuciones muestrales para algunos estadisticos
empleados para hacer inferencias acerca de los pardmetros de una distribucién normal.

Ejercicios

Ejercicio Applet En el Ejemplo 7.1 obtuvimos la media y varianza de la variable aleatoria ¥ con base
en una muestra de tamafio 3 tomada de una poblacién conocida, la asociada con lanzar al aire un dado
balanceado. Recuerde que si Y denota el niimero de puntos observados en la cara superior en un solo tiro
de un dado balanceado, como en el Ejercicio 3.22,

P(Y=i)=1/6, i=12,...,6,

E(Y) = 3.5,

I
Var(Y) = 2.9167.

Use la aplicacion DiceSample (en www.thomsonedu.com/statistics/wackerly) para completar lo si-
guiente:

a

Use el botén “Roll One Set” para tomar una muestra de tamafio 3 de la poblacién de tiros de dados.
(,Qué valor se obtuvo para la media de esta muestra? ;Dénde cae este valor en el histograma? ; El va-
lor obtenido es igual a uno de los posibles valores asociados con un solo tiro de un dado balanceado?
(Por qué s o por qué no?

Use el botén “Roll One Set” para obtener de nuevo otra muestra de tamafio 3 de una poblacién de
tiros de dados. ;Qué valor se obtuvo para la media de esta nueva muestra? El valor obtenido ;es igual
al valor obtenido en el inciso a? ;Por qué si o por qué no?

Use el botén “Roll One Set” ocho veces mds para obtener un total de diez valores de la media mues-
tral. Vea el histograma de estas diez medias. ;Qué se observa? ;Cudntos valores diferentes para la
media muestral se obtuvieron? ;Qué valores se observaron mas de una vez?

Use el botén “Roll 10 Sets” hasta obtener o graficar 100 valores realizados para la media mues-
tral, Y. ;Qué puede observar acerca de la forma del histograma de los 100 valores recabados?
Haga clic en el botén “Show Stats” para ver la media y la desviacién estdndar de los 100 valores
(31> Y25 -+ Yioo) que se observaron. ;Como se compara el promedio de los 100 valores de y;, i =
1,2,..., 100 con E(Y), el nimero esperado de puntos en un solo tiro de un dado balanceado?
(Observe que la media y la desviacién estandar de Y que usted calculd en el Ejercicio 3.22 se dan en
la segunda linea de la pantalla de seleccion “Stat Report™.)

(Como se compara la desviacion estdndar de los 100 valores de y;,i = 1,2,..., 100 con la desvia-
cién estdndar de Y dada en la segunda linea de la pantalla de seleccién “Stat Report™?

Haga clic en el botén “Roll 1000 Sets” unas cuantas veces, observando cambios en el histograma a
medida que genere mds y mds valores de la media muestral. ;Cémo se compara el histograma resul-
tante con la gréfica dada en la Figura 7.1(a)?
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7.2

7.3

7.4

Consulte el Ejemplo 7.1 y el Ejercicio 7.1.

Use el método del Ejemplo 7.1 para hallar el valor exacto de P(Y = 2).

Consulte el histograma obtenido en el Ejercicio 7.1(d). {Cémo se compara la frecuencia relativa que
usted observé Y = 2, con su respuesta al inciso a?

Si usted fuera a generar 10,000 valores de Y, {qué espera obtener para la frecuencia relativa de ob-
servar ¥ = 2?

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 7.1. Use la aplicacion DiceSample y arrastre hacia abajo a la
siguiente parte de la pantalla que corresponde a tomar muestras de tamafio n = 12 de la poblacién co-
rrespondiente a lanzar un dado balanceado.

a

Tome una sola muestra de tamafio n = 12 al hacer clic en el botén “Roll One Set”. Use el botén “Roll
One Set” para generar nueve valores mds de la media muestral. ;Como se compara el histograma
de valores observados de la media muestral con el histograma observado en el Ejercicio 7.1(c) que
estuvo basado en diez muestras cada una de tamaiio 3?

Use el boton “Roll 10 Sets” nueve veces mds hasta obtener una grafica de 100 valores (cada uno
basado en una muestra de tamafio n = 12) para la media muestral Y . Haga clic en el botén “Show
Stats” para ver la media y la desviacién estandar de los 100 valores (¥, V5, - - -5 Y100) que observo.

i (Como se compara el promedio de estos 100 valores de y;,i = 1,2, ..., 100 con el promedio de
los 100 valores (con base en muestras de tamafio n = 3) que obtuvo en el Ejercicio 7.1(d)?

ii Divida la desviacion estandar de los 100 valores de y;,i =1, 2, ..., 100 con base en muestras de
tamafio 12 que acaba de obtener por la desviacion estdndar de los 100 valores (con base en mues-
tras de tamafio n = 3) que obtuvo en el Ejercicio 7.1. ;Por qué espera obtener un valor cercano a
1/2? [Sugerencia: V (Y) = o /n.]

Haga clic en el botén “Toggle Normal”. La funcién de densidad continua (verde) graficada sobre
el histograma es la de una variable aleatoria normal con media y desviacién estdndar igual a la me-
dia y desviacién estdndar de los 100 valores (y,, ¥,,..., Yi00) graficados en el histograma. ;Esta
distribucién normal parece estar razonablemente aproximada a la distribucién descrita por el histo-
grama?

Ejercicio Applet La poblacién correspondiente a la cara superior de un solo tiro de dado balanceado
es tal que los seis valores posibles son igualmente probables. ;Se observarian resultados andlogos a los
obtenidos en los Ejercicios 7.1 y 7.2 si el dado no estuviera balanceado? Obtenga acceso a la aplicacion
DiceSample y arrastre hacia abajo a la parte de la pantalla que se refiere a “Loaded Die.”

a

Si el dado estd cargado, los seis resultados posibles no son igualmente probables. ;Cudles son las
probabilidades asociadas con cada resultado? Haga clic en los botones “1 roll”, “10 rolls”, y /o “1000
rolls” hasta tener una buena idea de las probabilidades asociadas con los valores 1, 2, 3,4, 5y 6.
(Cudl es la forma general del histograma que obtuvo?

Haga clic en el botén “Show Stats” para ver los verdaderos valores de las probabilidades de los seis
valores posibles. Si Y es la variable aleatoria que denota el nimero de puntos en la cara superior,
(cudl es el valor para u = E(Y)? ;Cual es el valor de o, la desviacién estandar de Y? [Sugerencia:
estos valores aparecen en la pantalla “Stat Report™.]

(Cudntas veces simul6 usted tirar el dado en el inciso a? ; Como se comparan la media y la desviacion
estandar de los valores simulados con los verdaderos valores w = E(Y) y o? Simule 2000 tiros mas
y conteste la misma pregunta.

Arrastre hacia la parte de la pantalla marcada “Rolling 3 Loaded Dice”. Haga clic en el botén “Roll
1000 Sets” hasta haber generado 3000 valores observados para la variable aleatoria Y.



7.5

e

Ejercicios 351

i (Cudl es la forma general de la distribucién muestral simulada que obtuvo?

ii (Como se compara la media de los 3000 valores y,, V5, ..., Y3000 con el valor de w = E(Y) calcu-
lada en el inciso a? ;C6mo se compara la desviacién estdndar de los 3000 valores con o/\/3?

Arrastre a la parte de la pantalla marcada “Rolling 12 Loaded Dice”.

i Enelinciso ii, usted usard la aplicacién breve para generar 3000 muestras de tamafio 12, calculard
la media de cada muestra observada y graficard estas medias en un histograma. Antes de usar la
aplicacidn, pronostique el valor aproximado que obtendra para la media y desviacion estandar de
los 3000 valores de y que estd por generar.

i Use la aplicaci6n para generar 3000 muestras de tamafio 12 y obtener el histograma asociado con
las medias muestrales respectivas, y;, i = 1, 2, ..., 3000. ;Cuadl es la forma general de la distri-
bucién muestral simulada que obtuvo? Compare la forma de esta distribucién muestral simulada
con la que obtuvo en el inciso d.

iii Haga clic en el bot6n “Show Stats” para observar la media y la desviacién estdndar de los 3000
valores Y, ¥, .-, Y3000- (COmMo se comparan estos valores con los que usted pronostic6 en el

inciso i?

Ejercicio Applet ;Qué aspecto tiene la distribucién de muestreo de la media muestral si las muestras se
toman de una distribucién aproximadamente normal? Use el applet Sampling Distribution of the Mean
(en www.thomsonedu.com/statistics /wackerly) para completar lo siguiente. La poblacién de la que se
obtendran las muestras estd distribuida aproximadamente en forma normal con u = 16.50 y o = 6.03
(estos valores se proporcionan arriba del histograma poblacional y estdn denotados como My S, respec-
tivamente).

a

Use el botén “Next Obs” para seleccionar un solo valor de la poblacién aproximadamente normal.
Haga clic cuatro veces en el botén para completar una muestra de tamaiio 5. ;Qué valor obtuvo para
la media de esta muestra? Localice este valor en el histograma del fondo (el histograma para los
valores de Y).

Haga clic en el botén “Reset” para borrar la grifica del centro. Haga clic en el botén “Next Obs”
cinco veces mds para obtener otra muestra de tamafio 5 de la poblacién. ;Qué valor obtuvo para la
media de esta nueva muestra? El valor que obtuvo ;es igual al obtenido en el inciso a? ;Por qué si o
por qué no?

Use el botén “1 Sample” ocho veces mds para obtener un total de diez valores de la media muestral.
Vea el histograma de estas diez medias.

i (Qué observa?
ii (Como se compara la media de estos 10 valores y con la media poblacional w?

Use el bot6n “1 Sample” hasta que haya obtenido y graficado 25 valores para la media muestral Y,
cada uno basado en una muestra de tamafio 5.

i ;Qué observa acerca de la forma del histograma de los 25 valores de y,i = 1,2, ..., 25?

ii ;Como se compara el valor de la desviacion estdndar de los 25 valores y con el valor tedrico para
oy obtenido en el Ejemplo 5.27, donde demostramos que si Y se calcula con base en una muestra
de tamafio n, entonces V(Y) = o/ n?

Haga clic en el botén “1000 Samples” unas cuantas veces, observando cambios en el histograma a
medida que genere mds y mds valores de la media muestral. ;Qué observa acerca de la forma del
histograma resultante para la distribucién muestral simulada de Y?

Haga clic en el botén “Toggle Normal” para recubrir (en verde) la distribucién normal con la misma
media y desviacién estandar que el conjunto de valores de Y que previamente generd. ;Esta distribu-
cién normal parece ser una buena aproximacién de la distribucién muestral de Y ?
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7.7

Ejercicio Applet ;Cuil es el efecto del tamafio muestral en la distribucién muestral de Y ? Use el applet
SampleSize para completar lo siguiente. Como en el Ejercicio 7.5, la poblacién de la que se obtendran
las muestras estd distribuida normalmente en forma aproximada con u = 16.50 y o = 6.03 (estos valo-
res se proporcionan arriba del histograma de poblacién y se denotan como M y S, respectivamente).

a Use las flechas arriba/abajo en la caja izquierda “Sample Size” para seleccionar uno de los tamafios
muestrales pequefios disponibles y las flechas de la caja derecha “Sample Size” para seleccionar un
tamafio muestral mds grande.

b Haga clic en el botén “1 Sample” unas cuantas veces. ;Qué semejanzas existen entre los dos histo-
gramas que gener6? ;Qué diferencias hay entre ellos?

¢ Haga clic en el botén “1000 Samples” unas cuantas veces y conteste las preguntas del inciso b.

d Las medias y las desviaciones estdndar de las dos distribuciones muestrales ¢estdn cercanas a los
valores que esperaba? [Sugerencia: V(Y) = o /n.]

e Haga clic en el bot6én “Toggle Normal”. ;Qué observa acerca de lo adecuado de la aproximacion de
las distribuciones normales?

Ejercicio Applet ;Qué aspecto tiene la distribuciéon de muestreo de la varianza muestral si obtenemos
muestras de una poblacién con una distribucién aproximadamente normal? Averigiielo usando el applet
Sampling Distribution of the Variance (Mound Shaped Population) (en www.thomsonedu.com/statis-
tics /wackerly) para completar lo siguiente.

a Haga clic en el bot6én “Next Obs” para tomar una muestra de tamafio 1 de la poblacién con distribu-
cion representada por el histograma de la parte superior. El valor obtenido se grafica en el histograma
central. Haga clic cuatro veces mds para completar una muestra de tamafio 5. El valor de la varianza
muestral se calcula y se proporciona arriba del histograma central. ;El valor de la varianza muestral
es igual al valor de la varianza poblacional? ;Le sorprende esto?

b Cuando complete el inciso a, el valor de la varianza muestral también se grafica en el histograma de la
parte mas baja. Haga clic en el botén “Reset” y repita el proceso del inciso a para generar un segundo
valor observado para la varianza muestral. ;Obtuvo el mismo valor que observé en el inciso a? ;Por
qué si o por qué no?

¢ Haga clic en el botén “1 Sample” unas cuantas veces. Observard que diferentes muestras llevan a
valores diferentes de la varianza muestral. Haga clic en el botén “1000 Samples” unas cuantas veces
para generar rapidamente un histograma de los valores observados de la varianza muestral (con base
en muestras de tamafio 5). ;Cudl es la media de los valores de la varianza muestral que generé? ;La
media es cercana al valor de la varianza poblacional?

d En los ejercicios previos de esta seccién usted obtuvo distribuciones muestrales simuladas para la
media muestral. Todas estas distribuciones muestrales fueron bien aproximadas (para tamafios mues-
trales grandes) por una distribucién normal. Aun cuando la distribucién que obtuvo tiene forma de
campana, ¢la distribucion muestral de la varianza muestral parece ser simétrica (como la distribucién
normal)?

e Haga clic en el botén “Toggle Theory” para recubrir la funcién de densidad tedrica para la distri-
bucién muestral de la varianza de una muestra de tamafio 5 tomada de una poblacién normalmente
distribuida. ;La densidad tedrica da una aproximacién razonable a los valores representados en el
histograma?

f El teorema 7.3, en la seccién siguiente, indica que si una muestra aleatoria de tamafio n se toma de
una poblacién normalmente distribuida, entonces (n — 1)S?/a? tiene una distribucién y? con (n — 1)
grados de libertad. ;Este resultado parece consistente con lo que observé en los incisos d y e?
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Ejercicio Applet ;Cudl es el efecto del tamafio de la muestra en la distribucién muestral de $*? Use la
aplicacién VarianceSize para completar lo siguiente. Al igual que en algunos ejercicios previos, la po-
blacién por muestrear estd distribuida normalmente en forma aproximada con u = 16.50 y o = 6.03.

a (Cudl es el valor de la varianza poblacional ¢>?

b Use las flechas arriba/debajo de la caja izquierda “Sample Size” para seleccionar uno de los peque-
fios tamafios muestrales disponibles, y las flechas de la caja derecha “Sample Size” para seleccionar
un tamafio muestral mds grande.

i Haga clic en el botén “1 Sample” unas pocas veces. ;Qué hay de semejante en los dos histogramas
que generd? ;Qué es diferente en ellos?

ii Haga clic en el botén “1000 Samples™ unas pocas veces y conteste las preguntas del inciso i.

iii Las medias de las dos distribuciones muestrales ¢son cercanas al valor de la varianza poblacional?
(Cudl de las dos distribuciones muestrales exhibe menor variabilidad?

iv Haga clic en el botén “Toggle Theory™. ;Qué observa acerca de lo adecuado de las distribuciones
tedricas que aproximan?

¢ Seleccione tamafios muestrales de 10 y 50 para una nueva simulacién y haga clic en el botén “1000
Samples” unas pocas veces.

i (Cudl de las distribuciones muestrales parece ser mds semejante a una distribucién normal?

ii Consulte el Ejercicio 7.7(f). En el Ejercicio 7.97 usted demostrard que, para un gran ndmero de
grados de libertad, la distribucién y? puede ser aproximada por una distribucién normal. ;Parece
esto razonable con base en su simulacion actual?

Distribuciones muestrales relacionadas
con la distribucion normal

Ya sefialamos que muchos de los fenémenos observados en el mundo real tienen distribucio-
nes de frecuencia relativas que se pueden modelar en forma adecuada con una distribucién de
probabilidad normal. Por tanto, en muchos problemas practicos es razonable suponer que las
variables aleatorias observables en una muestra aleatoria, Y, Y,, . . ., Y,, son independientes
con la misma funcién de densidad normal. En el Ejercicio 6.43 se establecié que el estadistico
Y = (1/n)(Yy +Y>+ - +Y,) en realidad tiene una distribucién normal. Como este resulta-
do se utiliza frecuentemente en nuestras exposiciones subsecuentes, lo presentamos formal-
mente en el siguiente teorema.

Sea Y,, Y,, ..., Y, una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién normal con
media p y varianza o>. Entonces

— 1
M

estd distribuida normalmente con media wy = w y varianza 0'% =o?/n.
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Demostracion

Como Y|, Y,, ..., Y, es una muestra aleatoria de una distribucién normal con media w y
varianza o2, Y,i=1,2,...,nson variables independientes distribuidas normalmente,
con E(Y) = uy V(Y) = o>. Ademds,

- 1 1 1 1
Y==-3) %=-()+-()+ -+ (T
n ‘= n n n

a Yy +aY, + -+ a,Y,, dondea; = 1/n,i =1, 2,..., n.

Asi, Y es una combinacién lineal de Y, » Y, ..., Y,y se puede aplicar el Teorema 6.3
para concluir que Y esta distribuida normalmente con

— 1 1 1 1
E(Y)=E [—(m 500 +—(Yn)] =~ ) =p
n n n n

. 1 1 1, 1,
VA =V |=(t) +- -+~ | = @) + -+ (o)
n n n n

0.2

1
_ 2
= —(no’) = —.
n n
Esto es, la distribucién muestral de Y es normal con media puy = p y varianza

2 _ 2
oz = 0o /n.

Observe que la varianza de cada una de las variables aleatorias Y, Y,, . . ., Y, es a?y
la varianza de la distribucién muestral de la variable aleatoria Y es o*/n. En lo sucesivo,
habra oportunidad de referirnos a estas dos varianzas. Conservaremos la notacién o para
la varianza de las variables aleatorias Y|, Y,, ..., Y,y 0% se usard para denotar la varianza
de la distribucién muestral de la variable aleatoria Y. De manera analoga , o serd conservada
como la notacién para la desviacién estdndar de las Y, y la desviacion estdndar de la distribu-
cion muestral de Y se denota Oy.

De acuerdo con las condiciones del Teorema 7.1, Y estd normalmente distribuida con me-
dia uy = 'y varianza o’% = 0% /n. Se deduce que

Y owy _Yop Y op
‘= oy o/\/n \[( o )

tiene una distribucién normal estdndar. Ilustraremos la aplicacién del Teorema 7.1 con el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7.2

Una mdquina embotelladora puede ser regulada para que descargue un promedio de w on-
zas por botella. Se ha observado que la cantidad de liquido dosificado por la maquina esta
distribuida normalmente con o = 1.0 onza. Una muestra de n = 9 botellas se selecciona
aleatoriamente de la produccién de la maquina en un dia determinado (todas embotelladas
con el mismo ajuste de la maquina) y las onzas de contenido liquido se miden para cada una.
Determine la probabilidad de que la media muestral se encuentre a no mas de .3 onza de la
verdadera media p para el ajuste seleccionado de la maquina.
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SiY,,Y,, ..., Y,denota el contenido en onzas de las botellas que se van a observar, entonces
sabemos que las Y, estén distribuidas normalmente con media p y varianza o> = 1 parai = 1,
2,...,9.Por tanto, por el Teorema 7.1, Y posee una distribucién muestral normal con media
My = py varianza o-% =0?/n = 1/9. Deseamos hallar

P|Y —u|=3)=P[-3=( —u) =.3]

3 Y —u 3
= P| - = = .
ao/Nm o/Nno o/Nn
Como (Y — uy) /oy = (Y — w) /(o /n/n) tiene una distribucion normal estdndar, se deduce
que
P(\?—M]s.3)=P(——'3 —z=_ )
1/NV9 1/\V9
=P(—-9=Z=.9).

Usando la Tabla 4, Apéndice 3, encontramos
P(—9=Z=9=1-2P(Z>.9) =1-—2(.1841) = .6318.

Por consiguiente, la probabilidad es s6lo .6318 de que la media muestral se encuentre a no
m4s de .3 onza de la verdadera media poblacional. |

EJEMPLO 7.3

Solucion

Consulte el Ejemplo 7.2. ; Cudntas observaciones deben estar incluidas en la muestra si desea-
mos que Y se encuentre a no més de .3 onza de u con probabilidad de .95?

Ahora buscamos

P(|Y —u|=.3)=P[-3=( —p) =.3] =.95.

Si dividimos cada término de la desigualdad entre oy = o /A/n (recuerde que o = 1), tene-
mos

-3 - 7_”“ = 3 = — n<7< n) =
PLm‘(w%) ‘a/w} PIEIVI=Z=3Vi = 9

Pero con el uso de la Tabla 4, Apéndice 3, obtenemos

P(—1.96 = Z = 1.96) = .95.

Esto nos dice que

1.96\\°
3V/n =1.96 o bien, lo que es equivalente, n = (—3) = 42.68.

Desde una perspectiva préctica, es imposible tomar una muestra de tamafio 42.68. Nuestra so-
lucién indica que una muestra de tamafio 42 no es suficientemente grande para llegar a nuestro
objetivo. Sin = 43, P(|Y — | = .3) es ligeramente mayor que .95. ]
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TEOREMA 7.2

Demostracion

FIGURA 7.2

Una distribucién x2
que muestra el drea a
de cola superior

En los capitulos siguientes centraremos nuestra atencion en los estadisticos que son funcio-
nes de los cuadrados de las observaciones en una muestra aleatoria procedente de una pobla-
cién normal. El Teorema 7.2 establece la distribucién muestral de la suma de los cuadrados de
variables aleatorias normales estindar e independientes.

SiY,, Y, ...,Y, estd definida como en el Teorema 7.1. Entonces Z, = (¥, — w)/o son
variables aleatorias normales estandar e independientes, i = 1,2, ...,n,y

n 2_n Yi_lJvz
4= (")

=1

tienen una distribucién x* con n grados de libertad (gl).

Como Y}, Y,, ..., Y, es una muestra aleatoria de una distribucién normal con media w y
varianza o, el Ejemplo 6.10 implica que Z; = (Y, — u)/o tiene una distribucién normal
estdndar parai = 1, 2, . . . , n. Ademds, las variables aleatorias Z; son independientes
porque las Y, de las variables aleatorias son independientes, i = 1,2, ..., n. El hecho de
que Y, Z? tiene una distribucién X* con n grados de libertad se deduce directamente
del Teorema 6.4.

En la Tabla 6, Apéndice 3, podemos hallar valores X2 de modo que
P( )(2 > X 3) =

para variables aleatorias con distribuciones y? (véase Figura 7.2). Por ejemplo, si la varia-
ble aleatoria de interés x? tiene 10 grados de libertad, la Tabla 6 del Apéndice 3 se puede
usar para hallar X.%)o‘ Para hacerlo, vea en el renglén marcado 10 gl y la columna con en-
cabezado x%, y lea el valor 4.86518. Por tanto, si Y tiene una distribucién x* con 10 gl,
P(Y > 4.86518) = .90. Se deduce que P(Y = 4.86518) = .10y que 4.86518 es el cuantil .10,
& |0 de una variable aleatoria x* con 10 gl. En general,

P(x*>x:) =a implicaque P(x*=yxi)=1-«a

y que X2 = b1, el cuantil (1 — ) de la variable aleatoria y2.

La Tabla 6, Apéndice 3, contiene Xfy = |- para diez valores de « (.005, .01, .025, .05,
.1, .90, .95, .975, .99 y .995) para cada una de las 37 distribuciones y? diferentes (aquellas
con grados de libertad 1, 2, . . ., 30 y 40, 50, 60, 70, 80, 90 y 100). Considerablemente mas
informacién acerca de estas distribuciones y la asociada con grados de libertad no incluidos

S
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en la tabla, se encuentra en software estadistico que se puede adquirir. Si Y tiene una distribu-
cién y? con v grados de libertad, el comando pchisq(yo,v)de R (y S-Plus) da P(Y < Yo)
mientras que gchisq(p,v) da el p-ésimo cuantil, el valor ¢, tal que P(Y = ¢,) = p. Las
probabilidades y los cuantiles asociados con variables aleatorias y? también se pueden obtener
facilmente usando la aplicaciéon Chi-Square Probabilities and Quantiles (disponible en www.
thomsonedu.com/statistics / wackerly).

El siguiente ejemplo ilustra el uso combinado del Teorema 7.2 y las tablas x2.

EJEMPLO 7.4

Solucion

SiZ,,Z,,...,Zsdenota una muestra aleatoria proveniente de la distribucion normal estdndar,
encuentre un nimero b tal que

6
P (Z 7} = b) = .95.
i=1

Por el Teorema 7.2, Z 7? tiene una distribucién X con 6 grados de libertad. Si vemos la
Tabla 6, Apéndice 3, en la fila con encabezado 6 gl y la columna con encabezado X3 05, VEMOS
el niimero 12.5916. Por tanto,

(Z zZ? > 12. 5916) = .05, o bien, lo que es equivalente, P (Z Z} =12 5916) .95,
i=1 i=1

y b = 12.5916 es el cuantil .95 (950. percentil) de la suma de los cuadrados de seis variables
aleatorias normales estdndar e independientes. |

TEOREMA 7.3

La distribucién y? desempefia una importante funcién en muchos procedimientos inferen-
ciales. Por ejemplo, suponga que deseamos hacer una inferencia acerca de la varianza pobla-
cional o* basada en una muestra aleatoria Y,, Y,, . . ., ¥, de una poblacién normal. Como lo
demostraremos en el Capitulo 8, un buen estimador de o es la varianza muestral

1 n .

2 2
= Y, —Y)%
n_lg( )

El siguiente teorema proporciona la distribucién de probabilidad para una funcién del esta-
distico S2.

Sea Y|, Y,, . .., Y, una muestra aleatoria de una distribucién normal con media u y
varianza o”>. Entonces

_ 2
n—-1DSs2 1 Z(Y 7y

o2 2

tiene una distribucién x> con (n — 1) gl. También, ¥ y S? son variables aleatorias inde-
pendientes.
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Demostracion

La demostracién completa de este teorema aparece en el Ejercicio 13.93. Para enten-
der mejor el resultado general, consideraremos el caso n = 2 y demostraremos que
(n — 1)S*/0” tiene una distribucién * con 1 gl. En el caso de n = 2,

Y =1/ + 1),
y, por tanto,
2
s2= L Do =Yy
2-1 ’
i=1

2

1 2 1
|:Y1 - E(Yl + Yz)] + |:Y2 - E(Yl + Yz):|

1 2T 2
= |:§(Y1 — Yz)] + |:§(Y2 - Y1)]

1 21— 1)
:2|:§(Y1 _yz)i| =¥.

Se deduce que, cuando n = 2,

m—n§:<m—nﬂz<n—nf

o? 20? 202

Demostraremos que esta cantidad es igual al cuadrado de una variable aleatoria nor-
mal estdndar; es decir, se trata de una variable Z> que, como ya hemos demostrado en el
Ejemplo 6.11, posee una distribucién y* con 1 grado de libertad.

Como Y, — Y, es una combinacién de variables aleatorias independientes distribuidas
normalmente (Y, — Y, = a,Y, + a,Y, cona, = 1y a, = —1), el Teorema 6.3 nos dice
que Y, — Y, tiene una distribucién normal con media 1u — 1 = 0y varianza (1)*0> +
(=1)’c* = 20 Por tanto,

i -1,

202

7 =

tiene una distribucion normal estdndar. Como para n = 2

(n—1)s* _ (Yl - Y2)2 _

o? 202

se deduce que (n — 1)S%/0” tiene una distribucién y* con 1 grado de libertad.
En el Ejemplo 6.13 demostramos que U, = (Y, + Y,)/oy U, = (Y, — ¥,)/o son
variables aleatorias independientes. Observe que, debido a que n = 2,

y_h+h ol yS%Jn—nV:wwﬂ

2 2 2 2

Como Y s6lo es una funcién de Uy S? es una funcién de U,, la independencia de U, y
U, implica la independencia de Y y S%
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EJEMPLO 7.5

Solucion

En el Ejemplo 7.2, se supone que las onzas de liquido que vierte la maquina embotelladora
tienen una distribucién normal con o> = 1. Suponga que planeamos seleccionar una muestra
aleatoria de diez botellas y medir la cantidad de liquido en cada una. Si estas diez observacio-
nes se usan para calcular S?, podria ser util especificar un intervalo de valores que incluirdn S?
con una probabilidad alta. Encuentre nimeros b, y b, tales que

P(by = §? < by) = .90.

Observe que

_ @ B
P(blss2§b2)=p[(” Dby _(n - DS _(n 1)b2i|.

o2 2 2

o o

Debido a que o = 1, se deduce que (n — 1)S?/a* = (n — 1)S” tiene una distribucién x> con
(n — 1) grados de libertad. Por tanto, podemos usar la Tabla 6, Apéndice 3, para hallar dos
nimeros a, y a, tales que

Pla; = (n — 1)S? = ay] = .90.

Un método para hacer esto es encontrar el valor de a, que delimite un area de .05 en la cola
superior y el valor de a, que delimite .05 en la cola inferior (.95 en la cola superior). Como hay
n—1 = 9 grados de libertad, la Tabla 6 del Apéndice 3 indica que a, = 16.919 y a, = 3.325.
En consecuencia, los valores para b, y b, que satisfacen nuestras condiciones estan dados
por
3.3252611:w:9b] (6] b]Z@
o 9

)b 16.919
% =9 0 by=—— = L880.

=369 vy

16919 =a, =

o

Por tanto, si deseamos tener un intervalo que incluya S* con probabilidad .90, uno de estos
intervalos es (.369, 1.880). Observe que este intervalo es bastante amplio. |

El resultado del Teorema 7.1 proporciona la base para el desarrollo de procedimientos
que permiten hacer inferencias acerca de la media p de una poblacién normal con varianza
conocida %, En dicho caso, el Teorema 7.1 indica que \/n(Y — w)/o tiene una distribucién
normal estindar. Cuando o no se conoce, puede ser estimada con § =V/52 y la cantidad

()

proporciona la base para desarrollar métodos de inferencia respecto de w. Demostraremos
que \/n(Y — w)/S tiene una distribucién conocida como distribucion t de Student con n — 1
grados de libertad. La definicion general de una variable aleatoria que posee una distribucién
t de Student (o simplemente una distribucion #) es la siguiente.
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DEFINICION 7.2

FIGURA 7.3
Comparacién

de las funciones de
densidad normal
estandar y ¢

Sea Z una variable aleatoria normal estdndar y sea W una variable con distribucién x>

con v grados de libertad. Entonces, si W'y Z son independientes,
Z
vV W/

se dice que tiene una distribucion t con v grados de libertad.

T =

SiY.,Y,, ...,Y, constituye una muestra aleatoria de una poblacién normal con media u
y varianza o2, el Teorema 7.1 puede aplicarse para demostrar que Z =~\/n (Y — u)/o tiene
una distribucién normal estandar. El Teorema 7.3 nos dice que W = (n — 1)S%/0 tiene una
distribucién x? con v = n — 1 grados de libertad y que Z'y W son independientes (puesto que
Y y % son independientes). Por tanto, segin la Definicién 7.2,

B S

_Z V(Y —p)/o _ <Y_M>
T = v [LZH
VW = 182/e]fn - 1)

tiene una distribucion ¢ con (n — 1) grados de libertad.

La ecuacién para la funcién de densidad f no se dard aqui, pero se puede hallar en el
Ejercicio 7.98 donde se dan sugerencias acerca de su deduccion. Al igual que la funcién de
densidad normal estandar, la funcion de densidad ¢ es simétrica alrededor de cero. Ademas,
parav > 1, E(T) = 0; y para v > 2, V(T) = v/(v — 2). Estos resultados se deducen directa-
mente de los obtenidos en los Ejercicios 4.111 y 4.112 (véase Ejercicio 7.30). De esta manera,
vemos que, si ¥ > 1, una variable aleatoria con distribucidn ¢ tiene el mismo valor esperado
que una variable aleatoria normal estindar. No obstante, una variable aleatoria normal estan-
dar siempre tiene una varianza 1 mientras que, si ¥ > 2, la varianza de una variable aleatoria
con una distribucién ¢ siempre es mayor que 1.

La figura 7.3 muestra la grafica de una funcién de densidad normal estandar y una funcién
de densidad 7. Observe que ambas funciones de densidad son simétricas alrededor del origen
pero que la densidad ¢ tiene mas masa de probabilidad en sus extremos.

Los valores de ¢, tales que P(T > t,) = « se dan en la Tabla 5, Apéndice 3. Por ejemplo,
si una variable aleatoria tiene una distribucién ¢ con 21 grados de libertad, ¢, se encuentra
viendo el renglén marcado 21 gl (grados de libertad) y la columna con encabezado ¢ ,,,. Con
el uso de la Tabla 5, vemos que ¢,,, = 1.323 y que para 21 grados de libertad, P(T > 1.323)
= .100. Se deduce que 1.323 es el cuantil .90 (el 90o. percentil) de la distribucién ¢ con 21
grados de libertad y en general que 7, = ¢,_,, el cuantil (1 — @) [el percentil 100(1 — ar)—€simo]
de una variable aleatoria de distribucidn .

—a

«— Normal
estandar
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La Tabla 5, Apéndice 3, contiene ¢, = ¢,_, para cinco valores de « (.005, .010, .025, .050 y
.100) y 30 distribuciones ¢ diferentes (aquellas con grados de libertad 1, 2, ..., 29 e co). De ma-
nera considerable més informacién acerca de estas distribuciones y las asociadas con grados
de libertad no incluidos en la tabla, es proporcionada por software estadistico comercialmente
disponible. Si Y tiene una distribucion ¢ con v grados de libertad, el comando Pt (Yo,?) de
R (y S-Plus) da P(Y = y,) mientras que gt (p,7) da el p-€simo cuantil, el valor de ¢, tal
que P(Y = ¢,) = p. Las probabilidades y cuantiles asociados con variables aleatorias con
distribucién ¢ también se pueden obtener facilmente utilizando la aplicacién breve Student’s
Probabilities and Quantiles (en www.thomsonedu.com /statistics / wackerly).

EJEMPLO 7.6

Solucion

La resistencia a la tensién para un tipo de alambre estd distribuida normalmente con media
desconocida w y varianza desconocida o2, Seis trozos de alambre se seleccionan aleatoria-
mente de un rollo largo; Y, la resistencia a la tensién para el trozo i, se mide parai = 1,2, ...
, 6. La media poblacional u y la varianza o pueden ser estimadas por Y y S%, respectivamente.
Como 0'% = g /n, se deduce que tf% puede ser estimada por S?/n. Encuentre la probabilidad
aproximada de que Y esté dentro de 25//n de la verdadera media poblacional u.

Deseamos hallar

P[—% S(Y—M)ﬁ%} = {—25 n<7;“> 52}

donde T tiene una distribucién ¢ con, en este caso, n — 1 = 5 grados de libertad. Al observar
la Tabla 5, Apéndice 3, vemos que el drea de la cola superior a la derecha de 2.015 es .05. En
consecuencia,

P(2.015 =T =2.015) = .90,

y la probabilidad de que Y esté a no més de 2 desviaciones estdndar estimadas de u es lige-
ramente menor que .90. En el Ejercicio 7.24 el valor exacto para P(-2 = T = 2) se hallard
usando la aplicacién Student’s Probabilities and Quantiles disponible en www.thomsonedu.
com/statistics /wackerly.

Observe que si o> se conociera, la probabilidad de que Y esté a no més de 20y de w estaria

dada por
P[—Z(%) =T -w 52<%)] —p [—2 s%(??‘) 52:|

= P(—2 =7 =2) = .9544. [

Suponga que queremos comparar las varianzas de dos poblaciones normales con base en
informacién contenida en muestras aleatorias independientes provenientes de las dos pobla-
ciones. Tomemos muestras de tamafio n, y n, de las dos poblaciones con varianzas 012 y 022,
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DEFINICION 7.3

respectivamente. Si calculamos 512 de las observaciones en la muestra 1, entonces S 12 calcula
7. Del mismo modo, S5 calculada de las observaciones en la segunda muestra calcula o7.
Entonces, parece que larazén S 12 / S% podria usarse para hacer inferencias acerca de las magni-
tudes relativas de o7 y o3. Si dividimos cada S? entre o, entonces la raz6n resultante

St/oi _ (ff%) <S%>
S3/oy \op ) \S3
tiene una distribucion F con (n, — 1) grados de libertad en el numerador y (n, — 1) grados

de libertad en el denominador. La definicién general de una variable aleatoria que posee una
distribucién F aparece a continuacion.

Sean W, y W, variables aleatorias independientes con distribucién x2, con v, y v, grados
de libertad, respectivamente. Entonces se dice que

_ W]/Vl
W2/V2

tiene una distribucion F con v, grados de libertad en el numerador y v, grados de liber-
tad en el denominador.

La funcién de densidad para una variable aleatoria con distribucién F' se proporciona en el
Ejercicio 7.99 donde el método para su deduccién estd indicado. Se puede demostrar (véase
el Ejercicio 7.34) que si F posee una distribucién F con v, grados de libertad en el numerador
y v, en el denominador, entonces E(F) = v,/(v, — 2) si v, > 2. También, si v, > 4, entonces
V(F) = [21/%(1/1 + vy = 2)]/[vi(va — 2)?(v2 — 4)]. Observe que la media de una variable
aleatoria con distribucién F depende sélo del nimero de grados de libertad v, del denomi-
nador.

Considerando una vez mds dos muestras aleatorias independientes tomadas de distribucio-
nes normales, sabemos que W, = (n; —1)S? Jo? y Wy = (n, — 1)S7 /o? tienen distribuciones
x* independientes con v, = (n, — 1) y v, = (n, — 1) grados de libertad, respectivamente.
Entonces, la Definicién 7.3 implica que

_ Wi _ [n = DS o] fim = 1) _ SP/o}
Wafva [ = DS3 /03] f(na = 1) $3/o

tiene una distribucién F con (n; — 1) grados de libertad en el numerador y (n, — 1) grados de
libertad en el denominador.

En la Figura 7.4 se muestra la grafica de una funcién de densidad F. Los valores de F, tales
que P(F > F,) = «a se dan en la Tabla 7, Apéndice 3, para valores de a = .100, .050, .025,
.010 y .005. En la Tabla 7, los encabezados de las columnas son los grados de libertad del
numerador mientras que los grados de libertad del denominador se dan en los encabezados
del renglén principal. Opuestos a cada uno de los grados de libertad del denominador (encabe-
zados de renglén), aparecen los valores de a = .100, .050, .025, .010 y .005. Por ejemplo, si la
variable F de interés tiene 5 grados de libertad en el numerador y 7 grados de libertad en el de-
nominador, entonces F]()() = 288, F()s() = 397, F()25 = 529, F()]() =17.46 y F()os = 9.52.
Por tanto, si F' tiene una distribucién F con 5 grados de libertad en el numerador y 7 grados de



FIGURA 7.4
Una tipica funcién
de densidad de
probabilidad F
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f(u)

"\Q

libertad en el denominador, entonces P(F > 7.46) = .01. Se deduce que 7.46 es el .99 cuantil
de la distribucién F con 5 grados de libertad en el numerador y 7 grados de libertad en el de-
nominador. En general, F, = ¢,_,, el cuantil (1 — @) [el 100(1 — a)—€simo percentil] de una
variable aleatoria con distribucién F.

Para los cinco valores previamente mencionados de «, 1a Tabla 7, Apéndice 3, proporciona
los valores de F, para 646 distribuciones F (las de grados de libertad 1, 2, . . ., 10, 12, 15, 20,
24, 30, 40, 60, 120 e co en el numerador y las de grados de libertad 1, 2, . . ., 30, 40, 60, 120 e
oo en el denominador). De forma considerable hay mds informacién acerca de estas distribu-
ciones, y las asociadas con grados de libertad no incluidas en la tabla, en software estadistico
que se puede adquirir comercialmente. Si Y tiene una distribucién F con v, grados de libertad
en el numerador y v, grados de libertad en el denominador, el comando P£(Yo,%1,72) de
R (y S-Plus) da P(Y = y,) mientras que 9 (P,1,72) da el p-ésimo cuantil, el valor de ¢,
tal que P(Y = ¢,) = p. Las probabilidades y cuantiles asociados con variables aleatorias de
distribucién F también se pueden obtener facilmente con el uso de la aplicacién breve F-Ratio
Probabilities and Quantiles (en www.thomsonedu.com /statistics /wackerly).

EJEMPLO 7.7

Solucion

Si tomamos muestras independientes de tamafios n; = 6 y n, = 10 de dos poblaciones norma-
les con la misma varianza poblacional, encuentre el nimero b tal que

St
P(2L=b) =095
SZ

Como n, = 6, n, = 10y las varianzas poblacionales son iguales, entonces
2.2 2
Sifoi _ 51
2,2 2
Sjoy S

tiene una distribucién F con v, = n, — 1 = 5 grados de libertad en el numeradory v, = n, — 1
= 9 grados de libertad en el denominador. Asimismo,

5?2 5?2
P<12 Sb) =1P(12 >b>.
S S
Por tanto, queremos determinar el nimero b que delimita un 4rea en el extremo superior de .05
bajo la funcién de densidad F con 5 grados de libertad en el numerador y 9 grados de libertad

en el denominador. Si leemos en la columna 5 y renglén 9 de la Tabla 7, Apéndice 3, vemos
que el valor apropiado de b es 3.48.
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Aun cuando las varianzas poblacionales son iguales, la probabilidad de que la razén entre
las varianzas muestrales sea mayor que 3.48 todavia es .05 (suponiendo tamafios muestrales
den, = 6yn,=10). |

7.9

7.10

711

Esta seccion se ha dedicado a desarrollar distribuciones muestrales de diversos estadisticos
calculados mediante el uso de las observaciones de una muestra aleatoria tomada de una poblacién
normal (o muestras aleatorias independientes extraidas de dos poblaciones normales). En par-
ticular, siY,,Y,, ..., Y, representa una muestra aleatoria de una poblacién normal con media u y
varianza o>, hemos visto que \/n(Y — ) /o tiene una distribucién normal estdndar. Asimismo,
(n—1) 8%/ tiene una distribucién x>y VY — )/ S tiene una distribucién ¢ (ambas conn — 1
grados de libertad). Si tenemos dos muestras aleatorias independientes de poblaciones norma-
les con varianzas 012 y 0—%, entonces F = (S 12 /012) ) S22 /0'22) tiene una distribucion F. Estas dis-
tribuciones muestrales hardn posible que podamos evaluar las propiedades de procedimientos
inferenciales en capitulos posteriores. En la siguiente seccién examinamos las aproximacio-
nes a ciertas distribuciones muestrales que pueden ser muy titiles cuando se desconoce la
forma exacta de la distribuciéon muestral o cuando es dificil o tedioso usar la distribucién
muestral exacta para calcular probabilidades.

Ejercicios

Consulte el Ejemplo 7.2. La cantidad de liquido dosificado por una maquina embotelladora esta distri-
buida normalmente con o = 1 onza. Sin = 9 botellas se seleccionan aleatoriamente de la produccién de
la maquina, encontramos que la probabilidad de que la media muestral se encuentre a no mas de .3 onza
de la verdadera media es .6318. Suponga que Y se ha de calcular usando una muestra de tamafio 7.

a Sin =16, jcudles P(|Y — pu| = .3)?

b Encuentre P(]Y — u|= .3) cuando Y se ha de calcular usando muestras de tamafios n = 25, n = 36,
n=49yn=64.

¢ (Qué patrén observa usted entre los valores para P(|Y — u|=.3) que haya contemplado para diver-
sos valores de n?

d ;Los resultados obtenidos en el inciso b parecen ser consistentes con el resultado obtenido en el
Ejemplo 7.3?

Consulte el Ejercicio 7.9. Suponga ahora que la cantidad de liquido dosificado por la maquina embote-
lladora estd distribuida normalmente con o = 2 onzas.

a Sin=9botellasseseleccionanaleatoriamente delaproducciéndelaméquina, jcudles P(|Y — u|=<.3)?
Compare esto con la respuesta obtenida en el Ejemplo 7.2.

b Encuentre P(|Y — u|=.3) cuando Y se ha de determinar usando muestras de tamafios n = 25, n =
36,n =49y n = 64.

¢ (Qué patrén observa usted entre los valores para P(]Y — w|=.3) que contempl§ para los diversos
valores de n?

d ;C6mo se comparan las respectivas probabilidades obtenidas en este problema (donde o = 2) con las
obtenidas en el Ejercicio 7.9 (donde o = 1)?

Un guardabosque, que estudia los efectos de la fertilizacién en ciertos bosques de pinos en el sureste,
estd interesado en estimar el promedio de 4rea de la base de los pinos. Al estudiar dreas basales de pinos
similares durante muchos afios, descubrié que estas mediciones (en pulgadas cuadradas) estdn distri-
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buidas normalmente con desviacién estdndar aproxima de 4 pulgadas cuadradas. Si el guardabosque
muestrea n = 9 drboles, encuentre la probabilidad de que la media muestral se encuentre a no més de 2
pulgadas cuadradas de la media poblacional.

Suponga que al guardabosque del Ejercicio 7.11 le gustaria que la media muestral estuviera a no mas
de 1 pulgada cuadrada de la media poblacional, con probabilidad .90. ;Cudntos drboles debe medir para
asegurar este grado de precision?

La Environmental Protection Agency se ocupa del problema de establecer criterios para las cantidades
de sustancias quimicas téxicas permitidas en lagos y rios de agua dulce. Una medida comun de toxicidad
para cualquier contaminante es la concentracion de éste que mataria a la mitad de la especie de prueba
en un tiempo determinado (por lo general 96 horas para especies de peces). Esta medida se denomina
CL50 (concentracién letal que mata 50% de la especie de prueba). En muchos estudios, los valores
contenidos en el logaritmo natural de mediciones del CL50 estan distribuidos normalmente y, en conse-
cuencia, el andlisis estd basado en datos del In(CL50).

Estudios de los efectos del cobre en cierta especie de peces (por ejemplo la especie A) muestran que
la varianza de mediciones de In(CL50) es alrededor de .4 con mediciones de concentracién en miligra-
mos por litro. Si han de completarse n = 10 estudios sobre el CL50 para cobre, encuentre la probabili-
dad de que la media muestral de In(CL50) difiera de la verdadera media poblacional en no mds de .5.

Si en el Ejercicio 7.13 deseamos que la media muestral difiera de la media poblacional en no mas de .5
con probabilidad .95, ;cudntas pruebas deben realizarse?

Suponga que X, X,, ..., X,y Y, Y, ..., Y, son muestras aleatorias independientes, con las variables
X, distribuidas normalmente con media u, y varianza o7 y las variables Y, distribuidas normalmente con
media u, y varianza o3. La diferencia entre las medias muestrales, X — ¥, es entonces una combinacién
lineal de m + n variables aleatorias distribuidas normalmente y, por el Teorema 6.3, tiene una distribu-
cién normal.

a Encuentre E(X — 7).
b Encuentre V(X — 7).

¢ Suponga que 0 =2, 07 =2.5 y m = n. Encuentre los tamafios muestrales para que (X —Y) se
encuentre a no mds de 1 unidad de (u, — u,) con probabilidad .95.

Refiriéndose al Ejercicio 7.13, suponga que los efectos del cobre en una segunda especie (por ejemplo la
especie B) de peces muestran la varianza de mediciones de In(CL50) que son de .8. Si las medias pobla-
cionales del In(CL50) para las dos especies son iguales, encuentre la probabilidad de que, con muestras
aleatorias de diez mediciones de cada especie, la media muestral para la especie A sea mayor a la media
muestral para la especie B en al menos 1 unidad.

Ejercicio Applet Consulte el Ejemplo 7.4. Use la aplicaciéon breve Chi-Square Probabilities and
Quantiles para hallar P Z?:l Z? =6). (Recuerde que Zle Z? tiene una distribucién x? con 6 grados
de libertad.)

Ejercicio Applet Consulte el Ejemplo 7.5. Si o> = 1 y n = 10, use la aplicacién Chi-Square Probabilities
and Quantiles para hallar P(S*> = 3). Recuerde que, con las condiciones dadas previamente, 95 tiene
una distribucién y? con 9 grados de libertad.)

Los amperimetros producidos por un fabricante se venden con la especificacién de que la desviacién
estandar de las lecturas de la aguja no sea mayor que .2 amperes. Uno de estos amperimetros se utilizd
para hacer diez lecturas independientes en un circuito de prueba con corriente constante. Si la varianza
muestral de estas diez mediciones es .065 y es razonable suponer que las lecturas estdn distribuidas nor-
malmente, ¢los resultados sugieren que el amperimetro empleado no satisface las especificaciones del
mercado? [Sugerencia: encuentre la probabilidad aproximada de que la varianza muestral serd mayor
que .065 si la verdadera varianza poblacional es .04.]
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a Si U tiene una distribucién x? con v grados de libertad, encuentre E(U) y V(U).

b Usando los resultados del Teorema 7.3, encuentre E(S?) y V(%) cuando Y}, Y,, . .., ¥, es una muestra
aleatoria de una distribucién normal con media u y varianza o.

Consulte el Ejercicio 7.13. Suponga que n = 20 observaciones se han de tomar a mediciones In(CL50)
y que o> = 1.4. Denote con S” la varianza muestral de las 20 mediciones.

a Encuentre un nimero b tal que P(S*> < b) = .975.
b Encuentre un niimero a tal que P(a < §%) = .975.
¢ Siay bsoncomo en los incisos a y b, jcudl es P(a = S? < b)?

Ejercicio Applet Como ya indicamos en la Definicién 4.10, una variable aleatoria Y tiene una distribu-
cién x? con v grados de libertad si y sélo si Y tiene una distribucién gamma cona = v/2y g = 2.

a Use la aplicacién Comparison of Gamma Density Functions para graficar densidades y* con 10, 40
y 80 grados de libertad.

b ;Qué observa usted acerca de las formas de estas funciones de densidad? ;Cudl de ellas es mds simé-
trica?

¢ En el Ejercicio 7.97 usted demostrar que para valores grandes de v, una variable aleatoria y? tiene
una distribucién que puede ser aproximada por una distribucién normal con u = vy o =V 2.
(Cémo se comparan la media y desviacién estdndar de la aproximacién a la distribucién normal con
la media y la desviacién estdndar de la variable aleatoria x> de ¥?

d Consulte las graficas de las densidades x? que obtuvo en el inciso a. En el inciso c dijimos que, si el
niimero de grados de libertad es grande, la distribucién x* se puede aproximar con una distribucién
normal. ;Le sorprende esto? ;Por qué?

Ejercicio Applet

a Use la aplicacion Chi-Square Probabilities and Quantiles para determinar P[Y > E(Y)] cuando Y
tiene distribuciones y? con 10, 40 y 80 grados de libertad.

b ;Qué observé usted acerca de P[Y > E(Y)] cuando aumenta el nimero de grados de libertad como en
el inciso a?

¢ ;Cémo se relaciona lo que usted observé en el inciso b con las formas de las densidades x? que ob-
tuvo en el Ejercicio 7.227

Ejercicio Applet Consulte el Ejemplo 7.6. Suponga que T tiene una distribucién # con 5 grados de liber-
tad.

a Use la aplicacién Student’s t Probabilities and Quantiles para hallar la probabilidad exacta de que T’
sea mayor que 2.

b Use la aplicacién Student’s t Probabilities and Quantiles para hallar la probabilidad exacta de que T
sea menor que —2.

¢ Use la aplicacion Student’s t Probabilities and Quantiles para hallar la probabilidad exacta de que T
esté entre -2 y 2.

d Surespuesta al inciso c es considerablemente menor que 0.9544 = P(-2 = Z < 2). Consulte la figura
7.3 y explique por qué esto es como se esperaba.

Ejercicio Applet Suponga que 7 es una variable aleatoria con distribucién ¢.

a Si T'tiene 5 grados de libertad, use la Tabla 5, Apéndice 3, para hallar ¢, el valor tal que P(T > t,,)
= .10. Encuentre ¢, usando la aplicacion Student’s t Probabilities and Quantiles.

b Consulte el inciso a. ;A qué cuantil corresponde 7 ,,? ;A qué percentil?

¢ Use el applet Student’s t Probabilities and Quantiles para hallar el valor de ¢, para distribuciones ¢
con 30, 60 y 120 grados de libertad.
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d Cuando Z tiene una distribucién normal estandar, P(Z > 1.282) = .10y z , = 1.282. ; Qué propiedad
de la distribucién ¢ (cuando se compara con la distribucién normal estandar) explica el hecho de que
todos los valores obtenidos en el inciso ¢ son mayores que z ;, = 1.282?

e (Qué se observa acerca de los tamafios relativos de los valores de ¢, para distribuciones ¢ con 30, 60
y 120 grados de libertad? Calcule lo que ¢, “converge” cuando se hace grande el nimero de grados
de libertad. [Sugerencia: vea el renglén marcado oo en la Tabla 5, Apéndice 3.]

Consulte el Ejercicio 7.11. Suponga que, en el problema de fertilizacion del bosque, la desviacion
estandar poblacional de dreas basales no se conoce y debe estimarse a partir de la muestra. Si se ha de
medir una muestra aleatoria de n = 9 dreas basales, encuentre dos estadisticos g, y g, tales que P[g; =
Y — ) =g]=.90.

Ejercicio Applet Consulte el Ejemplo 7.7. Si tomamos muestras independientes de tamafios n, = 6 'y
n, = 10 de dos poblaciones normales con varianzas poblacionales iguales, use la aplicacién F-Ratio
Probabilities and Quantiles para hallar

a P(S/S3>2).
b P(S}/S3 <0.5).

¢ la probabilidad de que una de las varianzas muestrales sea al menos el doble de grande que la otra.

Ejercicio Applet Suponga que Y tiene una distribucién F con v, = 4 grados de libertad en el numerador
y v, = 6 grados de libertad en el denominador.

a Use la Tabla 7, Apéndice 3, para hallar F ,;.También determinelo con la aplicaciéon F-Ratio
Probabilities and Quantiles.

b Consulte el inciso a. ;A qué cuantil de ¥ corresponde F',5? (A qué percentil?

¢ Consulte los incisos a y b. Use la aplicacién F-Ratio Probabilities and Quantiles para hallar F s, el
cuantil .025 (2.50. percentil) de la distribucién de Y.

d Si U tiene una distribucién F con v, = 6 grados de libertad en el numerador y v, = 4 en el denomina-
dor, use la Tabla 7, Apéndice 3 o la aplicacién F-Ratio Probabilities and Quantiles para hallar F .

e En el Ejercicio 7.29, usted demostrard que si Y es una variable aleatoria que tiene una distribucién F'
con v, grados de libertad en el numerador y v, en el denominador, entonces U = 1/Y tiene una distri-
bucién F con v, grados de libertad en el numerador y v, en el denominador. ¢ Este resultado explica la
relacién entre F ;5 del inciso ¢ (4 grados de libertad en el numerador y 6 en el denominador) y F s
del inciso d (6 grados del libertad en el numerador y 4 en el denominador)? ;Cudl es esta relacion?

Si Y es una variable aleatoria que tiene una distribucién F con v, grados de libertad en el numerador y
v, grados de libertad en el denominador, demuestre que U = 1/Y tiene una distribucién F con v, grados
de libertad en el numerador y v, grados de libertad en el denominador.

Suponga que Z tiene una distribucién normal estdndar y que Y es una variable aleatoria independiente
con distribucién x? y con v grados de libertad. Entonces, segin la Definicién 7.2,

z

r= VY v

tiene una distribucién ¢ con v grados de libertad.!

a Si Z tiene una distribucién normal estandar, dé E(Z) y E(Z?). [Sugerencia: para cualquier variable
aleatoria, E(Z%) = V(Z) + (E(Z))*.]

1. Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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b De acuerdo con el resultado obtenido en el Ejercicio 4.112(a), si Y tiene una distribucién x> con
v grados de libertad, entonces

I'([v/2] +a)

E@® = T(v/2)

24, siv > 2a.

Use este resultado, el resultado del inciso a y la estructura de 7T para demostrar lo siguiente.
[Sugerencia: recuerde la independenciade Zy Y.]

i E(T)=0,siv>1.
it V(T)=v/(v —2),siv>2.

a Use la Tabla 7, Apéndice 3, para hallar F , para variables aleatorias con distribucién F, todas con
4 grados de libertad en el numerador, pero con grados de libertad en el denominador de 10, 15, 30,
60, 120 e oo.

b Consulte el inciso a. ;Qué observa acerca de los valores de F, conforme aumenta el nimero de
grados de libertad del denominador?

¢ (Cudl es X3, para una variable aleatoria con distribucién y?y 4 grados de libertad?

d Divida el valor de X3, (4 grados de libertad) del inciso c entre el valor de F o1 (4 grados de libertad
en el numerador; grados de libertad = oo en el denominador). Explique por qué el valor que obtuvo
es adecuado para la razén. [Sugerencia: considere la definicién de una variable aleatoria con distri-
bucién F dada en la Definicion 7.3.]

Ejercicio Applet

a Encuentre f 5 para una variable aleatoria con distribucién ¢ y 5 grados de libertad.

b Consulte el inciso a. ;Cudl es P(T?* > 135)?

¢ Encuentre F |, para una variable aleatoria con distribucién F con 1 grado de libertad en el numerador
y 5 grados de libertad en el denominador.

d Compare el valor de F ,, hallado en el inciso ¢ con el valor de 73 de los incisos a y b.

e En el Ejercicio 7.33 usted demostrard que si 7T tiene una distribucién ¢ con v grados de libertad,
entonces U = T2 tiene una distribucién F con 1 grado de libertad en el numerador y v grados del li-
bertad del denominador. ;Cémo explica esto la relacién entre los valores de F (1 grado de libertad
1 en el numerador, 5 grados de libertad en el denominador) y 125 (5 grados de libertad) que observd
en el inciso d?

Use las estructuras de 7'y F dadas en las Definiciones 7.2 y 7.3, respectivamente, para demostrar que si
T tiene una distribucién ¢ con v grados de libertad, entonces U = T? tiene una distribucién F con 1 grado
de libertad en el numerador y v grados de libertad en el denominador.

Suponga que W, y W, son variables aleatorias independientes y con distribucién x> con v, y v, grados
de libertad, respectivamente. De acuerdo con la Definicién 7.3,

F = W1 /V]
Wz/Vz

tiene una distribucién F con v, y v, grados de libertad en numerador y denominador, respectivamente.
Use la estructura anterior de F, la independencia de W, y W, y el resultado resumido en el Ejercicio
7.30(b) para demostrar

a E(F) =vy/(vy —2),siv, > 2.
b V(F)= [21/%(1/1 + vy = 2)] /(v — 2)2(v, — )], siv, > 4.

Consulte el Ejercicio 7.34. Suponga que F tiene una distribucién F con v, = 50 grados de libertad en el
numerador y v, = 70 grados de libertad en el denominador. Observe que la Tabla 7, Apéndice 3, no con-
tiene entradas para 50 grados de libertad en el numerador y 70 grados de libertad en el denominador.
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a ;Cudles E(F)?

b Obtenga V(F).

¢ (Es probable que F sea mayor que 37 [Sugerencia: use el teorema de Tchebysheff.]

Sea S} la varianza muestral para una muestra aleatoria de diez valores In(CL50) para cobre y sea S;
la varianza muestral para una muestra aleatoria de ocho valores In(CL50) para plomo; se utilizaron
muestras de la misma especie de peces. Se supone que la varianza poblacional para mediciones de cobre
es el doble de la correspondiente varianza poblacional para mediciones de plomo. Suponga que S7 es
independiente de S3.

a Encuentre un nimero b tal que

b Encuentre un ndmero a tal que

S2
P (a = —12) .95.
S;
[Sugerencia: use el resultado del Ejercicio 7.29 y observe que P(U, /U, =< k) = P(U,/U, = 1/k).]
¢ Siay bsonlos de los incisos a y b, encuentre

2
Pla= St =b).
$3
SeaY,, Y,, ..., Ys una muestra aleatoria de tamafio 5 de una poblacion normal con media 0 y varianza

lyseaY = (1/ 5) 37, Y. Sea ¥, otra observaci6n independiente de la misma poblacién. ;Cudl es la
distribucién de

a W =Y, ¥??Porqué?
b U=37 (Y, —Y)*? iPorqué?
¢ Y, (Y; —=Y)> + Y27 ;Por qué?

Supongaque Yy, Y,,..., Y5, Y5, Y, W y U son como se define en el Ejercicio 7.37. ;Cudl es la distri-
bucién de

. \/5Y,/N/W? ;Por qué?

b 2v,/\/U? (Por qué?

c 2 (5?2 +¥2) /U? jPor qué?

Suponga que muestras independientes (de tamafio n,) se toman de cada una de k poblaciones y que la
poblacién i estd normalmente distribuida con media y, y varianza 6% i = 1,2, . . ., k. Esto es, todas
las poblaciones estdn distribuidas normalmente con la misma varianza pero con (posiblemente) medias

diferentes. Sean X,;y S7, i = 1,2, .. ., klas respectivas medias muestrales y varianzas. Sea § = c,u, +
Cofby + - - - + My, donde ¢y, ¢, . . ., ¢, son constantes dadas.

a Calcule la distribucién de § = ¢, X; + ¢, X, + + - + +¢, X;. Proporcione razones para cualesquiera
afirmaciones que haga.

b Proporcione la distribucién de

SSE :
==-, dondeSSE =Y (n, — 1)S}.
i=1

Justifique las afirmaciones que haga.
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exponencial

¢ Proporcione la distribucién de

-0 SSE
s donde MSE =

c% C% CI% n+tnpt+ o+ —k°
—+=+---+—= ) MSE
n ny ni

Justifique las afirmaciones que haga.

Teorema del limite central

En el Capitulo 5 demostramos que si Y}, Y,, . .., Y, representa una muestra aleatoria provenien-
te de cualquier distribucién con media w y varianza o, entonces E(Y) = wy V(Y) = o2 /n.
En esta seccién desarrollaremos una aproximacién para la distribucién muestral de Y, que se
puede usar sin considerar la distribucién de la poblacién de la cual se tome la muestra.

Si extraemos la muestra de una poblacién normal, el Teorema 7.1 nos dice que Y tiene
una distribucién de muestreo normal. Pero, ;qué podemos decir acerca de la distribucién
muestral de Y si las variables ¥, no estdn distribuidas normalmente? Por fortuna, Y tendr una
distribucién muestral que es aproximadamente normal si el tamafio de la muestra es grande.
El enunciado formal de este resultado recibe el nombre de teorema del limite central. No
obstante, antes de enunciar este teorema, veremos algunos estudios practicos que demuestran
la distribucién muestral de Y.

Se utilizé una computadora para generar muestras aleatorias de tamafio n de una funcién
con densidad exponencial y media 10, es decir, de una poblacién con densidad

1/10)e>/10, y >0,
fiy = { W0

, en cualquier otro punto.

En la Figura 7.5 aparece una grafica de esta funcién de densidad. La media muestral se
calcul6 para cada muestra y el histograma de frecuencia relativa para los valores de las me-
dias muestrales para 1000 muestras, cada una de tamafio n = 5, se presenta en la Figura 7.6.
Observe que la Figura 7.6 presenta un histograma que tiene forma aproximada de campana,
pero el histograma esta ligeramente sesgado.

La Figura 7.7 es una gréfica de un histograma similar de frecuencia relativa de los valores
de la media muestral para 1000 muestras, cada una de tamafio n = 25. En este caso, la Figura
7.7 muestra un histograma casi simétrico en forma de campana, que se puede calcular en for-
ma bastante cercana con una funcién de densidad normal.

f(y)
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Recuerde del Capitulo 5 que E(Y) = puy = py V(Y) = 0’% = ¢?/n. Para la funcién
de densidad exponencial empleada en las simulaciones, u = E(Y,) = 10y o> = V(Y) = 10> =

100. Entonces, para este ejemplo, vemos que

_ — o2 100
uy =EX)=pn=10 y o= V( ):727'

Para cada valor de n (5 y 25), calculamos el promedio de las 1000 medias muestrales gene-
radas en el estudio. La varianza observada de las 1000 medias muestrales también se calcul6
para cada uno de los valores de n. Los resultados se muestran en la Tabla 7.1. En cada estudio
préctico (n = 5y n = 25), el promedio de las medias muestrales observadas y la varianza de
las medias muestrales observadas son bastante cercanos a los valores tedricos.

A continuacién enunciamos formalmente el teorema del limite central.
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TEOREMA 7.4

Tabla 7.1 Calculos para 1000 medias muestrales

Tamafio Promedio de 1000 Varianza de 1000

muestral medias muestrales wy = . medias muestrales 0'% =c*n

n=>5 9.86 10 19.63 20
n =25 9.95 10 3.93 4
Teorema del limite central: Sean Y, Y, . . ., Y, variables aleatorias independientes y

distribuidas idénticamente con E(Y) = uy V(Y;) = 0* < co. Definamos

" Y —n Y - — 1
U,,IZ’_1 : . = dondeYI—ZYi.
n

a\n a/Nn i=1

Entonces la funcion de distribucién de U, converge hacia la funcioén de distribucién
normal estandar cuando n — oo. Esto es,

“ 1 2
lim P(U, < u) :/ e dr ara toda u.
n— 00 —oo\/2’7T P

El teorema del limite central implica que los enunciados de probabilidad acerca de U, pueden
ser aproximados por probabilidades correspondientes para la variable aleatoria normal estdn-
dar si n es grande. (Por lo general, un valor de n mayor que 30 asegura que la distribucién de
U, se puede calcular en forma aproximada por medio de una distribucién normal.)

Por comodidad, la conclusion del teorema del limite central a menudo se sustituye con el
enunciado mas sencillo de que Y estd distribuida normalmente en forma asintdtica con media
w y varianza o*/n. El teorema del limite central se puede aplicar a una muestra aleatoria Y,
Y,, ..., Y, para cualquier distribucién mientras E(Y;) = uy V() = o sean finitas y el tamafio
muestral sea grande.

Daremos algunos ejemplos de la aplicacion del teorema del limite central pero aplazamos
la demostracidn hasta la siguiente seccidn (cuyo estudio es opcional). La demostracién no es
necesaria para entender las aplicaciones del teorema del limite central que aparece en este
texto.

EJEMPLO 7.8

Solucion

Las calificaciones de exdmenes para todos los estudiantes de dltimo afio de preparatoria en
cierto estado tienen media de 60 y varianza de 64. Una muestra aleatoria de n = 100 estudian-
tes de una escuela preparatoria grande tuvo una calificacién media de 58. ;Hay evidencia para
sugerir que el nivel de conocimientos de esta escuela sea inferior? (Calcule la probabilidad de
que la media muestral sea a lo sumo 58 cuando n = 100.)

Denote con Y la media de una muestra aleatoria de n = 100 calificaciones de una poblacién
con u = 60 y 0> = 64. Deseamos calcular P(Y < 58). Sabemos por el Teorema 7.4 que
(Y — ) /(o \/n) tiene una distribucién que puede aproximarse con una distribucion normal
estandar. En consecuencia, usando la Tabla 4, Apéndice 3, tenemos

Y —60 _ 5860
8/\V/100 .8

PY =58 =P ( ) ~ P(Z = —2.5) = .0062.
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Debido a que esta probabilidad es muy pequefia, no es probable que la muestra de la escue-
la estudiada se pueda considerar como muestra aleatoria de una poblacién con u = 60y % =
64. La evidencia sugiere que la calificacién promedio para esta preparatoria es menor que el
promedio general de u = 60.

Este ejemplo ilustra el uso de probabilidad en el proceso de comprobacion de hipétesis, téc-
nica comun de inferencia estadistica que se estudiard con mds detalle en el Capitulo 10. |

EJEMPLO 7.9

Los tiempos de servicio para los clientes que pasan por la caja en una tienda de venta al me-
nudeo son variables aleatorias independientes con media de 1.5 minutos y varianza de 1.0.
Calcule la probabilidad de que 100 clientes puedan ser atendidos en menos de 2 horas de
tiempo total de servicio.

Solucion  Si denotamos con Y, el tiempo de servicio para el i-ésimo cliente, entonces queremos calcu-
lar
100
P Zy,- ~120) = p (v =2 = P(Y = 1.20).
= 100
Como el tamafio muestral es grande, el teorema del limite central nos dice que Y estd distri-
buida normalmente en forma aproximada con media uy = w = 1.5 y varianza o% =0’/n =
1.0/100. Por tanto, usando la Tabla 4, Apéndice 3, tenemos
P(F <120) = P Y —1.50 _1.20 - 1.50
o /7100 1/V100
~ P[Z =(1.2—-15)10] = P(Z = —3) = .0013.

Entonces, la probabilidad de que 100 clientes puedan ser atendidos en menos de 2 horas
es aproximadamente .0013. Esta pequefia probabilidad indica que es practicamente imposible
atender a 100 clientes en menos de 2 horas. |
Ejercicios

7.40  Ejercicio Applet Suponga que la poblacién de interés no tiene una distribucién normal. ;Qué aspecto

presenta la distribucién muestral de Y y cudl es el efecto del tamafio de la muestra en la distribucién
muestral de ¥ ? Use la aplicacién SampleSize para completar lo siguiente. Use las flechas de arriba /abajo
a la izquierda del histograma de la distribucion poblacional para seleccionar la distribucién “Sesgada”.
(Cudl es la media y la desviacién estdndar de la poblacion de la cual se seleccionaron las muestras?
[Estos valores estdn marcados M y S, respectivamente, y se dan arriba del histograma poblacional.]

a Use las flechas arriba/abajo en las cajas izquierda y derecha de “Sample Size” para seleccionar
muestras de tamafios 1 y 3. Haga clic unas cuantas veces en el botén “1 Sample”. ;Qué semejanzas
hay entre los dos histogramas generados? ;Qué es diferente en ellos?
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b Haga clic unas cuantas veces en el botén “1000 Samples” y conteste las preguntas del inciso b. ;Los
histogramas generados tienen las formas que esperaba? ;Por qué?

¢ ;Las medias y desviaciones estdndar de las dos distribuciones muestrales son cercanas a los valores
que esperaba? [Sugerencia: V(Y) = o2 /n.]

d Haga clic en el botén “Toggle Normal”. ;Qué observa acerca de lo adecuado de las distribuciones
normales calculadas?

e Haga clic en las dos distribuciones muestrales generadas para que aparezcan ventanas para cada
una. Use las flechas arriba/abajo en las cajas izquierda y derecha de “Sample Size” para seleccionar
muestras de tamafio 10 y 25. Haga clic en el botén “Toggle Normal”. Ahora tiene ya las grficas de
las distribuciones muestrales de las medias muestrales basadas en muestras de tamaiios 1, 3, 10 y 25.
(Qué observa acerca de lo adecuado de la aproximacién normal cuando aumenta el tamafio mues-
tral?

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 7.40. Use la aplicaciéon SampleSize para completar lo siguiente.
Use la flecha arriba/abajo a la izquierda del histograma de la distribucién poblacional para seleccionar
la distribucién “en forma de U”. ;Cudl es la media y la desviacién estdndar de la poblacién de la cual se
seleccionardn las muestras?

a Conteste las preguntas de los incisos (a-e) del Ejercicio 7.40.

b Consulte el inciso a. Cuando examind la distribucién muestral de Y para n = 3, tenfa un “valle” en
el centro. ;Por qué ocurri6 esto? Use la aplicacién Basic para averiguarlo. Seleccione la distribucién
poblacional “en forma de U” y haga clic en el botén “1 Sample.” ; Qué observa acerca de los valores
de observaciones individuales en la muestra? Haga clic en el botén “1 Sample” varias veces mas.
(Los valores de la muestra tienden a ser (relativamente) grandes o pequeflos con pocos valores en el
“centro”? ;Por qué? ;Qué efecto tiene esto en el valor de la media muestral? [Sugerencia: 3 es un
tamafio muestral impar.]

La resistencia a la ruptura del vidrio templado promedia 14 (medida en miles de libras por pulgada
cuadrada) y tiene una desviacion estdndar de 2.

a (Cuadl es la probabilidad de que el promedio de resistencia a la ruptura de 100 piezas seleccionadas
aleatoriamente de este vidrio exceda de 14.5?

b Encuentre un intervalo que incluya, con probabilidad 0.95, el promedio de resistencia a la ruptura de
100 piezas de este vidrio seleccionadas aleatoriamente.

Una antropdloga desea calcular el promedio de estatura de los hombres de cierta raza. Si se supone que
la desviacién estdndar poblacional es de 2.5 pulgadas y si ella muestrea 100 hombres aleatoriamente,
encuentre la probabilidad de que la diferencia entre la media muestral y la verdadera media poblacional
no exceda de .5 pulgada.

Suponga que la antropdloga del Ejercicio 7.43 desea que la diferencia entre la media muestral y la media
poblacional sea menor que .4 pulgada, con probabilidad de .95. ;Cudntos hombres debe tomar como
muestra para lograr este objetivo?

Trabajadores de una gran empresa de servicios tienen un salario promedio de $7.00 por hora con una
desviacién estdndar de $.50. La industria tiene 64 trabajadores de cierto grupo étnico que tienen un
salario promedio de $6.90 por hora. ;Es razonable suponer que la tasa salarial del grupo étnico es equi-
valente a la de una muestra aleatoria de trabajadores tomada de los empleados en la industria militar?
[Sugerencia: calcule la probabilidad de obtener una media muestral menor o igual que $6.90 por hora.]

La acidez de los suelos se mide mediante una cantidad llamada pH, que varia de O (acidez alta) a 14
(alcalinidad alta). Un edafélogo desea calcular el promedio de pH para un campo de grandes dimensio-
nes al seleccionar aleatoriamente n muestras de nicleos y medir el pH de cada muestra. Aun cuando la
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desviacidn estdndar poblacional de mediciones de pH no se conoce, la experiencia del pasado indica que
casi todos los suelos tienen un valor de pH de entre 5 y 8. Si el cientifico selecciona n = 40 muestras,
encuentre la probabilidad aproximada de que la media muestral de las 40 mediciones de pH esté a .2
unidades del verdadero promedio de pH para el campo. [Sugerencia: vea el Ejercicio 1.17.]

Suponga que al cientifico del Ejercicio 7.46 le gustaria que la media muestral estuviera a no mas de .1
de la verdadera media con probabilidad .90. ;Cudntas muestras de niicleos debe tomar?

Un aspecto importante de un plan econémico federal era que los consumidores ahorraran una parte im-
portante de dinero que recibieran por una reduccién de impuestos sobre sus ingresos. Suponga que las
primeras estimaciones de la parte del total de impuesto ahorrada, con base en una muestra aleatoria de
35 economistas, tuvo media de 26% y desviacion estdndar de 12%.

a (Cudl es la probabilidad aproximada de que la estimacién de la media muestral, basada en una mues-
tra aleatoria de n = 35 economistas, se encuentre a no mds de 1% de la media de la poblacién de las
estimaciones de todos los economistas?

b (Es necesariamente verdadero que la media de la poblacién de las estimaciones de todos los econo-
mistas sea igual al porcentaje de ahorro en impuestos que en realidad se lograra?

El tiempo necesario para el mantenimiento periédico de un automévil u otra maquina tiene por lo
general una distribucién de probabilidad en forma de campana. Debido a que se presentaran algunos
alargamientos en los tiempos de servicio, la distribucion tiende a estar sesgada a la derecha. Suponga
que el tiempo necesario para dar servicio a un automévil que ha recorrido 5000 millas tiene una media
de 1.4 horas y desviacion estdndar de .7 horas. Suponga también que el departamento de servicio planea
atender a 50 automdviles por jornada de 8 horas y que, para hacerlo, puede dedicar un tiempo promedio
méximo de sélo 1.6 horas por automdvil. ; Cudntos dias tendrd que trabajar tiempo extra el departamento
de servicio?

Se ha encontrado que las mediciones de resistencia al corte en soldaduras por puntos tienen una des-
viacién estdndar de 10 libras por pulgada cuadrada (psi). Si se han de medir 100 soldaduras de prueba,
(cudl es la probabilidad aproximada de que la media muestral se encuentre a no mds de 1 psi de la ver-
dadera media poblacional?

Consulte el Ejercicio 7.50. Si la desviacion estdndar de mediciones de resistencia al corte en soldaduras
por puntos es 10 psi, ;cudntas soldaduras de prueba deben muestrearse si deseamos que la media mues-
tral se encuentre a no mds de 1 psi de la verdadera media con probabilidad aproximada de .99?

Los resistores que se han de usar en un circuito tienen un promedio de resistencia de 200 ohms y desvia-
cidén estandar de 10 ohms. Suponga que 25 de estos resistores se seleccionan aleatoriamente para usarse
en un circuito.

a (Cudl es la probabilidad de que la resistencia promedio para los 25 resistores esté entre 199 y 202
ohms?

b Encuentre la probabilidad de que la resistencia fofal no exceda de 5100 ohms. [Sugerencia: vea el
Ejemplo 7.9.]

Concentraciones de monéxido de carbono de cierta hora en muestras de aire de una gran ciudad prome-
dian 12 ppm (partes por millén) con desviacién estdndar de 9 partes por mill6n.

a (Cree usted que las concentraciones de mondxido de carbono en las muestras de aire de esta ciudad
estan distribuidas normalmente? ;Por qué si o por qué no?

b Encuentre la probabilidad de que la concentracién promedio en 100 muestras seleccionadas aleato-
riamente exceda de 14 partes por millén.

Asfaltos no alterados, como se encuentran por lo general en depdsitos de plomo y zinc, tienen razones
atémicas de hidrégeno/carbono (H/C) que promedian 1.4 con desviacién estandar de .05. Encuentre la
probabilidad de que la razén promedio de H/C sea menor que 1.3 si seleccionamos al azar 25 muestras
de asfaltos.
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El tiempo de inactividad por dia para una central de computo tiene una media de 4 horas y desviacién
estandar de .8 hora.

a Suponga que deseamos calcular probabilidades acerca del promedio diario de inactividad durante un
periodo de 30 dias.

i (Qué suposiciones deben ser verdaderas para usar el resultado del Teorema 7.4 y asi obtener una
aproximacidn vdlida para probabilidades acerca del promedio diario de inactividad?

ii De acuerdo con las suposiciones descritas en el inciso i, ¢cuél es la probabilidad aproximada de
que el promedio diario de inactividad, durante un periodo de 30 dias, sea de entre 1 y 5 horas?

b De acuerdo con las suposiciones descritas en el inciso a, ¢ cudl es la probabilidad aproximada de que
el tiempo fotal de inactividad, durante un periodo de 30 dias, sea menor que 115 horas?

Para muchos productos a granel, por ejemplo mineral de hierro y aziicar sin refinar, se muestrea su
calidad mediante un método que requiere que pequefias muestras se tomen periédicamente cuando el
material se mueve en una banda transportadora. Las pequefias muestras se combinan entonces y se
mezclan para formar una muestra compuesta. Denote con Y, el volumen de la i-ésima pequefia muestra
de un lote particular y suponga que Y,, Y,, . . ., ¥, constituyen una muestra aleatoria y que cada valor
de Y, tiene una media de u (en pulgadas cibicas) y varianza o>, El volumen promedio u de las muestras
se puede establecer al ajustar el tamafio del equipo de muestreo. Suponga que se sabe que la varianza
o? de los voltimenes de las muestras es aproximadamente 4. El volumen total de la muestra compuesta
debe exceder de 200 pulgadas ctibicas con probabilidad aproximadamente de .95 cuando se seleccionan
n = 50 pequeflas muestras. Determine un ajuste para u que permita que se satisfagan los requisitos del
muestreo.

Se conectan 25 ldmparas de calor en un invernadero para que cuando falle una de ellas, otra tome su
lugar de inmediato. (S6lo una ldmpara se enciende a la vez.) Las ldmparas operan de manera indepen-
diente y cada una tiene una vida titil de 50 horas y desviacién estandar de 4 horas. Si el invernadero no
se revisa durante 1300 horas después de encender el sistema de ldmparas, ;cudl es la probabilidad de que
una ldmpara permanezca encendida al final del periodo de 1300 horas?

Supongaque X, X,,...,X,yqueY,,Y,, ...,Y, son muestras aleatorias independientes de poblaciones
con medias u, y u, y varianzas o} y 03, respectivamente. Demuestre que la variable aleatoria

o= XD~ )
" Vol +03)/n
satisface las condiciones del Teorema 7.4 y por tanto que la funcidén de distribucion U, converge hacia

una funcién de distribucién normal estdndar cuando n — oo. [Sugerencia: considere W, = X, - Y, parai =
1,2,...,n]

Se disefia un experimento para determinar si el operador A o el operador B obtienen el trabajo de operar
una nueva miquina. Se toma el tiempo a cada operador en 50 intentos independientes que comprenden
la realizacién de cierto trabajo usando la mdquina. Si las medias muestrales para los 50 intentos difieren
en mds de 1 segundo, el operador con el menor tiempo medio obtiene el trabajo. De otro modo, el ex-
perimento es considerado como terminado en empate. Si las desviaciones estandar de los tiempos para
ambos operadores se suponen de 2 segundos, ¢cudl es la probabilidad de que el operador A obtenga el
trabajo aun cuando ambos operadores tengan igual capacidad?

El resultado del Ejercicio 7.58 se cumple incluso si difieren los tamafios muestrales. Esto es, si X,
X5 .., an yY, Y, ..., Yn2 constituyen muestras aleatorias independientes de poblaciones con medias
My Y M, Y varianzas o y 07, respectivamente, entonces X — Y estard distribuida normalmente en forma
aproximada, para n, y n, grandes, con media u, — u, y varianza (o2 /n,) + (02 /ny).

La filtracion de agua por el suelo depende, entre otras cosas, de la porosidad (proporcién de huecos
por volumen) del suelo. Para comparar dos tipos de suelo arenoso, se han de tomar n, = 50 mediciones
de la porosidad del suelo A y n, = 100 mediciones del suelo B.
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Suponga que 0 = .01 y o7 = .02. Encuentre la probabilidad de que la diferencia entre las medias
muestrales esté a no més de .05 unidades de la diferencia entre las medias poblacionales u, — u,.

Consulte el Ejercicio 7.60. Suponga que n, = n, = n, y encuentre el valor de n que permita que la dife-
rencia entre las medias muestrales sea no mayor que .04 unidades de w, — u, con probabilidad .90.

Los tiempos que una cajera emplea para procesar el pedido de un cliente son variables aleatorias in-
dependientes, con media de 2.5 minutos y desviacién estdndar de 2 minutos. ;Cudl es la probabilidad
aproximada de que tome mds de 4 horas procesar los pedidos de 100 personas?

Consulte el Ejercicio 7.62. Encuentre el nimero de clientes n tal que sea aproximadamente .1 la proba-
bilidad de que los pedidos de los n clientes se puedan procesar en menos de 2 horas.

Una demostracion del teorema
del limite central (opcional)

Esbozaremos una demostracion del teorema del limite central para el caso en el que existan
las funciones generadoras de momento para las variables aleatorias de la muestra. La demos-
tracion depende de un resultado fundamental de la teoria de probabilidades que no se puede
demostrar aqui pero que se expresa en el Teorema 7.5.

Sean Yy Y,, Y,, Y;... variables aleatorias con funciones generadoras de momento m(f) y

my (1), my(t), my(), . . ., respectivamente. Si
Iim m,(t) = m(t) para toda ¢ real,
n—oo

entonces la funcién de distribucion de Y, converge hacia la funcién de distribucion de Y
cuando n — oo.

A continuacidén damos la demostracion del teorema del limite central, Teorema 7.4.

Sea

1 (Y, V- 1y =
B (M) = — 37, dondez =—*
Vn o = 7

Debido a que las Y; de las variables aleatorias son independientes e idénticamente distri-
buidas,Z,i=1,2,...,n,sonindependientes e idénticamente distribuidas con E(Z,) = 0y
V(zZ) = 1.

Como la funcién generadora de momento de la suma de variables aleatorias indepen-
dientes es el producto de las funciones generadoras de momentos de cada una,

my z,(t) =mz,(t) Xmgz,(t)X « -+ Xmg,(t) = [mz (1)]"
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my, (1) = myz, (#) B [’”Z' (ﬁﬂ

Por el teorema de Taylor, con residuo (vea su texto de Cdlculo)
2
mz, (1) = mgz (0) + m’Z] 0y + m’é] (5)5, donde 0 < & <1,
y comomz (0) = E(e") = E(1) = L,y m/, (0) = E(Z;) = 0,

m//
myz(t) =1+ %g)tz, donde, 0 < & < t.

. mgl(gn) t 2

_ mzl(gn 2/2 t
= |:1 —:| s donde 0 <&, <%.

Observe que conforme n — 00, &, — 0y mY (£,)1%/2 — ml (0)1*/2 = E(Z})1?
/2 = t?/2 porque E(Z?) = V(Z)) = 1. Recuerde que si

Por tanto

n

- by \"
lim b, =b entonces. lim (1 + _”) = ¢b.
B=>Ce n— oo n

Finalmente,

n—soo n— oo

my G2

lim my (1) = lim |:1 Z‘—n = 7
n

es la funcién generadora de momento para una variable aleatoria normal estdndar. Con
la aplicacion del Teorema 7.5 concluimos que U, tiene una funcién de distribucién que

converge hacia la funcién de distribucion de la variable aleatoria normal estdndar.

7.5 Aproximacion normal a la

distribucion binomial

El teorema del limite central también se puede usar para aproximar probabilidades de algunas
variables aleatorias discretas cuando las probabilidades exactas sean dificiles de calcular. Un
ejemplo ttil comprende la distribucién binomial para valores grandes del nimero de intentos 7.

Suponga que Y tiene una distribucién binomial con 7 intentos y probabilidad de éxito en
cualquier intento denotado por p. Si deseamos hallar P(Y = b), podemos usar la funcién de
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probabilidad binomial para calcular P(Y = y) para cada entero no negativo y menor o igual
a b y luego sumar estas probabilidades. Se puede disponer de tablas para algunos valores del
tamafio muestral 7, pero el cdlculo directo es engorroso para valores grandes de n para los que
no hay tablas.

De manera alternativa, podemos ver a Y, el nimero de éxitos en n intentos, como una suma
de una muestra formada de ceros y unos; esto es,

Y :XH:X,-,

i=1

donde
¥ { 1, siel i-ésimo intento resulta en éxito,
l 0, en otro caso.
Las variables aleatorias X; parai = 1, 2, . . ., n son independientes (porque los intentos son
independientes) y es facil demostrar que E(X,) = py V(X)) =p(l -p)parai=1,2,...,n.

En consecuencia, cuando n es grande, la fraccion muestral de éxitos,

posee una distribucién muestral aproximadamente normal con media E(X;) = p y varianza
V(X)/n = p(1-p)/n.

Entonces, hemos empleado el Teorema 7.4 (el teorema del limite central) para establecer
que si Y es una variable aleatoria binomial con pardmetros n 'y p y si n es grande, entonces Y/n
tiene aproximadamente la misma distribucion que U, donde U estd distribuida normalmente
con media w, = p y varianza o = p(1 — p)/n. De la misma manera, para n grande, po-
demos considerar que Y tiene aproximadamente la misma distribucién que W, donde W esta

distribuida normalmente con media ., = np y varianza o, = np(1 — p).

EJEMPLO 7.10

Solucion

La candidata A piensa que puede ganar las elecciones en una ciudad si obtiene por lo menos
55% de los votos en el distrito electoral 1. También piensa que alrededor de 50% de los votan-
tes de la ciudad estdn a su favor. Si n = 100 votantes se presentan a votar en el distrito electoral
1, ;cudl es la probabilidad de que la candidata A reciba al menos 55% de sus votos?

Sea Y el nimero de votantes del distrito electoral 1 que estdn a favor de la candidata A.
Debemos calcular P(Y/n = .55) cuando p es la probabilidad de que un votante seleccionado
aleatoriamente del distrito electoral 1 esté a favor de la candidata A. Si consideramos los n =
100 votantes del distrito electoral 1 como una muestra aleatoria de la ciudad, entonces Y tiene
una distribucién binomial con n = 100 y p = .5. Hemos visto que la fraccién de votantes que
estan a favor de la candidata A es

Y 1 &
PP IR

donde X; = 1 si el i-ésimo votante estd a favor de la candidata A y X; = 0 de otro modo.
Como es razonable suponer que X; = 1,2, . .., n son independientes, el teorema del limite
central implica que X = Y /n estd distribuida normalmente en forma aproximada con media
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p = .5y varianza pg/n = (.5)(.5)/100 = .0025. Por tanto,

Y Y/n—.5 _ .55—.50
p<_2.55):P< /n = >zP(221)=.1587
n

V.0025 .05

de la Tabla 4, Apéndice 3. [ |

FIGURA 7.8
Aproximacién nor-
mal a la distribucion
binomial: n = 10
yp=.5

La aproximacién normal a las probabilidades binomiales funciona bien para las n rela-
tivamente grandes mientras p no sea cercana a cero o uno. Una regla préctica ttil es que la
aproximacién normal a la distribucién binomial es apropiada cuando p +3+/pq /n estd en el
intervalo (0, 1), es decir, si

0<p-—=3Jpg/n y p+3/pg/n<l.

En el Ejercicio 7.70 usted demostrard que un criterio mas conveniente pero similar es que
la aproximacién normal es adecuada si

9 el mayordepy g
elmenordepygq/’

Como veremos en el Ejercicio 7.71, para algunos valores de p, en ocasiones se satisface este
criterio para valores moderados de n. En especial para valores moderados de n se puede ob-
tener una mejoria considerable en la aproximacion mediante un ligero ajuste en las fronteras
empleadas en los cédlculos. Si vemos el segmento de una distribucién binomial graficado en la
Figura 7.8, podemos ver lo que ocurre cuando tratamos de calcular una distribucién discreta
representada por un histograma con una funcién de densidad continua.

Si deseamos determinar P(Y = 3) con el uso de la distribucién binomial, podemos calcular
el 4rea total de los cuatro rectdngulos (arriba de 0, 1, 2 y 3) ilustrados en el histograma bino-
mial (Figura 7.8). Observe que el drea total de los rectangulos puede ser aproximada por me-
dio del area bajo la curva normal, la cual incluye algunas dreas que no estan en el histograma
y excluye la parte del histograma que se encuentre arriba de ella. Si deseamos determinar P(Y
= 3) al calcular un drea bajo la funcién de densidad, el drea bajo la funcién de densidad loca-
lizada a la izquierda de 3.5 da una mejor aproximacion que el drea localizada a la izquierda de
3.0. El siguiente ejemplo ilustra qué tan cerca estd la aproximacién normal para un caso en el
que pueden hallarse algunas probabilidades binomiales exactas.

p(y)
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EJEMPLO 7.11

Solucion

FIGURA 7.9

P(Y = 8) para la
distribucién binomial
del Ejemplo 7.11

Suponga que Y tiene una distribucién binominal con n = 25 y p = .4. Encuentre las proba-
bilidades exactas de que ¥ = 8 y ¥ = 8 y compare éstas con los valores correspondientes
determinados con el uso de la aproximacién normal.

De la Tabla 1, Apéndice 3, hallamos que

P(Y=<8)= 274

P(Y =8) = P(Y =8) — P(Y =7) = .274 — .154 = .120.

Como dijimos antes, podemos considerar que Y tiene aproximadamente la misma distribu-
cién que W, donde W est4 distribuida normalmente con w,, = np y oy, = np(1 — p). Como
buscamos P(Y = 8), vemos el drea de la curva normal localizada a la izquierda de 8.5. Ast,

W-np _ 85-10 ]
Vap(l=p)  V25(4)(.6)
= P(Z = —.61) = .2709

mys&szsgﬁzp[

de la Tabla 4, Apéndice 3. Este valor aproximado es cercano al valor exacto para P(Y = 8) =
.274, obtenido de las tablas binomiales.

Para determinar la aproximacion normal a la probabilidad binomial p(8), calcularemos el
area bajo la curva normal entre los puntos 7.5 y 8.5 porque este es el intervalo incluido en la
barra del histograma localizada sobre y = 8 (véase la Figura 7.9).

Como Y tiene aproximadamente la misma distribucién que W, donde W estd distribuida
normalmente con u,, = np = 25(.4) = 10y oy = np(1 — p) = 25(.4)(.6) = 6, se deduce
que

P(Y =8) = P(71.5=W =8.5)
75-10 W—-10 _85-10
=P = =
< Ve Ve VE)
= P(—1.02=Z = —.61) =.2709 —.1539 = .1170.

p(y) —

=)}
9
o0 —
©
<
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Nuevamente vemos que este valor aproximado es muy cercano al valor real, P(Y = 8) =
.120, calculado antes. ]

7.64

7.65

7.66

Lineas antes, en el ejemplo, empleamos el drea bajo una curva normal para calcular P(Y
= 8) y P(Y = 8) cuando Y tenia una distribucién binomial con n = 25y p = .4. Para mejorar
la aproximacion, .5 se sumé al valor mdximo de interés (8) cuando usamos la aproxima-
ciéon P(Y = 8) = P(W = 8.5) y W tenia una distribucién normal apropiada. De haber estado
interesados en calcular P(Y = 6), hubiéramos usado P(Y = 6) = P(W = 5.5); esto es, habria-
mos restado .5 del valor mas pequefio de interés (6). El .5 que sumamos al valor maximo de
interés (haciéndolo un poco mayor) y sustraemos del valor minimo de interés (haciéndolo un
poco menor), suele recibir el nombre de correccion de continuidad asociada con la aproxi-
macién normal. La dnica vez que se usa esta correccion de continuidad en el texto es cuando
calculamos una distribucion binomial (discreta) con una distribucién normal (continua).

Ejercicios

Ejercicio Applet entre en la aplicaciéon Normal Approximation to Binomial Distribution (en www.thom-
sonedu.com/statistics /wackerly). Cuando se inicia la aplicacion, ésta exhibe los detalles del Ejemplo
7.11 y la Figura 7.9. Al principio, la pantalla contiene sélo el histograma binomial y el valor exacto
(calculado usando la funcién de probabilidad binomial) para p(8) = P(Y = 8). Arrastre hacia abajo
un poco y haga clic en el botén “Toggle Normal Approximation” para recubrir la densidad normal con
media 10 y desviacién estandar V.6 = 2.449, las mismas media y desviacién estdndar que la variable
aleatoria binomial Y. Obtendra una gréfica superior a la de la Figura 7.9.

a (Cudntas funciones de probabilidad de masa o densidad se exhiben?

b Introduzca O en la caja marcada “Begin” y presione la tecla de Aceptar. ;Qué probabilidades obtie-
ne?

¢ Consulte el inciso b. En la linea donde se exhibe la probabilidad normal de aproximacién, verd la
expresion

Normal: P(—0.5<=k <=8.5) =0.2701.

(Por qué estan los .5 en esta expresion?
Ejercicio Applet Suponga que Y tiene una distribucién binomial conn = 5y p = .10.

a Use la aplicaciéon Normal Approximation to Binomial Distribution para hallar valores exactos y
aproximados de P(Y = 1).

b La aproximacién normal no es particularmente buena. ;Por qué?
Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 7.65. En ese caso, P(Y = 1) = P(|[Y — E(Y)| < 1).Sip =

.10, use la aplicacién Normal Approximation to Binomial Distribution para determinar la n mds pequefia
para que el valor exacto y la aproximacién normal de P(|Y — E(Y)| < 1) difieran en menos de .01.
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Ejercicio Applet Suponga que Y tiene una distribucién binomial con p = .20.

a

Use la aplicaciéon Normal Approximation to Binomial Distribution para hallar valores exactos y
aproximados de P(Y = u + 3) paran = 5, 10, 15 y 20. Para cada tamafio muestral, ponga atencién a
las formas de los histogramas binomiales y lo cercanas que estdn las aproximaciones a las probabili-
dades binomiales exactas.

Consulte el inciso a. ;Qué observo acerca de las formas de los histogramas binomiales cuando au-
mentd el tamafio muestral? ; Qué observé acerca de las diferencias entre los valores exactos y aproxi-
mados para P(Y = u + 3) a medida que aument6 el tamafio muestral?

De acuerdo con la regla prictica para lo adecuado de la aproximacién normal, ;qué tan grande debe
ser n para que la aproximacion sea adecuada? ;Es esto consistente con lo que observé en los incisos
ayb?

Ejercicio Applet En 2004 el estado de Florida result afectado por cuatro huracanes de gran intensidad.
En 2005 un estudio indicé que en 2004, 48% de las familias en Florida no tenfan planes para escapar de
un huracén que se aproximaba. Suponga que una muestra aleatoria reciente de 50 familias se selecciond
en Gainesville y que los miembros de 29 de las familias indicaron que tenian un plan de escape en caso
de huracan.

a

Si los porcentajes estatales de 2004 todavia fueran vélidos para las familias recientes de Gainesville,
use la aplicaciéon Normal Approximation to Binomial Distribution para determinar los valores exacto
y aproximado de la probabilidad que 29 o mds de las familias muestreadas tengan un plan de escape
para el huracan.

Consulte el inciso a. ;La aproximacién normal es cercana a la probabilidad binomial exacta? Explique
por qué.

Consulte el Ejercicio 7.68.

a

Con base en su respuesta al Ejercicio 7.68(a), ;piensa usted que los porcentajes de 2004 de Florida
todavia se aplican a las nuevas familias de Gainesville?

Sea Y el nimero de familias de Gainesville que tienen un plan de escape en caso de huracdn en
una muestra de tamafio 50. Use la aplicacién Normal Approximation to Binomial Distribution para
determinar el valor de b, de modo que P(Y = b) sea lo suficientemente pequefia como para llegar
a la conclusién de que los porcentajes de Florida de 2004 no se aplican a las nuevas familias de
Gainesville.

En esta seccién enunciamos la regla practica de que la aproximacién normal a la distribucién binomial
es adecuada si p = 3\/pq /n se encuentra en el intervalo (0, 1), es decir, si

a

b

C

0<p-—-3ypg/n y p+3/pg/n<l.

Demuestre que

p+3ypg/n <1 siysélosin>9(p/q).

Demuestre que

0<p—3ypq/nsiysélosin>9q/p).

Combine los resultados de los incisos a y b para obtener que la aproximacién normal a la binomial es

adecuada si
n>9(£) y n>9<g),
q p

el mayordepyq
n>9(—m
elmenordepy g

o bien, de manera equivalente,
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Consulte el Ejercicio 7.70.

a (Para qué valores de n serd adecuada la aproximacién normal a la distribucién binomial si p = .57
b Conteste la pregunta del inciso a si p = .6, .4, .8, .2, .99y .001.

Una mdquina se apaga para repararla si una muestra aleatoria de 100 piezas seleccionadas de la produc-
cion diaria de la maquina contiene al menos 15% de piezas defectuosas. (Suponga que la produccién
diaria es un nimero grande de piezas.) Si en un dia determinado la maquina estd produciendo sélo 10%
de piezas defectuosas, ;cudl es la probabilidad de que sea apagada? [Sugerencia: use la correccién de
continuidad .5.]

Una linea aérea encuentra que 5% de las personas que hacen reservaciones para cierto vuelo no se pre-
sentan para el mismo. Si la linea aérea vende 160 boletos para un vuelo con s6lo 155 asientos, ¢cudl es
la probabilidad de que se disponga de un asiento para cada persona que tiene una reservacion y piense
volar?

De acuerdo con una encuesta realizada por la American Bar Association, 1 de cada 410 estadounidenses
es abogado, mientras que 1 de cada 64 residentes en Washington, D.C. es abogado.

a Si se seleccionan aleatoriamente 1500 estadounidenses, ;cudl es la probabilidad aproximada de que
la muestra contenga al menos un abogado?

b Sila muestra se selecciona entre los residentes de Washington, D.C., jcudl es la probabilidad aproxi-
mada de que la muestra contenga mds de 30 abogados?

¢ Sinos encontramos en una esquina en las calles de Washington, D.C. y entrevistamos a las primeras
1000 personas que pasan y 30 dicen que son abogados, ¢esto sugiere que la densidad de abogados
que pasan por la esquina es mayor que la densidad dentro de la ciudad? Explique.

Un entrevistador piensa que 20% de los votantes de cierta zona estdn a favor de la emisién de bonos.
Si 64 votantes se muestrean aleatoriamente de entre el gran nimero de electores de esta zona, calcule
la probabilidad de que la fraccién muestreada de votantes que estidn a favor de la emision de bonos no
difiera en mds de .06 de la fraccidn real.

a Demuestre que la varianza de Y/n, donde Y tiene una distribucién binomial con n intentos y una
probabilidad de éxito de p, tiene un maximo en p = .5 para n fija.

b Se ha de seleccionar una muestra aleatoria de n piezas de un lote grande, observando el nimero Y
de piezas defectuosas. ;Qué valor de n garantiza que Y/n estard a no més de .1 de la fraccion real de
piezas defectuosas, con probabilidad de .95?

El gerente de un supermercado desea obtener informacién acerca de la proporcion de clientes a quienes
les disgusta la nueva politica de hacer efectivos los cheques. ; Cudntos clientes debe seleccionar si desea
que la fracciéon muestral se encuentre a no mds de .15 de la fraccidn real, con probabilidad de .98?

Si el gerente del supermercado (Ejercicio 7.77) muestrea n = 50 clientes y si la fraccién real de clientes
a quienes les disgusta la politica es aproximadamente .9, encuentre la probabilidad de que la fraccién
muestral se encuentre a no mas de .15 unidades de la fraccién real.

Suponga que una muestra aleatoria de 25 piezas se selecciona de la mdquina del Ejercicio 7.72. Si la
mdquina produce 10% de piezas defectuosas, encuentre la probabilidad de que la muestra contenga al
menos dos piezas defectuosas, usando los siguientes métodos:

a La aproximacién normal a la binomial.

b Las tablas binomiales exactas.

La edad promedio de los residentes de Estados Unidos es 31 afios. Si se entrevista a 100 residentes se-
leccionados aleatoriamente, ;cudl es la probabilidad aproximada de que al menos 60 tengan menos de
31 afios de edad?
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Un plan de muestreo de aceptacién de un lote especifica que 50 piezas sean seleccionadas aleatoriamen-
te y que el lote sea aceptado si no mds de 5 de las piezas elegidas no se ajustan a las especificaciones.

a (Cudl es la probabilidad aproximada de que un lote sea aceptado si la verdadera proporcidn de piezas
que no se ajustan a especificaciones en el lote es .10?

b Conteste la pregunta del inciso a si la verdadera proporcién de piezas que no se ajustan a especifica-
ciones en el lote es .20 y .30.

La calidad de discos de computadora se mide por el nimero de pulsos faltantes. La marca X es tal que
80% de los discos no tienen pulsos faltantes. Si se inspeccionan 100 discos de la marca X, ;cudl es la
probabilidad de que 15 o mds contengan pulsos faltantes?

Ejercicio Applet Los vehiculos que entran a un crucero desde el este tienen igual probabilidad de dar
vuelta a la izquierda, a la derecha o continuar de frente. Si 50 vehiculos entran a este crucero desde el
este, use la aplicacion Normal Approximation to Binomial Distribution para determinar las probabilida-
des exactas y aproximadas de que

a 15 o0 menos den vuelta a la derecha.
b Al menos dos tercios de la muestra den vuelta.

Asi como la diferencia entre dos medias muestrales estd distribuida normalmente para muestras grandes,
la diferencia entre dos proporciones muestrales estd distribuida de 1a misma manera. Es decir, si Y,y Y,
son variables aleatorias binomiales independientes con parametros (n;, p,) y (n,, p,), respectivamente,
entonces (Y, /n,) — (Y,/n,) esta distribuida normalmente en forma aproximada para grandes valores de

nyyn,.

Y Y.
a Encuentre £ (—1 — —2).

n n
b Encuentre V(Y1 _ 12 )
n ny

Para verificar la abundancia relativa de cierta especie de peces en dos lagos, se toman n = 50 observa-
ciones relacionadas con los resultados de la captura en cada uno de los lagos. Para cada observacion,
el experimentador sélo registra si la especie deseada estaba presente en la trampa. La experiencia del
pasado ha demostrado que esta especie aparece en trampas del lago A aproximadamente 10% del tiempo
y en trampas del lago B, alrededor de 20% del tiempo. Use estos resultados para aproximar la probabili-
dad de que la diferencia entre las proporciones muestrales sea de no mds de .1 de la diferencia entre las
proporciones reales.

Un auditor muestrea 100 de los comprobantes de viaje de una empresa para averiguar qué porcentaje de
entre el conjunto total de comprobantes estd mal documentado. ;Cudl es la probabilidad aproximada
de que mas de 30% de los comprobantes muestreados estén mal documentados si, de hecho, s6lo 20% de
todos los comprobantes estdn mal documentados? Si usted fuera el auditor y observa que mas de 30%
estd mal documentado, ;qué concluiria acerca de lo dicho por la empresa de que s6lo 20% sufria de mala
documentacién? ;Por qué?

Los tiempos para procesar pedidos en el mostrador de servicio de una farmacia estdn distribuidos expo-
nencialmente con media de 10 minutos. Si 100 clientes pasan al mostrador en un periodo de 2 dias, ;cual
es la probabilidad de que al menos la mitad de ellos necesite esperar mas de 10 minutos?

Resumen

Para hacer inferencias acerca de pardmetros poblacionales, necesitamos conocer las distribu-
ciones de probabilidad para ciertos estadisticos, funciones de las variables aleatorias obser-
vables de la muestra (o muestras). Estas distribuciones de probabilidad dan modelos para el
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7.88

Tabla 7.2 Procedimientos R (y S-Plus) que dan probabilidades y percentiles para distribuciones normales,

)(2, tyF
p-€simo cuantil
Distribucién P(Y = y) ¢, tal que P(Y =¢,) = p
Normal (u,0) pnorm(yo, 4, 0) gnorm(p, 4, o)
x % con v grados de libertad pchisg(yo,v) gchisqg(p,v)
t con v grados de libertad pt(yo,v) at (p,v)
F con v; gl en el numerador, pf (vo,v1,v2) af (p,vi,v2)

v, gl en el denominador

comportamiento de frecuencia relativa de los estadisticos en muestreo repetido; en consecuen-
cia, se conocen como distribuciones muestrales. Hemos visto que las distribuciones normales,
X% t y F dan modelos para las distribuciones de muestreo de estadisticos empleados para
hacer inferencias acerca de los pardmetros asociados con distribuciones normales. Para mayor
comodidad, la Tabla 7.2 contiene un resumen de los comandos R (o S-Plus) que proporcionan
probabilidades y cuantiles asociados con estas distribuciones.

Cuando el tamafo muestral es grande, la media muestral Y posee una distribucién aproxi-
madamente normal si la muestra aleatoria se toma de cualguier distribucion con media finita
4y una varianza finita 0. Este resultado, conocido como el teorema del limite central, tam-
bién proporciona la justificacion para calcular probabilidades binomiales con probabilidades
correspondientes asociadas con la distribucion normal.

Las distribuciones muestrales expuestas en este capitulo se usardn en los procedimientos
para hacer inferencias que se presentan en capitulos subsecuentes.
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Ejercicios complementarios

La eficiencia (en limenes por watt) de los focos de cierto tipo tiene una media poblacional de 9.5 y
desviacidn estdndar de .5, de acuerdo con especificaciones de produccién. Las especificaciones para un
cuarto en el que ocho de estos focos se han de instalar exigen que el promedio de eficiencia de los mis-
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mos sea mayor que 10. Encuentre la probabilidad de que se satisfaga esta especificacion para el cuarto,
suponiendo que las mediciones de eficiencia estdn distribuidas normalmente.

Consulte el Ejercicio 7.88. (Cudl debe ser la eficiencia media por foco si debe satisfacerse la especifi-
cacion para el cuarto con una probabilidad de aproximadamente .80? (Suponga que la varianza de las
mediciones de eficiencia continda en .5.)

Briggs y King desarrollaron la técnica de trasplante nuclear, en el que el nicleo de una célula de una de
las etapas finales de desarrollo de un embridn se trasplanta en un cigoto (un huevo fertilizado de una sola
célula), para ver si el nicleo puede soportar un desarrollo normal. Si .65 es la probabilidad de que un
solo trasplante de la etapa temprana de gdstrula sea exitosa, cudl es la probabilidad de que mds de 70
trasplantes de entre 100 sea exitosa?

Un distribuidor minorista vende tres marcas de automéviles. Para la marca A, su utilidad X por venta,
estd distribuida normalmente con pardmetros (41, 7); parala marca B su utilidad ¥ por venta estd dis-
tribuida normalmente con pardmetros (12, 05); para la marca C, su utilidad W por venta est4 distribuida
normalmente con pardmetros (43, 0°7). Para un afio, dos quintas partes de las ventas del distribuidor
son de la marca A, un quinto de la marca B y los dos quintos restantes de la marca C. Si contamos con
datos sobre las utilidades por ventas n,, n, y n; de las marcas A, B y C, respectivamente, la cantidad
U = 4X + .2Y + .4W calculard el verdadero promedio de utilidad por ventas para el afio. Encuentre
la media, la varianza y la funcién de densidad de probabilidad para U. Suponga que X, Yy W son inde-
pendientes.

De cada una de dos poblaciones normales con medias idénticas y con desviaciones estdndar de 6.40 y
7.20, se toman muestras aleatorias independientes de 64 observaciones. Encuentre la probabilidad de
que la diferencia entre las medias de las muestras exceda de .6 en valor absoluto.

Si Y tiene una distribucién exponencial con media 6, demuestre que U = 2Y/0 tiene una distribucién x>
con 2 grados de libertad.

Un supervisor de planta estd interesado en asignar presupuesto a los costos semanales de reparaciones
para cierto tipo de madquina. Los registros de afios pasados indican que estos costos de reparacion tienen
una distribucién exponencial con media de 20 para cada méaquina estudiada. Denote con Y, Y,, . . ., ¥
los costos de reparacion para cinco de estas mdquinas durante la semana siguiente. Encuentre un nime-
ro c tal que P Zf:] Y, > c) = .0.5, suponiendo que las mdquinas operan de manera independiente.

[Sugerencia: use el resultado dado en el Ejercicio 7.93.]

El coeficiente de variacion (CV) para una muestra de valores Y}, Y,, . . ., Y, estd definido por

CV =S/Y.

Esta cantidad, que suministra la desviacion estandar como una proporcién de la media, en ocasiones es
informativa. Por ejemplo, el valor S = 10 tiene poco significado a menos que podamos compararlo con
algo mds. Si se observa que S es igual a 10y Yes igual a 1000, la cantidad de variacion es pequefla en
comparacién con el tamaiio de la media. No obstante, si se observa que Ses 10y que Y es 5, la variacién
es bastante grande con respecto al tamafio de la media. Si estuviéramos estudiando la precision (varia-
ci6n en mediciones repetidas) de un instrumento de medicin, el primer caso (CV = 10/1000) podria
dar una precision aceptable, pero el segundo caso (CV = 2) seria inaceptable.

Denote con Y}, Y, . . ., Y}, una muestra aleatoria de tamafio 10 tomada de una distribucién normal
con media 0 y varianza 0. Use los siguientes pasos para determinar el nimero c tal que

S
P <—c === c) =.95.
Y

a Use el resultado del Ejercicio 7.33 para determinar la distribucién de (10) Y /S2.
b Use el resultado del Ejercicio 7.29 para determinar la distribucién de S? /[( 10)?21.

¢ Use la respuesta al inciso b para determinar la constante c.
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Supongaque Y}, Y,, ..., Y,, denota una muestra aleatoria de mediciones de la proporcion de impurezas
en muestras de mineral de hierro. Cada variable Y, tiene una funcién de densidad de probabilidad dada
por

3y2, 0=y=1,
fy) =

0, en cualquier otro punto.

El mineral ha de ser rechazado por el comprador potencial si Y excede de .7. Encuentre P(Y > .7) para
la muestra de tamano 40.

Sean X,, X, . . ., X, variables aleatorias independientes y con distribucién x2 cada una con grado de
libertad 1. Defina Y como

Y = iX,
i=1

Se deduce del Ejercicio 6.59 que Y tiene una distribucién x? con n grados de libertad.
a Use la representacion anterior de Y como la suma de las X para demostrar que Z = (Y —n)/V2n
tiene una distribucién normal estdndar asintética.

b Una méquina en una fébrica de equipo pesado produce varillas de acero de longitud Y, donde Y es
una variable aleatoria distribuida normalmente con media de 6 pulgadas y varianza .2. El costo C de
reparar una varilla que no mida exactamente 6 pulgadas de largo es proporcional al cuadrado del error
y estd dado, en délares, por C = 4(Y — w)2. Si 50 varillas con longitudes independientes se producen
en un dia determinado, aproxime la probabilidad de que el costo total de reparaciones para ese dia
exceda de $48.

Suponga que T se precisa como en la Definicién 7.2.

a Si W tiene un valor fijo w, entonces T estd dada por Z/c, donde ¢ = Vw /v. Use esta idea para deter-
minar la densidad condicional de 7 para una W = w fija.

b Encuentre la densidad conjunta de T'y W, f(z, w), usando f(z, w) = f(#|lw) f(w).

c Integre sobre w para demostrar que

_(TIw +1)/2] 2\ e B
oG | (75) e

Suponga que F' se precisa como en la Definicién 7.3.

a Si W, estd fija en w,, entonces F = W, /c, donde ¢ = w,v,/v,. Encuentre la densidad condicional de
F para W, = w, fija.

b Encuentre la densidad conjunta de F'y W,.

c Integre sobre w, para demostrar que la funcién de densidad de probabilidad de F, g(y) por ejemplo,
estd dada por

g(y)

v /2 —(w1+12)/2
_ Tl + 1) /21wy fv2)"/ y<V1/2>*1( V1y> e , 0 <y <oo.

1+ —
F(VI/Z)F(V2/2) V2

Sea X que tiene una distribucién de Poisson con pardmetro A.

a Demuestre que la funcién generadora de momento de ¥ = (X — A)/ VA estd dada por
my(t) = exp(Ae’Y* —=\/At — \).

b Use la expansién

Wi N VAT
‘ A_; il
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para demostrar que

2
lim my (1) = & /2.
A— 00

¢ Use el Teorema 7.5 para demostrar que la funcién de distribucion de Y converge hacia una funcién de
distribuciéon normal estdndar cuando A — oco.

En el interés de controlar la contaminacidn, un experimentador desea contar el nimero de bacterias en
un pequefio volumen de agua. Denote con X la cantidad de bacterias por centimetro ctibico de agua y su-
ponga que X tiene una distribucién de probabilidad de Poisson con media A = 100. Si la contaminacién
permisible en un suministro de agua es de 110 bacterias por centimetro cubico, calcule la probabilidad
de que X sea a lo sumo de 110. [Sugerencia: use el resultado del Ejercicio 7.100(c).]

Se supone que Y, el niimero de accidentes por afio en cierto crucero, tiene una distribucién de Poisson.
En afios recientes, un promedio de 36 accidentes por aflo han ocurrido en este crucero. Si el nimero de
accidentes por afio es al menos de 45, un crucero puede tener requisitos para ser redisefiado dentro de un
programa de emergencia establecido por el Estado. Calcule la probabilidad de que el crucero en cuestién
entre en el programa de emergencia a fines del afio préximo.

Un experimentador estd comparando dos métodos para remover colonias de bacterias contenidas en car-
nes frias. Después de tratar algunas muestras mediante el método A y otras muestras con el método B, el
experimentador selecciona una submuestra de 2 centimetros cubicos de cada muestra y hace la suma de
la colonia de bacterias de las submuestras. Denote con X la cantidad total para las submuestras tratadas
con el método A y denote con Y la cantidad total para las tratadas con el método B. Suponga que Xy Y
son variables aleatorias de Poisson independientes, con medias A, y A,, respectivamente. Si X excede de
Y en més de 10, el método B se juzgard mejor que el A. Suponga que, de hecho, A; = A, = 50. Encuentre
la probabilidad aproximada de que el método B sea considerado mejor que el método A.

Sea Y, una variable aleatoria binomial con n intentos y con probabilidad p de éxito. Suponga que n
tiende al infinito y que p tiende a cero en forma tal que np continua fija en np = A. Use el resultado del
Teorema 7.5 para demostrar que la distribucién de Y, converge hacia una distribucién de Poisson con
media de A.

Si la probabilidad de que una persona sufra de una reaccion adversa por un medicamento es .001, use el
resultado del Ejercicio 7.104 para calcular la probabilidad de que 2 o mds personas sufran una reaccién
adversa si el medicamento se administra a 100 personas.
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Estimacion

8.1 Introduccion

8.2 Sesgoy error cuadratico medio de estimadores puntuales
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8.4 Evaluacién de la bondad de un estimador puntual
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8.7 Seleccién del tamano muestral
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8.9 Intervalos de confianza para o

8.10 Resumen

Bibliografia y lecturas adicionales

Introduccién

Como lo establecimos en el Capitulo 1, el propésito de la estadistica es usar la informacién
contenida en una muestra para hacer inferencias acerca de la poblacién de la cual se toma la
muestra. Debido a que las poblaciones estdn caracterizadas por medidas descriptivas numé-
ricas llamadas pardmetros, el objetivo de muchas investigaciones estadisticas es calcular el
valor de uno o mas parametros relevantes. Como veremos, las distribuciones muestrales obte-
nidas en el Capitulo 7 desempefian un importante papel en el desarrollo de los procedimientos
de estimacién que son el objetivo de este capitulo.

La estimacion tiene muchas aplicaciones practicas. Por ejemplo, un fabricante de maquinas
lavadoras podria estar interesado en estimar la proporcién p de lavadoras que esperaria que
fallen antes de la expiracion de la garantia de un afio. Otros pardmetros poblacionales impor-
tantes son la media poblacional, la varianza y la desviacién estdndar. Por ejemplo, podriamos
estimar la media del tiempo de espera u en una caja registradora del supermercado o la desvia-
cion estandar del error de medicién o de un instrumento electrénico. Para simplificar nuestra
terminologia, al pardmetro de interés le llamaremos pardmetro objetivo en el experimento.
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Suponga que deseamos estimar la cantidad promedio u de mercurio que un proceso recién
inventado puede eliminar de 1 onza de mineral obtenido de un lugar geogrifico determinado.
Podriamos dar nuestra estimacion o cdlculo en dos formas distintas. Primero, podriamos usar
un solo nimero, por ejemplo .13 onzas, que consideramos es cercano a la media poblacional
desconocida u. Este tipo de estimacién se llama estimacion puntual porque un solo valor o
punto constituye la estimacién de w. En segundo término podriamos decir que w estd entre
dos niimeros, por ejemplo entre .07 y .19 onzas. En este segundo procedimiento de estimacién
los dos valores se pueden utilizar para construir un intervalo (.07, .19) que tiene la intencién
de encerrar el pardmetro de interés; entonces, la estimacion se denomina estimacion de inter-
valo.

La informacién de la muestra se puede emplear para calcular el valor de una estimacién
puntual, una estimacién de intervalo o ambas. En cualquier caso, la estimacién real se logra
con el uso de un estimador del parametro objetivo.

Un estimador es una regla, a menudo expresada como una férmula, que indica c6mo
calcular el valor de una estimacion con base en las mediciones contenidas en una mues-
tra.

Por ejemplo, la media muestral

=

~|

Il
S| =
T

=

es un posible estimador puntual de la media poblacional . Claramente, la expresién para Y es
una regla y una férmula. Nos indica que sumemos las observaciones muestrales y dividamos
entre el tamafio muestral n.

Un investigador que necesite una estimacion de intervalo de un pardmetro debe usar los
datos muestrales para calcular dos valores, escogidos de tal modo que el intervalo que formen
incluya el pardmetro objetivo con una probabilidad especifica. En las siguientes secciones se
dardn ejemplos de estimadores por intervalos.

Muchos estimadores diferentes (reglas de estimacién) pueden obtenerse para el mismo
pardmetro poblacional. Esto no debe ser sorprendente. Diez ingenieros, cada uno de ellos
asignado a estimar el costo de un gran trabajo de construccidn, podrian usar métodos diferen-
tes de estimacidn y por tanto llegar a diferentes evaluaciones del costo total. Estos ingenieros,
llamados estimadores en la industria de la construccion, basan sus estimaciones en lineamien-
tos fijos especificados y en la intuicion. Cada estimador representa una regla subjetiva humana
Unica para obtener una sola estimacion. Esto nos lleva a un punto mds importante: algunos es-
timadores se consideran buenos y otros malos. La administracién de una empresa constructora
debe definir entre bueno y malo cuando en lo relacionado con la estimacién del costo de un
trabajo. ;Como podemos establecer criterios de bondad para comparar estimadores estadisti-
cos? Las siguientes secciones contienen algunas respuestas a esta pregunta.
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8.2

FIGURA 8.1
Distribucion de esti-
maciones

FIGURA 8.2
Distribucién muestral
para un estimador
sesgado positiva-
mente

Sesgo y error cuadratico medio
de estimadores puntuales

La estimacién puntual es similar, en muchos aspectos, a disparar a un blanco con un revol-
ver. El estimador, que genera estimaciones, es analogo al revélver; una estimacién particular
es comparable a un tiro; y el pardmetro de interés corresponde al centro del blanco o diana.
Extraer una sola muestra de una poblacién y usarla para calcular una estimacién del valor del
pardmetro equivale a disparar un solo tiro al centro del blanco.

Suponga que un hombre dispara un solo tiro y acierta en el centro del blanco. ;Concluimos
que es un excelente tirador? ;Se atreveria a sostener el blanco cuando se haga un segundo
tiro? Obviamente, no podriamos afirmar que el hombre es un experto tirador si nos basamos
en tan pequefia cantidad de evidencia. Por otra parte, si 100 tiros en sucesién aciertan en el
blanco, podriamos tener confianza suficiente en el tirador y considerar sostener el blanco para
el siguiente tiro si la compensacién es adecuada. La cuestion es que no podemos evaluar la
bondad de un procedimiento de estimacién puntual con base en el valor de una sola estima-
cién; mds bien, debemos observar los resultados cuando el procedimiento de estimacién se
usa en innumerables veces. Como las estimaciones son numeros, evaluamos la bondad del
estimador puntual al construir una distribucién de frecuencia de los valores de las estimacio-
nes obtenidas en muestreo repetido y observar cémo se agrupa esta distribucién alrededor del
pardmetro objetivo.

Suponga que deseamos especificar una estimacién puntual para un parametro poblacional
al que llamaremos 6. El estimador de 6 estard indicado por el simbolo 8, que se lee como
“6 sombrero”. El “sombrero” indica que estamos estimando el pardmetro que estd inme-
diatamente bajo €él. Con el ejemplo del disparo de revélver en mente, podemos decir que es
altamente deseable que la distribucién de estimaciones —o bien, en forma mas apropiada, la
distribucién muestral de estimaciones— se agrupe alrededor del pardmetro objetivo como se
muestra en la Figura 8.1. En otras palabras, quisiéramos que la media o valor esperado de la
distribucién de estimaciones fuera igual al pardmetro estimado; esto es, E (9) = 0. Se dice
que los estimadores puntuales que satisfacen esta propiedad son insesgados. La distribucién
muestral para un estimador puntual sesgado positivamente, para el que E(A) > 6, se muestra
en la Figura 8.2.

@)

0 E®) 0
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DEFINICION 8.2 Si § es un estimador puntual de un pardmetro 6, entonces f es un estimador insesgado si
E@) =6.Si E(é) # 6, se dice que 6 estd sesgado.

DEFINICION 8.3 El sesgo de un estimador puntual § esta dado por B(§) = E(A) — 6.

La Figura 8.3 muestra dos posibles distribuciones muestrales para los estimadores pun-
tuales insesgados de un pardmetro objetivo 6. Preferirifamos que nuestro estimador tuviera
el tipo de distribucién indicado en la Figura 8.3(b) porque una varianza pequefia garantiza
que, en un muestreo repetido, una fraccién més alta de valores de 6, estard “cerca” de 6. Por
consiguiente, ademds de preferir un estimador insesgado, necesitamos que la varianza de la
distribucién del estimador V(@) sea lo mas pequefia posible. Dados dos estimadores insesga-
dos de un pardmetro 0 seleccionariamos el estimador con la menor varianza mientras, todo lo
demads permanece igual.

Mas que usar el sesgo y la varianza de un estimador puntual para caracterizar su bondad,
podriamos emplear E[(§ — 6)2], el promedio del cuadrado de la distancia entre el estimador
y su pardmetro objetivo.

DEFINICION 8.4 El error cuadrdtico medio de un estimador puntual § es

MSE(@) = E[(6 — 6)*].

El error cuadrético medio de un estimador 8, MSE (), es una funcién de su varianza y su
sesgo. Si B(0) representa el sesgo del estimador 6, se puede demostrar que

MSE() = V(0) + [B(6)]*.

Dejaremos la demostracién de este resultado como Ejercicio 8.1.

En esta seccion hemos definido propiedades deseables de los estimadores puntuales. En
particular, a menudo buscamos estimadores insesgados con varianzas relativamente pequefias.
En la siguiente seccion estudiaremos algunos estimadores puntuales insesgados comunes y
utiles.

F IAG U RA 8.3 f(él) f(éz)
Distribuciones
muestrales para dos
estimadores insesga-
dos: (a) estimador con
variacion grande; (b)
estimador con varia-

cién pequena /

(a) (d)
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8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

Ejercicios
Usando la identidad

0—-0 =[0—-EB)]1+[EWD —01=1[0—EWD]+ B@O),

demuestre que
MSE(6) = E[(§ — 0)*] = V(B) + (B(0))*.

a Si f es un estimador insesgado para 0, ;cudl es B(6)?
b SiB(f) =5, jcudles E(0)?

Suponga que § es un estimador para un pardmetro 6 y E(f) = af + b para algunas constantes diferentes
deceroay b.

a En términos de a, b, y 0, jcuél es B()?
b Encuentre una funcién de f, por ejemplo ,* que es un estimador insesgado para 6.
Consulte el Ejercicio 8.1.

a Si f es un estimador insesgado para 6, cémo se compara MSE(8) con V(6)?

b Si 4 es un estimador insesgado para #, cémo se compara MSE(8) con V(8)?

Consulte los Ejercicios 8.1 y considere el estimador insesgado 6* que usted propuso en el Ejercicio

8.3.

a Exprese MSE ( 9*) como funcion de V(@).

b Dé un ejemplo de un valor para a para el cual MSE (8") < MSE(0).

¢ Dé un ejemplo de valores para a y b para los cuales MSE (§*) > MSE(#).

Suponga que E(6,) = E(f,) = 6, V(B;)) = o2,y V(B,) = o}. Considere el estimador 65 = af); +

(1 —a)b,.

a Demuestre que 6, es un estimador insesgado para 6.

b Sid,y 6, son independientes, ;cémo debe escogerse la constante a para minimizar la varianza de
N

Considere la situacién descrita en el Ejercicio 8.6. ;Cémo debe elegirse la constante a para minimizar

la varianza de 05, si §; y 6, no son independientes pero son tales que Cov (f;, §,) = ¢ # 0?

Suponga que Y}, Y,, Y; denotan una muestra aleatoria de una distribucién exponencial con funcién de
densidad

1
— ) o
fy = (0)6 > ¥>0,

0, en cualquier otro punto.

Considere los siguientes cinco estimadores de 6:

>

. Y +Y hoohTaw

0, =V, 6, 5 2 o 0, = min(Yy, Y2, ¥3), 5 =Y.

a (Cudles de estos estimadores son insesgados?
b Entre los estimadores insesgados, ;cudl tiene la varianza mds pequefia?
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Supongaque Y|, Y,, ..., Y, constituyen una muestra aleatoria de una poblacién con funcion de densidad
de probabilidad
1
e TY/OFD) >0,0>-—1,
o) = (0 T 1) ¢ Y

0, en cualquier otro punto.
Sugiera un estadistico apropiado para usarlo como estimador insesgado para 0. [Sugerencia:considere Y]

El ndmero de descomposturas por semana para un tipo de minicomputadora es una variable aleatoria Y

con una distribucién de Poisson y media A. Existe una muestra aleatoria Y, Y,, . . ., ¥, de observaciones

del nimero semanal de descomposturas.

a Sugiera un estimador insesgado para A.

b El costo semanal de reparar estas descomposturas es C = 3Y + Y2 Demuestre que E(C) = 4\ + A%

¢ Encuentre una funcién de Y, Y,, . . ., ¥, que sea un estimador insesgado de E(C). [Sugerencia: use
lo que sepa acercade Y y (Y)2.]

SeaY,, Y,,..., Y, una muestra aleatoria de tamafio 1 de una poblacién con media 3. Suponga que 6, es
un estimador insesgado de E(Y?) y que 65 es un estimador insesgado de E(Y?). Proponga un estimador
insesgado para el tercer momento central de la distribucién subyacente.

La lectura en un voltimetro conectado a un circuito de prueba estd distribuida uniformemente en el
intervalo (6, 6 + 1), donde 6 es el valor desconocido del voltaje real del circuito. Suponga que Y,
Y,, ..., Y, denota una muestra aleatoria de esas lecturas.

a Demuestre que Y es un estimador sesgado de 6 y calcule el sesgo.

b Encuentre una funcién de Y que sea un estimador insesgado de 6.

¢ Encuentre MSE(Y) cuando Y se use como estimador de 6.

Hemos visto que si Y tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p, entonces Y/n es un estima-
dor insesgado de p. Para calcular la varianza de Y, por lo general usamos n(Y/n)(1 — Y/n).

a Demuestre que el estimador sugerido es un estimador sesgado de V(Y).

b Modifique ligeramente n(Y/n)(1 — Y/n) para formar un estimador insesgado de V(Y).

Sea Y|, Y,, ..., Y, una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién cuya densidad estd dada por
a—1/ga
ay* g, 0=y =6,
fy) = { .
0, en cualquier otro punto,

donde o > 0 es un valor fijo conocido, pero 6 no se conoce. (Esta es la familia de distribuciones de
potencia introducidas en el ejercicio 6.17.) Considere el estimador § = méax(Yy, Y»,..., Y,).

a Demuestre que § es un estimador sesgado de 6.

b Determine un multiplo de § que constituya un estimador de 6.

¢ Deduzca MSE(9)

Sea Y|, Y,, ..., Y, una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién cuya densidad estd dada por
oy = [P B =Y
J) = .
0, en cualquier otro punto,

donde B > 0 es desconocido. (Esta es una de las distribuciones de Pareto introducidas en el Ejercicio
6.18.) Considere el estimador 8 = min(Yy, Y,..., Y,).

a Deduzca el sesgo del estimador j3.
b Deduzca MSE(B).
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*8.16

8.17

8.18

8.19

*8.20

8.3

Suponga que Y, Y,, ..., Y, constituyen una muestra aleatoria de una distribucion normal con pardme-

tros wy o2.!

a Demuestre que S = V52 es un estimador sesgado de o. [Sugerencia: recuerde la distribucién de
(n—1)8*/a?y el resultado dado en el Ejercicio 4.112.]

b Ajuste S para formar un estimador insesgado de o.

¢ Encuentre un estimador insesgado de u — z,0, el punto que corta un 4rea de cola inferior de a bajo
esta curva normal.

Si Y tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p, entonces p; = Y /n es un estimador insesga-
do de p. Otro estimador de pes p, = (Y + 1)/(n +2).

a Deduzca el sesgo de p,.

b Deduzca MSE(p;) y MSE (»).

c (Para qué valores de p es MSE(p;) < MSE(p»)?

SiY,, Y, ..., Y, representan una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién con una distribucién
uniforme en el intervalo (0, 6), considere a ¥, H= min(Y,, Y,, . .., Y,) el estadistico de orden mds bajo.

Aplique los métodos de la Seccién 6.7 para deducir E(Y|;,). Encuentre un miltiplo de Y, que sea un
estimador insesgado para 6.

Suponga que Y, Y,, . . ., ¥, denotan una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién con una distri-
bucién exponencial cuya densidad estd dada por

(1/6)e™", 'y >0,
fy = { f .
0, en cualquier otro punto.
Si Y, = min(Y,, Y, ..., Y,) denota el estadistico de orden mds bajo, demuestre que 6 = nY;, esun

estimador insesgado para 6 y encuentre MSE (). [Sugerencia: recuerde los resultados del Ejercicio
6.81.]

Suponga que Y,, Y,, Y5, Y, denotan una muestra aleatoria de tamafio 4 de una poblacién con una distri-
bucién exponencial cuya densidad estd dada por

(1/6)e™", 'y >0,
0, en cualquier otro punto.

F) {

a Sea X =V/Y,Y,. Encuentre un multiplo de X que sea un estimador insesgado para 6. [Sugerencia:
use su conocimiento de la distribucién gamma y el hecho de que I'(1/2) = \/7 para hallar E(\/Y)).
Recuerde que las variables Y; son independientes. ]

b SeaW =+/Y,Y,Y3Y,.Encuentre un multiplo de W que sea un estimador insesgado para 6>. [Recuerde
la sugerencia para el inciso a.]

Algunos estimadores puntuales
insesgados comunes

Algunos métodos formales para obtener estimadores puntuales de pardmetros objetivo se pre-
sentan en el Capitulo 9. En esta seccidén nos concentramos en algunos estimadores que ameri-
tan consideracion con base en la intuicidn. Por ejemplo, parece natural usar la media muestral
Y para estimar la media poblacional u y usar la proporcién muestral p = Y /n para estimar

1 Los ejercicios precedidos por un asterisco son opcionales.
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un parametro binomial p. Si una inferencia estd basada en muestras aleatorias independientes
de n, y n, observaciones seleccionadas de dos poblaciones diferentes, ;como estimariamos la
diferencia entre medias (u; — u,) o la diferencia en dos pardmetros binomiales, (p, — p,)? De
nuevo, nuestra intuicion sugiere utilizar los estimadores puntuales (Y| — Y»), la diferencia en
las medias muestrales, para estimar (w, — i,) y usar (p; — p»), la diferencia en las proporcio-
nes muestrales, para estimar (p, — p,).

Como los cuatro estimadores Y, b (Y, = Y>) y (p1 — pP2) son funciones de las variables
aleatorias observadas en muestras, podemos hallar sus valores y varianzas esperados con el
uso de teoremas de esperanza de las Secciones 5.6-5.8. La desviacion estandar de cada uno
de los estimadores es simplemente la raiz cuadrada de la varianza respectiva. Ese esfuer-
zo demostraria que, cuando se ha empleado un muestreo aleatorio, los cuatro estimadores
puntuales son insesgados y que poseen las desviaciones estandar mostradas en la Tabla 8.1.
Para facilitar la exposicion, usamos la notacién ¢ para denotar la varianza de la distribucién
muestral del estimador 0. La desviacién estandar de la distribucién muestral del estimador 0 s

A

0,05 =,/ o2, suele recibir el nombre de error estdndar del estimador 6.

En el Capitulo 5 dedujimos gran parte de la informacion requerida para la Tabla 8.1. En
particular, determinamos las medias y varianzas de ¥ y p enlos Ejemplos 5.27 y 5.28, respec-
tivamente. Si las muestras aleatorias son independientes, estos resultados y el Teorema 5.12
implican que

E(Y,—Yy) = EY)) —E(Yj) = pi — pa,

T P
V(Y| =Yy =V(Y) +t V(Y2) = —+ —=.
ni ny

El valor esperado y el error estandar de (p; — p,), mostrados en la Tabla 8.1, se pueden ob-
tener de un modo semejante.

Tabla 8.1 Valores esperados y errores estindar de algunos estimadores puntuales comunes

Parametro Estimador Error
objetivo Tamaiio(s) puntual estandar
0 muestral(es) 0 E) o
i o
n [
u u NG
5= Pq
p n p=— P 71
n n
77 o, o
M T M2 nyy np Y I —Y, L1 — M2 2Ly 72
nj np
b — H Pidi |, P
Pr— P2 ny np p1— P2 PL— D2 +
n nyp

*Ulz y (722 son las varianzas de las poblaciones 1y 2, respectivamente.

T Se supone que las dos muestras son independientes.
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Aun cuando la falta de sesgo es con frecuencia una propiedad deseable para un estimador
puntual, no todos los estimadores son insesgados. En el Capitulo 1 definimos la varianza
muestral como

Yo —v)?

n—1

5% =

Es probable que haya parecido mas natural dividir entre n que entre n — 1 en la expresion
anterior y calcular

S 0

n

§? =

El Ejemplo 8.1 establece que S** y S? son, respectivamente, estimadores sesgados e insesga-
dos de la varianza poblacional . Inicialmente identificamos S*> como la varianza muestral
porque es un estimador insesgado.

EJEMPLO 8.1

Solucion

SeaY,,Y,, ..., Y, una muestra aleatoria con E(Y;) = uy V(¥) = o?. Demuestre que
1 n _
§7 == (Y=Y

i=1

es un estimador sesgado para o y que

51 = i(m—W

n—143

es un estimador insesgado para 2.

Se puede demostrar (Ejercicio 1.9) que

ij(Y,- -V = anY? -
i=1 i=1

S| =

2
(ZY") DR
i=1

i=1

En consecuencia,

E |:Z(Y,- - 7)2] =E (Z Y,?) ~nE(Y") =Y E(Y}) —nE@).
i=1 i=1 i=1

Observe que E (Yiz) es la misma parai = 1, 2, . . ., n. Utilicemos esto y el hecho de que la
varianza de una variable aleatoria estd dada por V(Y) = E(Y?) — [E(Y))? para concluir que
E(Y}) = V) +[EXDP? =a> +u? EY) = V() +[EXY)]* = 0%/ n+ p’yque

n n 2
E [Z(Y,- —W] =Y (@>+p?) —n ("— +u2>
i=1 i=1 n
o2
n(o?+u?) —n (7 + Mz)

=no? —o*=m—- Do’
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Se deduce que

E(s%) = LF [Z(Y,» —y)z} =ln—1o? = (’H> o
n n 1

i=1
y que S'? estd sesgada porque E(S'?) # o. No obstante,

[(n = Do’ = a7,

1 - — 1
E($%) = —F [Z(Yi - Y)Q} =

i=1

por tanto, vemos que S” es un estimador insesgado para . |

8.4

Pueden hacerse dos comentarios finales respecto a los estimadores puntuales de la Tabla
8.1. Primero, los valores esperados y los errores estdndar para Y y Y| — Y, dados en la tabla
son validos cualquiera que sea la distribucién de la(s) poblacién(es) de donde se tome(n) la(s)
muestra(s). En segundo término, los cuatro estimadores poseen distribuciones de probabilidad
que son aproximadamente normales para muestras grandes. El teorema del 1imite central jus-
tifica este enunciado para Y y p, y teoremas similares para funciones de medias muestrales
justifican la afirmacién para (Y| — Y1)y (p; — p»)- (Qué tan grande es “grande”? Para casi
todas las poblaciones la distribucién de probabilidad de Y tiene forma de campana incluso
para muestras relativamente pequefias (de sélo n = 5) y tendera rdpidamente a la normalidad
a medida que el tamafio muestral se aproxime a n = 30 o mas grande. No obstante, a veces
es necesario seleccionar muestras mas grandes tomadas de poblaciones binomiales porque el
tamafio muestral requerido depende de p. La distribucién de probabilidad binomial es perfec-
tamente simétrica alrededor de su media cuando p = 1/2 y se hace cada vez mds asimétrica
cuando p tiende a 0 o 1. Como regla general, usted puede suponer que la distribucién de p
tendra forma de campana y se aproximard a la normalidad para tamafios muestrales tales que p
* 3Vpg/n se encuentre en el intervalo (0, 1), o bien, como ya se demostré en el Ejercicio 7.70,
sin > 9 (el mds grande de p y ¢)/(el mds pequefio de p y ¢).

Sabemos que Y, p, (Y —Y>) y (P1 — P2) son insesgados con distribuciones muestrales casi
normales (al menos con forma de campana) para muestras de tamafio moderado; ahora utili-
cemos esta informacion para responder algunas preguntas practicas. Si usamos un estimador
una sola vez y obtenemos una sola estimacion, ;qué tan buena serd ésta? ;Cuanto podemos
confiar en la validez de nuestra inferencia? Las respuestas a estas preguntas se proporcionan
en la seccidn siguiente.

Evaluacién de la bondad
de un estimador puntual

Una forma de evaluar la bondad de cualquier procedimiento de estimacién puntual es en
términos de las distancias entre las estimaciones que genera y el parametro objetivo. Esta can-
tidad, que varia aleatoriamente en muestreo repetido, se denomina error de estimacion. Por
supuesto que nos gustaria que el error de estimacion fuera tan pequefio como sea posible.
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DEFINICION 8.5

FIGURA 8.4
Distribucion muestral
de un estimador
puntual

El error de estimacion € es la distancia entre un estimador y su parametro objetivo. Esto
es,e = |0 — 6|

Como 6 es una variable aleatoria, el error de estimacidn también es una cantidad aleatoria
y no podemos decir qué tan grande o pequefio serd para una estimacién particular, pero po-
demos plantear enunciados de probabilidad acerca de él. Por ejemplo, suponga que 6 es un
estimador insesgado de 0 y tiene una distribucion muestral como se muestra en la Figura 8.4.
Si seleccionamos dos puntos, (6 — b) y (6 + b), situados cerca de las colas de la densidad de
probabilidad, la probabilidad de que el error de estimacién € sea menor que b esta representa-
da por el drea sombreada de la Figura 8.4. Esto es,

P(0—0]|<b)y=P[-b<@B—-0)<bl=PO—-b<0<6+b).

Podemos considerar a b como un limite probabilistico en el error de estimacién. Aun cuan-
do no estamos seguros de que un error determinado sea menor que b, la Figura 8.4 indica que
P(e < b) es alto. Si b se puede considerar desde un punto de vista practico como pequefio,
entonces P(e < b) da una medida de la bondad de una sola estimacién. Esta probabilidad iden-
tifica la fraccién de veces, en muestreo repetido, que el estimador 6 cae dentro de b unidades
de 0, el parametro objetivo.

Suponga que deseamos hallar el valor de b para que P(e < b) = .90. Esto es facil si conoce-
mos la funcién de densidad de probabilidad de §. Entonces buscamos un valor b tal que

6+b . R
/ F(B)dd = .90.
0

—b

Pero ya sea que conozcamos o no la distribucién de probabilidad de 6, si § es insesgado
podemos hallar un limite aproximado en ¢ al expresar b como un mdltiplo del error estandar
de  (recuerde que el error estdndar de un estimador es simplemente un nombre alternativo
conveniente para la desviacion estandar del estimador.) Por ejemplo, para k = 1, si hacemos
b = koy, sabemos por el teorema de Tchebysheff que & serd menor que koy con probabilidad
de al menos 1 — 1/k* Un valor de k cémodo y de uso frecuente es k = 2. En consecuencia,
sabemos que € serd menor que b = 20j con probabilidad de al menos .75.

Usted encontrard que, con probabilidad en la cercania de .95, muchas variables aleatorias
observadas en la naturaleza se encuentran a no mas de 2 desviaciones estandar de sus medias.
La probabilidad de que Y se encuentre en el intervalo (u + 20) se muestra en la Tabla 8.2 para

i)

P <b)

© - b) 0 @ + b) 0
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Tabla 8.2 Probabilidad de que (u —20) <Y < (u+20)

Distribucion Probabilidad
Normal 9544
Uniforme 1.0000
Exponencial .9502

las distribuciones de probabilidad normal, uniforme y exponencial. El punto es que b = 20y
es un buen limite aproximado para el error de estimacion en casi todas las situaciones practi-
cas. De acuerdo con el teorema de Tchebysheff, la probabilidad de que el error de estimacion
sea menor que este limite es al menos .75. Como ya se sefiald, los limites para probabilidades
dados por el teorema de Tchebysheff suelen ser muy conservadores; las probabilidades reales
por lo general exceden los limites de Tchebysheff en una cantidad considerable.

EJEMPLO 8.2

Solucion

Una muestra de n = 1000 votantes, seleccionados al azar en una ciudad, mostré y = 560 a
favor del candidato Jones. Estime p, la fraccion de votantes de la poblacién que estdn a favor
de Jones y precise un limite de error estdndar de 2 en el error de estimacion.

Utilizaremos el estimador p = Y /n para calcular p. Por tanto, la estimacién de p, la fraccién
de votantes que estdn a favor del candidato Jones, es

(Qué tan confiable es este valor? La distribucién de probabilidad de p se aproxima en
forma muy precisa mediante una distribucién de probabilidad normal para muestras grandes.
Como n = 1000, cuando b = 2073, la probabilidad de que & sea menor que b es aproximada-
mente .95.

De la Tabla 8.1, el error estdndar del estimador para p estd dado por o, =+\/pg /n. Por
tanto,

Desafortunadamente, para calcular b necesitamos conocer p y determinar el valor de p fue el
objetivo de nuestro muestreo. No obstante, este empate aparente no es una desventaja porque
o}, varfa poco para cambios pequefios de p. Por tanto, la sustitucién de la estimacién p por p
produce un error pequefio en el calculo del valor exacto de b = 207. Entonces, para nuestro

ejemplo, tenemos
[(.56)(.44
b=20,=2 [P _ 5 (:36)(.44) = 03.
n 1000

(Cudl es la importancia de nuestros cdlculos? La probabilidad de que el error de estimacién
sea menor que .03 es aproximadamente .95. En consecuencia, podemos tener una confianza
razonable de que nuestra estimacion, .56, estd a no mds de .03 del valor verdadero de p, la
proporcién de votantes en la poblacion que estd a favor de Jones. |
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EJEMPLO 8.3

Solucion

Una comparacién de la durabilidad de dos tipos de llantas para automévil se obtuvo de mues-
tras de pruebas en carretera de n, = n, = 100 llantas de cada tipo. Se registré el nimero de
millas hasta quedar intitiles, el desgaste se definié como el nimero de millas hasta que la
cantidad restante de superficie de rodamiento llegd a un valor pequefio especificado previa-
mente. Las mediciones para los dos tipos de llantas se obtuvieron de manera independiente y
se calcularon las siguientes medias y varianzas:

¥y, = 26,400 millas, v, = 25,100 millas,
st = 1,440,000, 52 = 1,960,000.

Estime la diferencia en la media de millas hasta quedar intitiles y precise un limite de error
estandar de 2 en el error de estimacidn.

La estimacion puntual de (u, — u,) es
(v, —y,) =26,400 — 25,100 = 1300 millas,
y el error estandar del estimador (vea Tabla 8.1) es

i 7
OF, 7y =+ — T —.
(Y1—Y2) n ny

2 2 . R
Debemos conocer 07 y 05, o tener buenos valores aproximados de ellas para calcular Oy, -v,).
. . 2 2 .
Con frecuencia se pueden calcular valores razonablemente precisos de 0} y 05 a partir de

datos experimentales similares, recolectados algtin tiempo antes, o se pueden obtener de datos
muestrales actuales mediante el uso de los estimadores insesgados

1 =
— 2y mY)h =12
j=1

A2 2
o =8 =
l 1 nl
Estas estimaciones serdn adecuadas si los tamafios muestrales son razonablemente grandes,
por ejemplo n;, = 30, para i = 1, 2. Los valores calculados de 12 y S% , basados en las dos prue-
bas de desgaste, son s> = 1,440,000 y s3 = 1,960,000. Sustituyendo estos valores por 0; ) y
0'22 en la férmula para o(y, _v,), tenemos

o> o2 [ 52 [1,440,000 1,960,000
o, -vy ~ Y At S +
nj ns ny ny 100 100

= /34,000 = 184.4 millas.

En consecuencia, estimamos que la diferencia en desgaste medio es de 1300 millas y espera-
mos que el error de estimacién sea menor que 20y, _y,), © sea 368.8 millas, con una probabi-
lidad de aproximadamente .95. ]

8.21

Ejercicios

Un investigador estd interesado en la posibilidad de unir las aptitudes de television e Internet. Una mues-
tra aleatoria de n = 50 usuarios de Internet dio que el tiempo medio semanal empleado en ver television
erade 11.5 horas y que la desviacién estdndar era de 3.5 horas. Estime el tiempo medio poblacional que
los usuarios de Internet pasan viendo television y fije un limite para el error de estimacion.
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Es frecuente que un aumento en el porcentaje de ahorros de los consumidores se encuentre ligado a la
falta de confianza en la economia y se dice que es un indicador de una tendencia recesiva en aquélla. Un
muestreo aleatorio de n = 200 cuentas de ahorros en una comunidad local mostré que el aumento medio
en los valores de las cuentas de ahorros era de 7.2% en los ultimos 12 meses, con desviacion estindar de
5.6%. Estime el porcentaje medio de aumento en los valores de las cuentas de ahorros en los tltimos 12
meses para depositantes de la comunidad. Establezca un limite para su error de estimacion.

La Environmental Protection Agency en conjunto con la Universidad de Florida recientemente realizé
un amplio estudio de los posibles efectos de trazas de elementos en el agua potable sobre la formacién
de cdlculos renales. La tabla siguiente presenta datos de edad, cantidad de calcio en agua potable (me-
dida en partes por millén) y hdbitos de fumar. Estos datos se obtuvieron de individuos con problemas
actuales de cdlculos renales, todos los cuales vivian en las dos Carolinas y en estados de las Montaiias
Rocallosas.

Carolinas Rocallosas

Tamano muestral 467 191

Edad promedio 45.1 46.4
Desviacion estandar de edad 10.2 9.8
Componente medio de calcio (ppm) 11.3 40.1
Desviacion estandar del calcio 16.6 28.4

Proporcién de fumadores en

el momento del estudio 18 -61

a Estime la concentracién promedio de calcio en el agua potable para pacientes con célculos renales en
las Carolinas. Establezca un limite para el error de estimacion.

b Calcule la diferencia en edades medias para pacientes con cdlculos renales en las Carolinas y en las
Rocallosas. Fije un limite para el error de estimacion.

¢ Calcule y precise un limite de desviacion estdndar de 2 en la diferencia en proporciones de pacientes
con cdlculos renales, de las Carolinas y las Rocallosas, que eran fumadores en el momento de hacer
el estudio.

Los resultados de una encuesta de opinién publica publicados en la Internet? indicaron que 69% de quie-
nes respondieron clasificaron el costo de la gasolina como una crisis o problema importante. El articulo
indica que 1001 adultos, de 18 afios o mds, fueron entrevistados y que los resultados tienen un error de
muestreo de 3%. (Como se calculd el 3% y como deberia interpretarse? ;Podemos concluir que una
mayoria de los individuos del grupo de mayores de 18 afios pensaron que el costo de la gasolina era una
crisis o problema importante?

Se realiz6 un estudio para comparar el promedio de llamadas de emergencia a la policia en cada turno de
8 horas en dos distritos de una ciudad grande. Se seleccionaron aleatoriamente muestras de 100 turnos
de 8 horas de los registros policiacos para cada una de las dos regiones y se registr6 el nimero de llama-
das de emergencia para cada turno. Los estadisticos muestrales se proporcionan en la tabla siguiente.

Regidén
1 2
Tamafio muestral 100 100
Media muestral 2.4 3.1
Varianza muestral 1.44 2.64

2 Fuente: Jeffrey M. Jones, “CNN /USA Today/Gallup Poll—Public Expects Gas Price Increase To Be Permanent,”
http:www.gallup.com/content/print/.aspx?ci=11257,8 de abril de 2004.
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8.26

8.27

8.28

8.29

a Calcule la diferencia en el nimero medio de 1lamadas de emergencia a la policia por turno de 8 horas
entre los dos distritos de la ciudad.

b Encuentre un limite para el error de estimacion.

Los vehiculos gemelos Spirit y Opportunity, que recorrieron la superficie de Marte en el invierno de
2004, hallaron evidencia de que una vez hubo agua en el planeta, elevando la posibilidad de que una vez
hubo vida en el mismo. ;Piensa usted que Estados Unidos deberia continuar un programa para enviar
seres humanos a Marte? Una encuesta de opiniones® indicé que 49% de los 1093 adultos encuestados
piensa que se deberia continuar ese programa.

a Estime la proporcidn de todos los norteamericanos que piensan que Estados Unidos deberia continuar
un programa para enviar seres humanos a Marte. Encuentre un limite en el error de estimacion.

u i ulé vari. untas. Si quisié i u i i6

b La encuesta en realidad formuld varias preguntas. Si quisiéramos informar un error de estimacion
que serfa vélido para todas las preguntas de la encuesta, ;qué valor deberfamos usar? [Sugerencia:
;cudl es el mdximo valor posible para p X ¢?]

Una muestra aleatoria de 985 “probables votantes” —a quienes se considera que probablemente voten
en una eleccién préxima— fueron encuestados durante una indagacion por teléfono realizada por el par-
tido republicano. De aquellos contactados, 592 indicaron que tenian intencién de votar por el candidato
republicano en la eleccion.

a De acuerdo con este estudio, la estimacion para p, la proporcién de todos los “posibles votantes” que
votardn por el candidato republicano, es p = .601. Encuentre un limite para el error de estimacion.

b Si los “probables votantes” son representativos de quienes realmente votardn, ;piensa usted que el
candidato republicano serd elegido? ;Por qué? ;Qué confianza tiene usted en su decision?

c ;Puede usted dar razones por las que los encuestados podrian no ser representativos de los que en
realidad voten en la eleccién?

En un estudio de la relacién entre orden de nacimiento y éxito universitario, un investigador encontrd
que 126 en una muestra de 180 egresados de universidad fueron hijos primogénitos o hijos tnicos; en
una muestra de 100 no egresados de edad y antecedentes socio econémicos comparables, el nimero de
primogénitos o hijos tnicos era de s6lo 54. Estime la diferencia en las proporciones de primogénitos o
hijos tnicos para las dos poblaciones de las que se tomaron estas muestras. Establezca un limite para el
error de estimacion.

En ocasiones las encuestas dan informacion interesante acerca de cuestiones que no parecieron ser de
interés en la encuesta inicialmente. Los resultados de dos encuestas de la CNN/USA Today/Gallup,
una de ellas efectuada en marzo de 2003 y otra en noviembre de 2003, fueron presentados recientemente
en linea.* Ambas encuestas comprendieron muestras de 1001 adultos, de 18 afios de edad o més. En la
muestra de marzo, 45% de los muestreados dijeron ser aficionados al beisbol profesional mientras que
51% de los encuestados en noviembre dijeron ser aficionados.

a Dé€ una estimacién puntual para la diferencia en las proporciones de estadounidenses que dicen ser
aficionados al beisbol en marzo (al principio de la temporada) y noviembre (después de la serie mun-
dial). Proporcione un limite para el error de estimacién.

b ;Hay suficiente evidencia para concluir que el apoyo de los aficionados es mayor al final de la tem-
porada? Explique.

3 Fuente: “Space Exploration,” Associated Press Poll, http:www.pollingreport.com/science.htm#Space, 5 de abril
de 2004.

4 Fuente: Mark Gillespie, “Baseball Fans Overwhelmingly Want Mandatory Steroid Testing,” http:www.gallup.com/
content/print.aspx?ci=11245, 14 de febrero de 2004.
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Consulte el Ejercicio 8.29. Dé la estimacién puntual y un limite para el error de estimacién de la propor-
cion de adultos que hubieran dicho que eran aficionados al beisbol en marzo de 2003. ;Es probable que
el valor de su estimacién se desvie hasta en 10%? ;Por qué?

En un estudio para comparar los efectos percibidos de dos calmantes para el dolor, a 200 adultos selec-
cionados aleatoriamente se les dio el primer calmante y 93% indicaron un alivio considerable del dolor.
De los 450 a quienes se dio otro calmante para el dolor, 96% indicaron haber experimentado mejoria
apreciable.

a D¢ una estimacién para la diferencia en las proporciones de todos los adultos que indicarian sentir
alivio del dolor percibido después de tomar los dos calmantes. Precise un limite para el error de esti-
macion.

b Con base en su respuesta al inciso a, jexiste evidencia de que las proporciones de los que experimen-
tan alivio difieran de los que toman los dos calmantes para el dolor? ;Por qué?

Un auditor muestrea aleatoriamente 20 cuentas por cobrar de entre 500 de esas cuentas de la empresa
de un cliente. El auditor hace una lista de la cantidad de cada cuenta y verifica si los documentos que
sirven de base cumplen con los procedimientos estipulados. Los datos se registran en la tabla siguiente
(las cantidades son en délares, ¥ = si y N = no).

Cuenta  Cantidad Cumple Cuenta  Cantidad Cumple

1 278 Y 11 188 N
2 192 Y 12 212 N
3 310 Y 13 92 Y
4 94 N 14 56 Y
5 86 Y 15 142 Y
6 335 Y 16 37 Y
7 310 N 17 186 N
8 290 Y 18 221 Y
9 221 Y 19 219 N
10 168 Y 20 305 Y

Estime el total de cuentas por cobrar para las 500 cuentas de la empresa y fije un limite para el error de
estimacion. ;Piensa usted que el promedio de cuentas por cobrar para la empresa es mayor a $250 déla-
res? (Por qué?

Consulte el Ejercicio 8.32. De los datos obtenidos en las revisiones de cumplimiento, estime la propor-
cidén de las cuentas de la empresa que no cumplen con los procedimientos estipulados. Precise un limite
para el error de estimacion. ;Piensa usted que la proporcién de cuentas que cumplen con los procedi-
mientos estipulados es mayor que 80%? ;Por qué?

Podemos definir un limite de desviacién estdndar 2 en el error de estimacién con cualquier estimador
para el cual podamos hallar una estimacion razonable del error estdndar. Suponga que Y, Y,, ..., Y,
representan una muestra aleatoria de una distribucién de Poisson con media A. Sabemos que V(Y)) = A,
y por tanto que E(Y) = Ay V(Y) = A/n. {Como emplearia usted Y,, Y,, ...,Y, para estimar A? ;Cémo
estimaria el error estdndar de su estimador?

Consulte el Ejercicio 8.34. En el aluminio policristalino, la cantidad de puntos de nucleacién de grano
por unidad de volumen estd modelada con una distribucién de Poisson con media A. Cincuenta especi-
menes de prueba de volumen unitario sometidos a recocido con el régimen A produjeron un promedio de
20 puntos por volumen unitario. Cincuenta especimenes de prueba de volumen unitario seleccionados
de manera independiente sometidos a recocido con el régimen B produjeron un promedio de 23 puntos
por volumen unitario.
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a Estime la media A, del nimero de puntos de nucleacion para el régimen A y precise un limite de error
estandar de 2 en el error de estimacién.

b Estime la diferencia en la media del niimero de puntos de nucleacién A, — Ay para los regimenes A 'y
B. Establezca un limite de error estandar de 2 para el error de estimacion. Se diria que el régimen B
tiende a producir un promedio mayor de puntos de nucleacién? ;Por qué?

SiY,,Y,, ..., Y, denotan una muestra aleatoria de una distribucion exponencial con media 6, entonces
E(Y) = 0y V(Y) = 6% Entonces, E(Y) =0y V(Y) = 0%/ no oy =60/\/n. Sugiera un estimador
insesgado para 6 y dé una estimacion para el error estindar del estimador sugerido.

Consulte el Ejercicio 8.36. Un ingeniero observa n = 10 mediciones independientes de la duracién de
un componente electrénico. El promedio de estas 10 mediciones es de 1020 horas. Si estas duraciones
provienen de una distribucién exponencial con media 6, estime 6 y ponga un limite de error estandar de
2 en el error de estimacién.

El niimero de personas que acuden a un banco de sangre hasta que se encuentra la primera de ellas con
sangre tipo A es una variable aleatoria Y con distribucién geométrica. Si p denota la probabilidad de
que cualquier persona seleccionada aleatoriamente posea sangre tipo A, entonces E(Y) = 1/py V(Y) =
(1-p)/p*.

a Determine una funcién de Y que sea un estimador insesgado de V(Y).

b Sugiera una forma de establecer un limite de error estdndar de 2 para el error de estimacién cuando
Y se use para calcular 1/p.

Intervalos de confianza

Un estimador de intervalo es una regla que especifica el método para usar las mediciones
muestrales en el cdlculo de dos nimeros que forman los puntos extremos del intervalo. En el
caso ideal, el intervalo resultante tiene dos propiedades: primero, contiene el pardmetro ob-
jetivo 6; en segundo, su amplitud serd relativamente pequeia. Uno o ambos puntos extremos
del intervalo, siendo funciones de las mediciones muéstrales, variaran aleatoriamente de una
muestra a otra. Entonces, la longitud y ubicacion del intervalo son cantidades aleatorias; no
podemos estar seguros de que el pardmetro objetivo 0 (fijo) caiga entre los puntos extremos
de cualquier intervalo individual calculado a partir de una sola muestra. En este caso, nuestro
objetivo es hallar un estimador de intervalo capaz de generar intervalos estrechos que tengan
una alta probabilidad de incluir a 6.

Los estimadores de intervalo suelen recibir el nombre de intervalos de confianza. Los pun-
tos extremos superior e inferior de un intervalo de confianza se denominan [limites de con-
fianza superior e inferior, respectivamente. La probabilidad de que un intervalo de confianza
(aleatorio) incluya a 6 (una cantidad fija) se llama coeficiente de confianza. Desde un punto de
vista préctico, el coeficiente de confianza identifica la fraccidn de veces, en muestreo repetido,
que los intervalos construidos contienen al pardmetro objetivo 6. Si sabemos que el coeficiente
de confianza asociado con nuestro estimador es alto, podemos estar suficentemente seguros
de que cualquier intervalo de confianza, construido con el uso de los resultados de una sola
muestra, contendra a 6.

Suponga que A, y 6 son los limites de confianza (aleatorios) superior e inferior, respecti-
vamente, para un pardmetro 6. Entonces, si
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la probabilidad (1 — «) es el coeficiente de confianza. El intervalo aleatorio resultante definido
por [é ) U] se denomina intervalo de confianza bilateral.
También es posible formar un intervalo de confianza unilateral tal que

A

P, =6)=1-a

Aun cuando sélo 6, es aleatorio en este caso, el intervalo de confianzaes [0, co). Del mismo
modo, podriamos tener un intervalo de confianza unilateral superior tal que

PO <6y =1-a

El intervalo de confianza implicado aqui es (—co, fy].

Un método muy itil para encontrar intervalos de confianza se llama método del pivote. Este
consiste en determinar una cantidad que actie como pivote y que posea las dos caracteristicas
siguientes:

1. Que sea una funcién de las medidas muestrales y el pardmetro desconocido 6, donde 6
sea la tinica cantidad desconocida.
2. Que su distribucién de probabilidad no dependa del parametro 6.

Si se conoce la distribucion de probabilidad de la cantidad que actia como pivote, el siguiente
procedimiento 16gico puede usarse para obtener la estimacion por intervalos deseada. Si Y es
cualquier variable aleatoria, ¢ > 0 es una constante y P(a = Y = b) = .7; entonces ciertamente
P(ca = c¢Y = ¢b) = .7. Del mismo modo, para cualquier constante d, Pla + d =Y +d=b
+ d) = .7. Esto es, la probabilidad del evento (¢ = Y = b) no resulta afectada por un cambio
de escala o una traslacion de Y. Entonces, si conocemos la distribucién de probabilidad de una
cantidad pivote, podemos usar operaciones como €stas para formar la estimacién por interva-
los que buscamos. [lustramos este método con los ejemplos siguientes.

EJEMPLO 8.4

Solucion

Suponga que obtenemos una sola observacion Y de una distribucién exponencial con media 6.
Use Y para construir un intervalo de confianza para 6 con un coeficiente de confianza de .90.

La funcién de densidad de probabilidad para Y estd dada por

1
f) = (e)ew’ y =0

0, en cualquier otro punto.

Por el método de transformaciones del Capitulo 6 podemos ver que U = Y/6 tiene la funcién
de densidad exponencial dada por

ot = fe 170

0, en cualquier otro punto.

La funcién de densidad para U aparece graficada en la Figura 8.5. U = Y/ es una funcién
de Y (la medicién muestral) y 6, y la distribucién de U no depende de 6. Entonces, podemos
emplear U = Y/0 como cantidad pivote. Como buscamos un estimador de intervalo con
coeficiente de confianza igual a .90, encontramos dos nimeros a y b tales que

Pla<U=b)=90.
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FIGURA 8.5
Funcién de densidad
para U, Ejemplo 8.4

f(w
.05

.05

.90

Una forma de hacer esto es elegir a y b para satisfacer
P(U <a) =/ e "du=.05 y PU>Db) =/ e "du = .05.
0 b

Estas ecuaciones dan como resultado
l-e“=.05y e?=.05 obien,a=.051, b=2996.

Por consiguiente
Y
90 =P(051 =U =2.99) =P (.051 = 3 = 2.996) .

Como estamos buscando un estimador de intervalo para 6, manipulamos las desigualdades
que describen el evento para aislar 6 en el centro. Y tiene una distribucién exponencial, de
modo que P(Y > 0) = 1 y mantenemos la direccién de las desigualdades si dividimos todo
entre Y. Esto es,

.051 1 2.996
= =_ =
Y (C] Y

Y
.90=P<.051S6$2.996>=P( - =

Tomando reciprocos (y por tanto invirtiendo la direccién de las desigualdades) obtenemos

Y Y Y Y
NW=P—=0=——)|=P|——=0=—).
.051 2.996 2.996 .051

Entonces, vemos que Y/2.996 y Y/.051 forman los limites de confianza inferior y superior,
respectivamente, que estdbamos buscando. Para obtener los valores numéricos de estos limi-
tes debemos observar un valor real para Yy sustituirlo en las férmulas dadas para los limites
de confianza. Sabemos que limites de la forma (¥/2.996, Y/.051) incluirdn los valores (des-
conocidos) verdaderos de 8 para 90% de los valores de Y que obtendriamos por muestreo
repetido a partir de esta distribucién exponencial. ]

EJEMPLO 8.5

Solucion

Suponga que tomamos una muestra de tamafio n = 1 de una distribucién uniforme definida en
el intervalo [0, 0 ], donde 6 es desconocida. Encuentre un limite de confianza inferior de 95%
para 0.

Como Y es uniforme en [0, 8], los métodos del Capitulo 6 se pueden usar para demostrar que
U = Y/6 estd uniformemente distribuida en [0, 1]. Esto es,

o ={ o S
u) =
v 0, en cualquier otro punto.



FIGURA 8.6
Funcion de densidad
para U, Ejemplo 8.5
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fu)

.05
.95

La figura 8.6 contiene una gréfica de la funcién de densidad para U. De nuevo, vemos que U
satisface los requisitos de una cantidad pivote. Como buscamos un limite de confianza inferior
de 95% para 6, determinamos el valor para a de modo que P(U = a) = .95. Esto es,

/ (1) du = .95,
0

Y Y
P(U=<.95 =P (5 = .95> = P(Y =.950) = P <¥ s&) = .95,

o sea que a = .95. Por tanto,

Vemos que Y/.95 es un limite de confianza inferior para 6, con coeficiente de confianza .95.
Como cualquier Y observada debe ser menor que 0, es intuitivamente razonable tener el limite
de confianza inferior para 6 ligeramente mayor que el valor observado de Y. |

8.39

8.40

8.41

Los dos ejemplos anteriores ilustran el uso del método del pivote para determinar limites
de confianza para pardmetros desconocidos. En cada caso las estimaciones de intervalo se
desarrollaron con base en una sola observacién de la distribucion. Estos ejemplos se presen-
taron basicamente para ilustrar el método del pivote. En las secciones restantes de este capi-
tulo usaremos este método en coordinacién con las distribuciones de muestreo presentadas
en el Capitulo 7 para desarrollar algunas estimaciones por intervalos de mayor importancia
préctica.

Ejercicios

Suponga que la variable aleatoria Y tiene una distribucién gamma con pardmetros o = 2 y 3 desconoci-
da. En el Ejercicio 6.46 usted utiliz6 el método de las funciones generadoras de momento para demos-
trar un resultado general que implicaba que 2Y/B tiene una distribucién x* con 4 grados de libertad.
Usando 2Y/B como cantidad pivote, deduzca un intervalo de confianza de 90% para 3.

Suponga que la variable aleatoria Y es una observacion de una distribucién normal con media p desco-
nocida y varianza 1. Encuentre un

a intervalo de confianza de 95% para u,

b limite de confianza superior de 95% para pu,

¢ limite de confianza inferior de 95% para w.

Suponga que Y estd distribuida normalmente con media 0 y varianza o desconocida. Entonces ¥?/o
tiene una distribucién x? con grado de libertad 1. Use la cantidad pivote Y 2/o para hallar un
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8.42

8.43

8.44

8.45

8.46

8.47

a intervalo de confianza de 95% para o2,

b limite de confianza superior de 95% para o2,

¢ limite de confianza inferior de 95% para 0.
Use las respuestas del Ejercicio 8.41 para hallar un

a intervalo de confianza de 95% para o,
b limite de confianza superior de 95% para o,
¢ limite de confianza inferior de 95% para o.

SeaY,,Y,,...,Y, una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién con distribucion uniforme en el
intervalo (0, 6). Sean Y, =max(Y, Y, ..., Y)yU= (1/0)Y(n).

a Demuestre que U tiene funcién de distribucién

0, u <0,
Fy(u) =3 u", 0=u=1l,
1, u>1.

b Como la distribucién de U no depende de 6, U es una cantidad pivote. Encuentre un limite de con-
fianza inferior de 95% para 6.

Suponga que Y tiene la siguiente funcién de densidad de probabilidad

200 — y)

—, 0<y<9,
K =1 "9 ’
0, en cualquier otro punto.
a Demuestre que Y tiene funcién de distribucién
0, y=0,

2y y
Fy(y) = -, 0<y<@,
y(y 9 0 y

1, y=6.

b Demuestre que Y/ es una cantidad pivote.

¢ Use la cantidad pivote del inciso b para hallar un limite de confianza inferior de 90% para 6.

Consulte el Ejercicio 8.44.

a Use la cantidad pivote del Ejercicio 8.44(b) para hallar un limite de confianza superior de 90% para
0.

b Sid, es el limite de confianza inferior para 6 obtenido en el Ejercicio 8.44(C)Ay o ves el limite supe-
rior hallado en el inciso a, cudl es el coeficiente de confianza del intervalo (6, 6y)?

Consulte el Ejemplo 8.4 y suponga que Y es una sola observacién de una distribucion exponencial con
media 6.

a Use el método de las funciones generadoras de momento para demostrar que 2Y/6 es una cantidad
pivote y tiene una distribucién x? con 2 grados de libertad.

b Use la cantidad pivote 2Y/6 para deducir un intervalo de confianza de 90% para 6.

¢ Compare el intervalo que obtuvo en el inciso b con el intervalo obtenido en el Ejemplo 8.4.

Consulte el Ejercicio 8.46. Supongaque Y|, Y,, . .., Y, es una muestra de tamafio n para una distribucién
exponencial con media 6.

a Utilice el método de las funciones generadoras de momento para demostrar que 2 Y ;_, ¥;/6 es una
cantidad pivote y tiene una distribucién x? con 2n grados de libertad.

b Use la cantidad pivote 2 ) _;_, ¥; /6 para deducir un intervalo de confianza de 95% para 6.
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¢ Siuna muestra de tamafio n = 7da’y = 4.77, use el resultado del inciso b para dar un intervalo de
confianza de 95% para 6.

Consulte los Ejercicios 8.39 y 8.47. Suponga que Y,,Y,, . . ., Y, es una muestra de tamafio n de una
poblacién con distribucién gamma con o = 2 y 3 desconocida.

a Utilice el método de las funciones generadoras de momento para demostrar que 2y | ¥; /B3 es una
cantidad pivote y tiene una distribucién x? con 4n grados de libertad.

b Use la cantidad pivote 2 Y | ¥; /B para deducir un intervalo de confianza de 95% para 3.

¢ Siuna muestra de tamafion = 5da’y = 5.39, use el resultado del inciso b para dar un intervalo de
confianza para .

Consulte el Ejercicio 8.48. Suponga que Y}, ¥,, . . ., ¥, es una muestra de tamafio » de una poblacién
con distribucién gamma con pardmetros a y 3.

a Si a = m, donde m es un entero conocido y (3 es una incognita, encuentre una cantidad pivote que
tenga una distribucién y? con m X n grados de libertad. Use esta cantidad pivote para deducir un
intervalo de confianza de 100(1 — )% para 3.

b Sia = ¢, donde ¢ es una constante conocida pero no un entero y 3 es una incégnita, encuentre una
cantidad pivote que tenga una distribucién gamma con pardmetros a* = cn'y 8* = 1. D€ una férmula
para un intervalo de confianza 100(1 — @)% para 3.

c Ejercicio Applet Consulte el inciso b. Si @ = ¢ = 2.57 y una muestra de tamaflon = 10day =
11.36, dé un intervalo de confianza de 95% para 8. [Use la aplicacion Gamma Probabilities and
Quantiles para obtener cuantiles apropiados para la cantidad pivote que obtuvo en el inciso b.]

Intervalos de confianza en una muestra grande

En la Seccién 8.3 presentamos algunos estimadores puntuales insesgados para los parametros
W, Py My — Mo, Y Py — P,- Como indicamos en esa seccion, para muestras grandes todos estos es-
timadores puntuales tienen distribuciones muestrales aproximadamente normales con errores
estandar como los que se dan en la Tabla 8.1. Esto es, dadas las condiciones de la Seccién 8.3,
si el parametro objetivo 0 es w, p, u; — W,, O p; — P,, €Ntonces para muestras grandes,

-6
Z:

T

posee aproximadamente una distribuciéon normal estandar. En consecuencia, Z = 6 —0) Vers
forma (al menos aproximadamente) una cantidad pivote y el método del pivote se puede em-
plear para desarrollar intervalos de confianza para el pardmetro objetivo 6.

EJEMPLO 8.6

Solucion

Sea § un estadistico que estd normalmente distribuido con media 0 y error estdndar gy Encuentre
un intervalo de confianza para 6 que posea un coeficiente de confianza igual a (1 — ).

La cantidad

tiene una distribucién normal estandar. Ahora seleccione dos valores de las colas de esta dis-
tribucion, z, , ¥ —z,,», tales que (vea Figura 8.7)

P(_Za/Z =Z SZ/aZ) =1-a
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FIGURA 8.7
Ubicacion de

Za/Z y _Za/Z

a/2 a/2

l-a

*Za/Z 0 Za/z

Sustituyendo por Z en el enunciado de probabilidad, tenemos

6—06
P _Za/ZS SZa/Z =1 — .
%

Multiplicando por oy, obtenemos
P(—20p0y =0 —0 < z4p0y) = 1 —
y restando § de cada término de la desigualdad, obtenemos

P(=0 —z4poy = =0 = 0 +z4p05) = | —a.

Por dltimo, multiplicando cada término por —1 y, en consecuencia, cambiando la direccién de
las desigualdades, tenemos

P(é — Zapoy =0 =0 +z0p0p) =1 —a.

Entonces, los puntos extremos para un intervalo de confianza de 100(1— «)% para 6 estin
dados por

6, =6 - Za20y Y by =0+ Za/20p- [

Por medio de argumentos andlogos podemos determinar que limites de confianza unilate-
rales de 100(1 — a)%, a menudo llamados limites superior e inferior, respectivamente, estin
dados por

limite inferior al 100(1 — a)% para 6 = 6 - 2a0p,
limite superior al 100(1 — &)% para 6 = §+ z,0p,

Suponga que calculamos un limite inferior al 100(1 — a)% y un limite superior al 100(1 —
)% para 6. Entonces decidimos usarlos para formar un intervalo de confianza para 6. ;Cual
serd el coeficiente de confianza de este intervalo? Una rdpida mirada a lo anterior confirma
que combinar limites inferior y superior, cada uno con coeficiente de confianza 1 — «, genera
un intervalo bilateral con coeficiente de confianza de 1 — 2a.

De acuerdo con las condiciones descritas en la Seccidon 8.3, los resultados obtenidos en esta
seccién se pueden usar para hallar intervalos de confianza de una muestra grande (unilateral
o bilateral) para u, p, (n; — w,), y (p, — p,). Los siguientes ejemplos ilustran aplicaciones del
método general desarrollado en el Ejemplo 8.6.

EJEMPLO 8.7

Se registraron los tiempos de compra de n = 64 clientes seleccionados al azar en un super-
mercado local. El promedio y varianza de los 64 tiempos de compra fueron 33 minutos y 256
minutos?, respectivamente. Estime p, el verdadero promedio de tiempo de compra por cliente,
con un coeficiente de confianzade 1 — a = .90.
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En este caso estamos interesados en el pardametro § = w. Entonces, § =y = 33 y s> = 256
para una muestra de n = 64 tiempos de compra. La varianza poblacional ¢ es desconocida,
de modo que (como en la Seccién 8.3) usamos s> como su valor estimado. El intervalo de
confianza

éiza/zae
tiene la forma
Frzan (L) =5+ 20 (=
y af \/ﬁ af \/ﬁ .

De la Tabla 4, Apéndice 3, z,,, = zos = 1.645; por tanto, los limites de confianza estin

dados por
_ s 16
Y~ Zap % =33 —1.645 3) " 29.71,

s 16
V+zap|—=)=33+1.645( — ) =36.20.
g Z/Z(\/z) <8>

Asi, nuestro intervalo de confianza para wu es (29.71, 36.29). En muestreo repetido, aproxima-
damente 90% de todos los intervalos de la forma Y =+ 1.645(S5/+/n) incluyen p, el tiempo me-
dio real de compra por cliente. Aun cuando no sabemos si el intervalo particular (29.71, 36.29)
contiene a u, el procedimiento que lo generd proporciona intervalos que captan la media real
en aproximadamente 95% de todos los ejemplos en los que se utilice el procedimiento. |

EJEMPLO 8.8

Solucion

Dos marcas de refrigeradores, denotadas por A y B, estdn garantizadas por 1 afo. En una
muestra aleatoria de 50 refrigeradores de la marca A, se observo que 12 de ellos fallaron antes
de terminar el periodo de garantia. Una muestra aleatoria independiente de 60 refrigeradores
de la marca B también revel6 12 fallas durante el periodo de garantia. Calcule la diferencia
real (p, — p,) entre las proporciones de fallas durante el periodo de garantia, con un coeficiente
de confianza de aproximadamente .98.

El intervalo de confianza

0+ Za/20p

(P1 = P2) * Zap Aty + 1’2(12.
ni nyp

Debido a que p,, q,, p, ¥ ¢, son desconocidos, el valor exacto de 0y no se puede evaluar. Pero,
como se indica en la Seccién 8.3, podemos obtener una buena aproximacién para 0y al susti-
tuir pi, g1 =1 — p1, p2 y G2 = 1 — p2 por py, g4, P, ¥ ¢,, respectivamente.

Para este ejemplo, p, = .24, 4, = .76, p> = .20, 4, = .80 y z,; = 2.33. El intervalo de
confianza de 98% deseado es

(24— 20) = 2.33\/ (:24).76) | (-20)(-80)
50 60

.04 = 1851 o [—.1451, .2251].

tiene ahora la forma
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Observe que este intervalo de confianza incluye al cero. Entonces, un valor cero paraladiferencia
en proporciones (p, — p,) es “creible” (con un nivel de confianza aproximado de 98%) con base
en los datos observados. No obstante, el intervalo también incluye el valor .1. Por tanto, .1 re-
presenta otro valor de (p, — p,) que es “creible” con base en los datos que hemos analizado.
||

FIGURA 8.8
Veinticuatro interva-
los de confianza de
95% realizados para
una proporcién
poblacional

Cerramos esta seccion con una investigacion practica de la aplicacion del procedimiento de
estimacién de intervalos de una muestra grande para una sola proporcién poblacional p, con
base en Y, el nimero de éxitos observado durante » intentos en un experimento binomial. En
este caso, 0 = p; 0 = p = Y/nyoy =0, =\p(I—p)/n=~\p{—p)/n. (Al igual
que en la Seccién 8.3, /(I — p)/n da una buena aproximacién para g;.) Los limites de
confianza apropiados son entonces

o D o D)
BLZP_M[/¥} , guzpwﬂ[/%}

La figura 8.8 muestra los resultados de 24 experimentos binomiales independientes, cada
uno basado en 35 intentos cuando el verdadero valor de p es = 0.5. Para cada uno de los ex-
perimentos calculamos el nimero de éxitos y, el valor de p = y/35 y el correspondiente in-
tervalo de confianza de 95% usando la férmula p = 1.96\/p(1 — p)/35. (Observe que 205
= 1.96.) En el primer experimento binomial vimos que y = 18, p = 18/35 = 0.5143 y
oy =\/p(1 — p)/n =~/(.5143)(.4857)/35 = 0.0845. Por tanto, el intervalo obtenido en
el primer experimento es .5143 + 1.96(0.0845) o (0.3487, 0.6799). La estimacién para p
desde el primer experimento es mostrada por el punto grande mds bajo de la Figura 8.8 y
el intervalo de confianza resultante esta dado por la recta horizontal que pasa por ese punto.
La recta vertical indica el verdadero valor de p, 0.5 en este caso. Observe que el intervalo

Probabilidad verdadera
0.50

hﬂui{f b sl

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Probabilidad estimada
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obtenido en el primer intento (de tamafio 35) en realidad contiene el valor verdadero de la
proporcion poblacional p.

Los 23 intervalos de confianza restantes contenidos en esta pequefia simulacién estan dados
por el resto de las lineas horizontales de la Figura 8.8. Observe que cada intervalo individual
contiene o no el valor verdadero de p. No obstante, el valor verdadero de p estd contenido en
23 de los 24 intervalos (95.8%) observados.

Si se utilizara muchas veces el mismo procedimiento, cada intervalo individual contendria
o no el valor verdadero de p, pero el porcentaje de todos los intervalos que capturan p seria
muy cercano a 95%. Uno tiene “95% de confianza” de que el intervalo contenga el parametro
ya que éste se obtuvo usando un procedimiento que genera intervalos que contienen el para-
metro aproximadamente 95% de las veces que se usa.

La aplicacién ConfidencelntervalP (disponible en www.thomsonedu.com /statistics /wac-
kerly) fue utilizada para generar la Figura 8.8. ; Qué ocurre si se usan diferentes valores de n o
diferentes coeficientes de confianza? ;Obtenemos resultados similares si el valor verdadero de
p es otro diferente de 0.57 Varios de los siguientes ejercicios nos permitiran usar la aplicacion
para contestar preguntas como éstas.

En esta seccion hemos empleado el método del pivote para deducir intervalos de confianza
de una muestra grande para los pardmetros u, p, u, — K, y p; — p, de acuerdo con las condi-
ciones de la Seccion 8.3. La férmula bésica es

0 = 240y,

donde los valores de § y 0 aparecen en la Tabla 8.1. Cuando 6 = u es el pardmetro objetivo,
entonces § =Yy a'(;2 = o2 /n, donde o es la varianza poblacional. Si se conoce el valor
verdadero de o2, debe usarse en el cdlculo del intervalo de confianza; si o> no se conoce yn
es grande, no hay demasiada pérdida de precision si s se sustituye por o en la férmula del
intervalo de confianza. Del mismo modo, si 07 y 03 son desconocidas y tanto n, como 7, son
grandes, S12 y S% se pueden sustituir por estos valores en la férmula del intervalo de confianza
de una muestra grande para 6 = u, — u,.

Cuando 6 = p es el pardmetro objetivo, entonces § = py 0 =\ pq /n. Como p es el
pardmetro objetivo desconocido, o no puede ser evaluada. Si n es grande y sustituimos
P por p (y g = 1—p por g) en la férmula para op; sin embargo, el intervalo de confianza
resultante tendrd aproximadamente el coeficiente de confianza establecido. Para n, y n,
grandes, se cumplen enunciados semejantes cuando p; y P, se usan para calcular p, y p,,
respectivamente, en la férmula para o2 5, La justificacion tedrica para estas sustituciones

P
se dara en la Seccién 9.3.

Ejercicios

Consulte el Ejemplo 8.8. En este ejemplo, p, y p, se usaron para denotar las proporciones de refrigera-
dores de las marcas A y B, respectivamente, que fallaron durante los periodos de garantia.

a En el nivel aproximado de 98% de confianza, ;cudl es el mayor “valor creible” para la diferencia en
las proporciones de fallas de refrigeradores de las marcas A 'y B?

b En el nivel aproximado de 98% de confianza, ;cudl es el menor “valor creible” para la diferencia en
las proporciones de fallas de refrigeradores de las marcas A 'y B?
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8.51

8.52

8.53

c Sip, - p, es realmente igual a 0.2251, ;cudl marca tiene la mayor proporcién de fallas durante el
periodo de garantia? ; Qué tanto mds grande?

d Sip, - p, es realmente igual a —0.1451, ;cuél marca tiene la mayor proporcién de fallas durante el
periodo de garantia? ; Qué tanto mds grande?

e Como se observé en el Ejemplo 8.8, cero es un valor creible de la diferencia. ;Concluiria usted que
hay evidencia de una diferencia en las proporciones de fallas (dentro del periodo de garantia) para las
dos marcas de refrigeradores? ;Por qué?

Ejercicio Applet ;Qué ocurre si tratamos de usar la aplicacion ConfidencelntervalP (disponible en
www.thomsonedu.com /statistics /wackerly) para reproducir los resultados presentados en la Figura 8.8?
Entre en la aplicacién. No cambie el valor de p de .50 o el coeficiente de confianza de .95, pero use el
botén “Sample Size” para cambiar el tamafio muestral a n = 35. Haga clic en el botén “One Sample”
una sola vez. En la parte superior izquierda de la pantalla, los valores de la muestra estdn descritos por
un conjunto de 35 ceros (0) y unos (1), y el valor de la estimacién para p y el intervalo de confianza
resultante de 95% se dan debajo de los valores de muestra.

a (Cudl es el valor de p que obtuvo? ;Es igual que el primer valor obtenido, 0.5143, cuando la Figura
8.8 se generd? ;Le sorprende esto? ;Por qué?

b Use el valor de la estimacién que obtuvo y la férmula para un intervalo de confianza de 95% para
verificar que el intervalo de confianza dado en la pantalla esté correctamente calculado.

c (Elintervalo que usted obtuvo contiene el valor verdadero de p?

d ;Cudl es la longitud del intervalo de confianza que usted obtuvo? ;Es exactamente igual que la lon-
gitud del primer intervalo, (.3487, .6799), obtenida cuando se gener6 la Figura 8.8? ;Por qué?

e Haga clic en el botén “One Sample” otra vez. ;Este intervalo es diferente que el previamente
generado? Haga clic en el botén “One Sample” tres veces mds. ;Cudntos intervalos claramente
diferentes aparecen entre los primeros 5 intervalos generados? ;Cudntos de ellos contienen .57

f Haga clic en el botén “One Sample” hasta que haya obtenido 24 intervalos. ;Qué porcentaje de los
intervalos contiene el valor verdadero de p = .5? (El porcentaje es cercano al valor que usted espe-
raba?

Ejercicio Applet Consulte el Ejercicio 8.51. No cambie el valor de p de .50 o el coeficiente de confianza
de .95, pero use el botén “Sample Size” para cambiar el tamafio muestral a n = 50. Haga clic en el botén
“One Sample” una sola vez.

a (Qué tan largo es el intervalo de confianza resultante? ;Cémo se compara la longitud del intervalo
con la que obtuvo en el Ejercicio 8.51(d)? ;Por qué son diferentes las longitudes de los intervalos?

b Haga clic en el botén “25 Samples”. { El porcentaje de intervalos que contiene el valor verdadero de
p es cercano a lo que usted esperaba?

¢ Haga clic en el botén “100 Samples”. ;El porcentaje de intervalos que contiene el valor verdadero de
p es cercano a lo que usted esperaba?

d Si usted hiciera clic varias veces en el botén “100 Samples” y calculara el porcentaje de todos los
intervalos que contienen el valor verdadero de p, ;qué porcentaje de intervalos espera que contengan
p?

Ejercicio Applet Consulte los Ejercicios 8.51 y 8.52. Cambie el valor de p a .25 (ponga el cursor en la
linea vertical y arrdstrelo a la izquierda hasta que aparezca .25 como la probabilidad verdadera). Cambie
el tamafio muestral a n = 75 y el coeficiente de confianza a 0.90.



8.54

8.55

8.56

8.57

8.58

Ejercicios 417

a Haga clic en el botén “One Sample” una vez.

i (Cudl es lalongitud del intervalo resultante? ; El intervalo es mas largo o mds corto que el obtenido
en el Ejercicio 8.51(d)?

ii Mencione tres razones por las que el intervalo que obtuvo usted en el inciso (i) es mds corto que el
intervalo obtenido en el Ejercicio 8.51(d).

b Haga clic en el botén “100 Samples” unas cuantas veces. Cada clic producird 100 intervalos y daréd
al usuario el nimero y proporcién de esos 100 intervalos que contienen el valor verdadero de p.
Después de cada clic anote el nimero de intervalos que contienen p = .25.

i ;Cudntos intervalos gener$? ;Cudntos de estos intervalos contienen el verdadero valor de p?
ii ;Qué porcentaje de todos los intervalos contienen a p?

Ejercicio Applet Consulte los Ejercicios 8-51-8.53. Cambie el valor de p a .90. Cambie el tamaiio
muestral an = 10y el coeficiente de confianza a 0.95. Haga clic en el bot6n “100 Samples” unas cuantas
veces. Después de cada clic anote el nimero de intervalos que contienen p = .90.

a Cuando la simulacién produjo diez éxitos en diez intentos, /cudl es el intervalo de confianza resultan-
te de 95% para p? ;Cudl es la longitud del intervalo? ;Por qué? ; Como se representa en la pantalla?

b ;Cudntos intervalos gener6? ;Cudntos de los intervalos generados contienen el valor verdadero
de p?

(Qué porcentaje de todos los intervalos generados contienen a p?
d ;Le sorprende el resultado del inciso ¢?

e El resultado del inciso c invalida los procedimientos del intervalo de confianza de muestra grande
presentados en esta seccién? ;Por qué?

Ejercicio Applet Consulte los Ejercicios 8.51-8.54. Cambie el valor de p a .90. Cambie el tamafio muestral a
n =100y el coeficiente de confianza a .95. Haga clic en el botén “100 Samples” unas cuantas veces. Después
de cada clic anote el nimero de intervalos que contienen p = .90 y conteste las preguntas planteadas en el
Ejercicio 8.54, incisos b—e.

. Est4 menguando el romance de los estadounidenses con el cine? En una encuesta Gallup® de n = 800
adultos seleccionados aleatoriamente, 45% indicaron que el cine estaba mejorando mientras que 43%
dijeron que el cine estaba empeorando.

a Encuentre un intervalo de confianza de 98% para p, la proporcién total de adultos que dicen que el
cine estd mejorando.

b (El intervalo incluye el valor p = 0.50? ;Piensa usted que una mayoria de adultos dice que el cine
estd mejorando?

Consulte el Ejercicio 8.29. De acuerdo con el resultado dado ahi, 51% de los n = 1001 adultos encues-
tados en noviembre de 2003 dijeron ser aficionados al beisbol. Construya un intervalo de confianza de
99% para la proporcion de adultos que en noviembre de 2003 dijeron ser aficionados al beisbol (después
de la Serie Mundial). Interprete este intervalo.

Los administradores de un hospital deseaban estimar el nimero promedio de dias necesarios para el
tratamiento de enfermos internados entre las edades de 25 y 34 afios. Una muestra aleatoria de 500
pacientes entre estas edades produjo una media y una desviacién estandar igual a 5.4 y 3.1 dias, respec-
tivamente.

5 Fuente: “Movie Mania Ebbing,” Gallup Poll of 800 adults, http: //www.usatoday.com/snapshot/news/2001-06-
14-moviemania.htm., 1618 de marzo de 2001
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Construya un intervalo de confianza del 95% para la duracién media de permanencia de la poblacién de
pacientes de la cual se extrajo la muestra.

Cuando se trata de anunciar, los “preadolescentes” no estdn listos para mensajes de linea dura que pu-
blicistas usan con frecuencia para llegar a los adolescentes. El estudio® del grupo Geppeto encontré que
78% de los “preadolescentes” entienden y disfrutan anuncios que son tontos por naturaleza. Suponga
que el estudio comprendié n = 1030 “preadolescentes”.

a Construya un intervalo de confianza de 90% para la proporcién de “preadolescentes” que entienden
y disfrutan anuncios que son tontos por naturaleza.

b ;Piensa usted que “mds de 75%” de todos los “preadolescentes” disfrutan anuncios que son tontos
por naturaleza? ;Por qué?

(Cudl es la temperatura corporal normal para personas sanas? Una muestra aleatoria de 130 temperatu-
ras corporales en personas sanas proporcionadas por Allen Shoemaker’ dio 98.25 grados y desviacién
estandar de 0.73 grados.

a D¢ un intervalo de confianza de 99% para el promedio de temperatura corporal de personas sanas.

b Elintervalo de confianza obtenido en el inciso a ;contiene el valor de 98.6 grados, que es el promedio
aceptado de temperatura citado por médicos y otros? ;Qué puede usted concluir?

Una pequeifia cantidad selenio, de 50 a 200 microgramos (ug) por dia, es considerada esencial para una
buena salud. Suponga que se seleccionaron muestras aleatorias independientes, de n, = n, = 30 adultos
provenientes de dos regiones de Estados Unidos y que se registré para cada persona una ingesta diaria
de selenio tanto de liquidos como de sélidos. La media y la desviacién estdndar de la ingesta diaria de
selenio para los 30 adultos de la regién 1 fueron 'y = 167.1 ugy s; = 24.3 ug, respectivamente. Los
estadisticos correspondientes para los 30 adultos de la regién 2 fuerony = 1409 ugy s, = 17.6 ug.
Encuentre un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en la ingesta media de selenio para las
dos regiones.

Los siguientes estadisticos son el resultado de un experimento realizado por P. I. Ward para investigar
una teorfa relativa al comportamiento de cambio de piel del macho Gammarus pulex, un pequefio crus-
tdceo.® Si el macho cambia de piel mientras se aparea con una hembra, éste debe liberarla y perderla.
La teorfa es que el macho Gammarux pulex es capaz de posponer dicho cambio, con lo cual reduce la
posibilidad de perder su pareja. Ward asign6 aleatoriamente 100 parejas de machos y hembras a dos gru-
pos de 50 cada uno. Las parejas del primer grupo se mantuvieron juntas (normal); las del segundo grupo
fueron separadas. Se registré el tiempo de muda para machos y hembras, y las medias, desviaciones
estdndar y tamaflos muestrales se ilustran en la tabla siguiente. (El nimero de crustdceos en cada una de
las cuatro muestras es menor que 50 porque algunos en cada grupo no sobrevivieron hasta el tiempo de
muda.)

Tiempo de muda (dias)
Media s n

Machos

Normal 248 7.1 34
Separados  21.3 8.1 41
Hembras

Normal 8.6 4.8 45
Separados  11.6 5.6 48

6. Fuente: “Caught in the Middle”, American Demographics, julio de 2001, pp. 14-15.

7. Fuente: Allen L. Shoemaker, “What’s Normal? Temperature, Gender and Heart Rate,” Journal of Statistics Edu-
cation (1966).

8. Fuente: “Gammarus pulex Control Their Moult Timing to Secure Mates,” Animal Behaviour 32 (1984).
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a Encuentre un intervalo de confianza de 99% para la diferencia en tiempo promedio de muda para
machos “normales” contra los “separados” de sus parejas.

b Interprete el intervalo.

A la mayoria de estadounidenses les gusta participar eventos deportivos o al menos verlos. Algunos
sienten que los deportes tienen mds que sélo valor de entretenimiento. En una encuesta de 1000 adultos,
realizada por KRC Research & Consulting, 78% sintieron que los deportes de gran atractivo tienen un
efecto positivo en la sociedad.’

a Encuentre un intervalo de confianza de 95% para el porcentaje del piblico que piensa que los depor-
tes tienen un efecto positivo en la sociedad.

b La encuesta publicé un margen de error de “més o menos 3.1%”. ;Esto concuerda con la respuesta
de usted al inciso a? ;Qué valor de p produce el margen de error dado por la encuesta?

En una encuesta de la CNN/USA Today/Gallup a 1000 estadounidenses se les pregunté qué tan bien
los describia el término patridtico.'’ Algunos resultados de la encuesta estdn contenidos en la siguiente
tabla de resumen.

Grupo de edad
Todos 18-34 60+
Muy bien 53 .35 7
Regular 31 41 17
No muy bien .10 .16 .04
Nada bien .06 .08 .02

a Silos grupos de 18-34 y 60 o mds afios estaban formados de 340 y 150 individuos, respectivamente,
encuentre un intervalo de confianza de 98% para la diferencia en proporciones de los individuos en
estos grupos de edades que acordaron que patridtico los describia muy bien.

b Con base en el intervalo que obtuvo en el inciso a, ¢ piensa que la diferencia en proporciones de los
que se vieron a si mismos como patridticos es de hasta 0.6? Explique.

Para una comparacién de los porcentajes de piezas defectuosas producidas por dos lineas de montaje,
de cada linea se seleccionaron muestras aleatorias independientes de 100 piezas. La linea A produjo 18
piezas defectuosas en la muestra y la linea B contenia 12 piezas defectuosas.

a Encuentre un intervalo de confianza de 98% para la verdadera diferencia en proporciones de piezas
defectuosas para las dos lineas.

b Hay evidencia aqui que sugiera que una linea produce una proporcién mas alta de piezas defectuo-
sas que la otra?

Histéricamente, la biologfa se ha impartido en conferencias y la evaluacién de su aprendizaje se logré
mediante pruebas de vocabulario y datos memorizados. Un nuevo curriculo inventado por un profesor:
Biologia, contenido de una comunidad (BACC, por sus siglas en inglés), estd basado en estdndares,
orientado a actividades y centrado en preguntas. Los estudiantes a quienes se enseflé a usar los méto-
dos historicos y los nuevos fueron examinados, en el sentido tradicional, sobre conceptos de biologia
que destacaban conocimientos de biologia y habilidades en procesos. Los resultados de un examen
sobre conceptos de biologia se publicaron en The American Biology Teacher y se muestran en la tabla
siguiente."!

9. Fuente: Mike Tharp, “Ready, Set, Go. Why We Love Our Games—Sports Crazy,” U.S. News & World Report, 15
de julio de 1997, p. 31.

10. Fuente: Adaptado de “I’am a Yankee Doodle Dandy,” Kowledge Networks: 2000, American Demographics, julio
de 2001, p. 9.

11. Fuente: William Leonard, Barbara Speziale, y John Pernick, “Performance Assessment of a Standards-Based
High School Biology Curriculum,” The American Biology Teacher 63(5) (2001):310-316.
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Tamafio Desviacion
Media muestral  estandar

Pre-examen: todos los grupos BACC  13.38 372 5.59
Pre-examen: todo tradicional 14.06 368 5.45
Post-examen: todos los grupos BACC 18.50 365 8.03
Post-examen: todo tradicional 16.50 298 6.96

a Proponga un intervalo de confianza de 90% para la calificacién media de postexamen para todos los
estudiantes BACC.

b Encuentre un intervalo de confianza de 95% para la diferencia en las calificaciones medias de post-
examen para estudiantes BACC y los que aprendieron en forma tradicional.

c (Elintervalo de confianza del inciso b proporciona evidencia de que hay una diferencia en las califi-
caciones medias postexamen para estudiantes BACC y los tradicionales? Explique.

Un método sugerido para resolver la escasez de energia eléctrica en una regién comprende la construc-
cién de plantas nucleares flotantes generadoras de energia eléctrica a pocas millas de la costa en el océa-
no. La preocupacién por la posibilidad de una colisién de barcos con la planta flotante, pero anclada, ha
aumentado la necesidad de una estimacion de la densidad del transito de barcos en la zona. El nimero
de barcos que pasan diariamente a no mas de 10 millas de la ubicacién propuesta de la planta eléctrica,
registrada para n = 60 dias durante julio y agosto, poseia una media muestral y varianzade y = 7.2 y
s> =38.8.

a Encuentre un intervalo de confianza de 95% para el nimero medio de barcos que pasen a no més de
10 millas del lugar propuesto para la planta eléctrica durante un periodo de 1 dfa.

b Se esperaba que la densidad de transito disminuyera durante los meses de invierno. Una muestra de n
= 90 registros diarios de avistamientos de barcos para diciembre, enero y febrero dieron una media
y varianzade 3 = 4.7 y s? = 4.9. Encuentre un intervalo de confianza de 90% para la diferencia en
la densidad promedio de transito de barcos entre los meses de verano e invierno.

¢ (Cudl es la poblacién asociada con la estimacién en el inciso b? ;Qué podria estar mal con el proce-
dimiento de muestreo para los incisos a 'y b?

Suponga que Y,, Y,, Y5y Y, tienen una distribucién multinomial con 7 intentos y probabilidades p,, p,,
D3y p, para las cuatro celdas. Al igual que en el caso binomial, cualquier combinacién lineal de Y, Y,
Y,y Y, estard distribuida normalmente en forma aproximada para n grande.

a Determine la varianza de Y, — Y,. [Sugerencia: recuerde que las variables aleatorias Y; son dependien-
tes.]

b Un estudio de actitudes entre residentes de Florida con respecto a politicas para manejar la presencia
de caimanes en zonas urbanas mostro lo siguiente. Entre 500 personas muestreadas y a las que se les
dieron cuatro opciones de manejo, 6% dijeron que los caimanes deberian ser protegidos por comple-
to, 16% dijeron que deberian ser destruidos por guardias de fauna silvestre, 52% dijeron que deberian
ser reubicados vivos y 26% dijeron que deberia permitirse una cosecha comercial regulada. Calcule
la diferencia entre la proporcién de la poblacidn que estd a favor de la completa proteccién y la que
estd en pro de la destruccidén por guardias de fauna silvestre. Use un coeficiente de confianza de .95.

El Journal of Communication, invierno de 1978, publicé un estudio acerca de ver violencia en TV.
Muestras de poblaciones con bajos porcentajes de ver television (10-19 programas por semana)
y altos porcentajes de verla (40-49 programas por semana) se dividieron en dos grupos de edades y
se registré el nimero Y de personas que ven un alto nimero de programas de violencia. Los datos
para dos grupos de edades se muestran en la tabla siguiente, con n; denotando el tamafio muestral para
cada celda. Si Y}, Y,, Y; y Y, tienen distribuciones binomiales independientes con pardmetros p,, p,,
D3 Y Ds, Tespectivamente, encuentre un intervalo de confianza de 95% para (p; — p;) — (p, — p,)- Esta
funcién de los valores p; representa una comparacién entre el cambio en los habitos de ver TV para
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adultos jovenes y el cambio correspondiente para adultos mayores, cuando pasamos de los que tienen
bajo porcentaje de ver TV a aquellos que tienen altos porcentajes de verla. (Los datos sugieren que el
porcentaje de ver violencia puede aumentar con adultos jévenes pero disminuye con adultos mayores.)

Porcentaje Grupo de edad

de ver TV 16-34 55y més

Bajo yvi=20 n; =31 y,=13 ny, =30
Alto y3 = 18 niy = 26 V4 = 7 ng = 28

Selecciéon del tamano muestral

El disefio de un experimento es en esencia un plan para adquirir una cantidad de informacién.
Al igual que cualquier otra mercancia, la informacidn se puede comprar a precios que varian
dependiendo de la forma en la que se obtienen los datos. Algunas mediciones contienen una
gran cantidad de informacion acerca del pardmetro de interés; otras pueden contener poca o
ninguna. La investigacion, ya sea cientifica o de otro tipo, se hace para obtener informacion.
Obviamente, deberiamos buscar obtener informacion a un costo minimo.

El procedimiento de muestreo, o disefio experimental, como suele llamarse, afecta la canti-
dad de informacién por medicién. Este, junto con el tamafio muestral n controla la cantidad to-
tal de informacién relevante en una muestra. En esta etapa de nuestro estudio nos ocuparemos
de la situacién de muestreo mds sencilla: muestreo aleatorio de una poblacién relativamente
grande. Primero dedicamos nuestra atencion a la seleccidn del tamafio muestral n.

Un investigador avanza poco en la planeacién de un experimento antes de abordar el
problema de seleccionar el tamafio muestral. De hecho, una de las preguntas mas frecuen-
tes que se plantea un estadistico es ;jcudntas mediciones deben incluirse en la muestra?
Desafortunadamente, el estadistico no puede contestar esta pregunta sin saber cudnta infor-
macidén desea obtener el experimentador. Si nos referimos especificamente a una estimacion,
nos gustaria saber qué tan precisa desea el experimentador que sea. El experimentador puede
indicar la precisién deseada al especificar un limite en el error de estimacién.

Por ejemplo, suponga que deseamos estimar el promedio diario de produccién u de un
producto quimico y deseamos que el error de estimacién sea menor que 5 toneladas con pro-
babilidad de .95. Debido a que aproximadamente 95% de las medias muestrales estaran a no
mds de 2oy de w en muestreo repetido, estamos pidiendo que 2oy sea igual a 5 toneladas (vea
la Figura 8.9). Entonces

20 4g72

27 5 =2
N T

No podemos obtener un valor numérico exacto para n a menos que se conozca la desviacién
estandar poblacional o. Esto es exactamente lo que esperariamos porque la variabilidad aso-
ciada con el estimador Y depende de la variabilidad exhibida en la poblacién de la cual se
sacé la muestra.

A falta de un valor exacto para o, usamos la mejor aproximacion disponible, por ejemplo
una estimacion s obtenida de una muestra previa, o el conocimiento de la amplitud de las
mediciones en la poblacién. Como la amplitud es aproximadamente igual a 40 (recuerde la
regla empirica), un cuarto de la amplitud da un valor aproximado de o. Para nuestro ejemplo
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FIGURA 8.9
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suponga que se sabe que la amplitud de la produccién es aproximadamente de 84 toneladas.
Entonces o ~ 84 /4= 21y

Usando un tamaiio muestral n = 71, podemos tener cierta seguridad (con un coeficiente de
confianza de alrededor de .95) de que nuestro cdlculo se encuentra a no mds de 5 toneladas del
verdadero promedio diario de produccién.

En realidad, esperarfamos que el error de estimacién fuera mucho menor que 5 toneladas.
De acuerdo con la regla empirica, la probabilidad es aproximadamente igual a .68 de que el
error de estimacion sea menor que oy = 2.5 toneladas. Las probabilidades .95 y .68 emplea-
das en estos enunciados son inexactas porque o fue aproximada. Aun cuando este método
de seleccionar el tamafio muestral es sdlo aproximado para una precisién especificada de
estimacidn, es el mejor del que se dispone y es ciertamente mejor que seleccionar el tamafio
muestral de manera intuitiva.

El método de seleccionar los tamafios muestrales para todos los procedimientos de estima-
cién de muestra grande indicados en la Tabla 8.1 es andlogo al que acabamos de describir. El
experimentador debe especificar un limite deseado en el error de estimacién y un nivel de con-
fianza asociado 1 — a. Por ejemplo, si el pardmetro es 6 y el limite deseado es B, igualamos

Za20y = B,
donde, como en la Seccién 8.6,

o
P(Z>zap) = 5.

Tlustramos el uso de este método en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 8.9

Solucion

La reaccién de un individuo a un estimulo en un experimento psicolégico puede tomar una de
dos formas, A o B. Si un experimentador desea estimar la probabilidad p de que una persona
reaccione en una forma A, ;cudntas personas deben incluirse en el experimento? Suponga que
el experimentador estara satisfecho si el error de estima